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ПРЕДУВѢДОМЛЕНІЕ. 


При  сочиненіи  сихЪ  основГанш  ДифференціальнагоІТзчигленія, 
имЪя  вЪ  виду  гауже  самую  ціэль,  сЪ  каковою  написаны  мною  и 
основанія  Геомепгріи,  изданныя  нынЬ  ошЪ  Акадеши  НаукЪ  ,  я 
поставилЪ  непременною  себообязанностію  употребить  возможное 
тщаніе  ,  чтобы  первыя  изЪ  помянутыхЪ  осноЕаній  соотвЪт- 
ственны  были  симЪ  послІЬднимЪ.  И  такимЪ  образом'Ъ  к'Ь 
исполненію  сея  обязанности  миЬ  предлежало:  во  первыхЪ,  чтобы 
правила  сего  изчисленія  доказаны  были  строго  и  просто,  такі) 
чтобы  истинныя  причины  оныхЪ  были  вразумительны  даже  и 
для  гпЬхЪ,  коихЪ  знанія  не  далЪе  основаній  Геометріи  и  Алгебры 
простираются.  Во  вторыхЪ ,  чтобы  всЪ  предметы  ,  по  сіе 
время  изобретенные  и  собственно  до  Дифференціальнаго  Иэчи- 
сленія  относящіеся  ,  сЪ  рачительностію  были  собраны,  такЪ 
чтобы  составленныя  изЪ  нихЪ  основанія  сообразны  бь;ли  сЪ 
нынІЬшнимЪ  НаукЪ  состояніемЪ.  И  наконецЪ  вЪ  третьихЪ,  чтобы 
оные  предметы  разположены  были  вЪ  самомЪ  естественномЪ 
порядкЬ,  такЪ  чтобы  основанія,  ихЪ  вЪ  себЬ  содержещія,  могли 
служить  кЪ  успешному  до  нимЪ  преподаванію  вЪ  лучшихЪ 
училищныхЪ  заведеніяхЪ.  Таковыя  правила,  самому  себІЬ  мною 
предписанныя,  сначала  казалися  мнЬ  едва  ли  по  моимЪ  силамЪ; 
однако,  вникнувЪ  приложнЬе  во  всЪ  подробности  предлежащаго 
мні>  подвига,  принялся  я  за  сей,  не  столь -то  легкій  трудЪ, 
Я  умолчу  о  разных'Ь  препятствіяхЪ  ',  которыя  вЪ  продол- 
женіе  сего  труда  мнЪ  встретились  ;  но,  приведши  теперь 
оный  кЪ  окончанію,  скажу  только  то,  что  по  предмету 
его  мні)  не  нужно  было  пользоваться  многими  сочиненіями: 
сочиненія   знаменитаго  Эйлера,   славнаго    Лагранжа  и  другихЪ 


VI 


дзухЪ    кзвЬспшыхЪ   писателей  Кузена   и  Лакроа  суть  почти 

единый  ,  сЬ  которыми  я  сносился,  и  потому  всякой  удобно 
усмотреть  можешЪ  ,  что  мною  заимствовано  было,  и  что 
собственно  мнЪ  принадлежит!».  ВЪ  прочемЪ,  не  смотря  на 
непосредственную  для  меня  известность  сего  предмета  и 
все  тщаніе,  мною  кЪ  изложенію  онаго  употребленное  ,  я 
отнюдь  не  думаю,  чтобы  трудЪ  мой  изЪятЪ  былЪ  погрешно- 
стей и  недостатков!»!  тЪ  и  другіе  безЪ  сомнЬнія  вЪ  немЪ 
найдутся,  и  можегпЪ  быть  вЪ  большемЪ  числе,  нежели  сколько 
я  усмотреть  могЪ;  но  погрешности  и  недостатки  сіи,  болЪе 
нежели  ворояпшо,  суть  малозначущія,  и  потому  внимашель- 
нымЪ  читателем!»  легко  исправлены  быть  могутЪ.  При 
чемЪ  заметишь  надлежит!),  что  относительно  до  ѳеоріи  ря- 
довЪ  здЪсь  предложено  мною  токмо  необходимо  нужное  позна- 
ніе,  а  именно:  о  разложеніи  функцій  на  безконечное  число 
членов!»  или  множителей,  чрезЪ  непрерывное  свое  сложеніе 
или  умноженіе  функціи  сіи  составляющихЪ ,  купно  сЪ  при- 
ложеніемЪ  онаго  разложенія  кЪ  полному  изЪясненію,  каким'Ь 
образомЪ  канонЪ  логариѳмо  -  тригонометрическій  сочиняемЪ 
быть  долженствует!»;  все  же  прочее,  до  ѳеоріи  рядовЪ  отно- 
сящееся, какЪ  писанное  знаменитымЪ  ЭйлеромЪ,  так'Ь  и 
предложенное  другими  славными  мужами  ,  нынЬ  составляетЪ 
совсЪмЪ  особенную  отрасль  вышшей  Аналитики  ,  имеющую 
своимЪ  основаніемЪ  такЪ  называемое  Лзгислечіе  Разностей 
и  предполагающую  извЬсгпнымЪ  даже  самое  Изчисленіе  Инте- 
гральное; и  потому  непомЬщеніе  сея  отрасли  вЪ  издаваемом!) 
теперь  мною  сочиненіи  читатель.  кЪ  недостаткамЪ  онаго  при- 
числять ни  мало  не  долженЪ,  тЪмЪ  паче,  что  и  безЪ  того  сочи- 
неніе  сіе  сдЬлалось  гораздо  больше,  нежели  какЪ  думать  было 
можно.  Наконец!»  едва  ли  нужно  заметить,  что  здЬсь  мои  осно- 
ванія  Геометріи  предполагаются  вЪ  полной  мЪрЬ  известными, 
и  потому  то  ссылки  на  оныя  в'Ь  семЪ  сочиненіи  почти  нигде 
не  выставлены;  что  вЪ  прочем!»,  смотря  по  надобности,  сам'Ь 
читатель  весьма  удобно  сделать  можепіЪ. 
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О  С  Н  О  В  АН  ІИ 

ДИФФЕРЕНЦІАЛЬНАГО  ИЗЧИСЛЕНІЯ 

КНИГА  ПЕРВАЯ, 

Содержащая  полную  ѳеорію  сего  изчислені*. 

Г  Л  А  В  А  Ія. 
ІТредварительныя  ионятія, 

до  Диффертцшлънаг.0  мзтсленія  относящіяся» 


(і.)  ІѴІежду  количествами,  взаимно  сопряженными  какимЪ  ни- 
есіпь  отношеніемЪ,  однЬ  могутЪ  прибавляться  или  уменшаться,  ког- 
да другія  всегда  непременны  пребываютЪ:  первыя  называются  лере- 
мінными,  а  другія  постоянными.  ф 

(2)  Всякое  алгебраическое,  выраженіе  ,  изЪ  одного  или  многихЪ 
перемЪнныхЪ  количествЪ  и  постоянныхЪ  составленное  ,  обыкновенно 
называется  функціею  сего  одного  или  сихЪ  многихЪ  перемЬнныхЪ 
количествЪ. 

Но  вЬрнЪйшій  признакЪ  функціи  состоитЪ  вЪ  томЪ  ,  что  ве- 
личина ея  вЪ  то  же  время  изменяется  ,  когда  каждое  изЪ  перемЪн- 
ныхЪ количествЪ  прибавляется  или  убавляется. 

ѵ  о      х  а2— -ах 

И  такЪ  выраженія  х  ,  і   и        — ,  не  смотря  на  видЪ  функцій , 

вЪ  которомЪ  онЪ  представляются,  суть  не  иное  что,  какЪ  количе- 
ства постпоянныя,  а  не  функціи  перемі-ннаго  количества  х. 

Откуда  ЯЕствуешЪ  ,  что  Есякая  функція  одного  или  многихЪ 
перемЬнныхЪ  количествЪ  есть  раЕньшЪ  оСразомЪ  количество  пере- 
мінлое. 


(3.)  Главнейшее  различие  между  функціями  состоитЪ  вЪ  обра. 
зЬ  сопряженія  перемЬнгіыхЪ  количесшвЪ   сЪ  постоянными.  И  такЪ: 

і)  Когда  сіе  сопряженіе  таково,  что  произходящая  отЪ  того 
функція  прямою  линіею  точно  определиться  можетЪ ;  то  функція 
сія  называется  алгебраическою.  Таковы  суть  всЬ  функціи ,  кои  со- 
ставлены посредствомЪ  алгебраическихЪ  способозЪ  изчисленія  ,  како- 
вы суть:  сложеніе,  вычишаніе,  умноженіе,  дЬленіе,  возвышеніе  вЪ  сте- 
пени, извлеченіе  корней  и  на  конецЪ  разрЬшеніе  уравненій. 

2.)  НапротивЪ  того  ,  когда  оное  сопряженіе  таково ,  что 
произходящая  отЪ  того  фущтія  прямою  линіею  точно  определиться 
не  можетЪ,  хотя  вЪ  прочемЪ  имЬетЪ  и  определенную  величину  ;  то 
функція  сія  именуется  трансцендентной).  Таковы  суть  всЬ  фунціи, 
вЪ  составленіе  коихЪ  входятЪ  количества  сЪ  неопределенными  ука- 
зателями и  дуги  круга  ,  или  все  тоже,  логариѳмы  и  линіи  тригоно- 
метрическія.  (*). 

( 4-. )  Величина  на  которую  переменное  количество  можетЪ 
прибавиться  или  убавиться,  называется  разностію  или  лриращеніемЪ 
сего  перемЬннаго  количества  ,  и  означается  обыкновенно  греческою 
буквою  Д,  предЪ  томЪ  количествомЪ  поставляемою.  Сія  разность 
или  приращеніе  перемЬннаго  количества  сопровождается  или  зна- 
комЪ  -+-  или  знакомЪ  — ,  смотря  потому ,  какЪ  сіе  количество  пе- 
ременяется: возрастая  или  убывая. 

ТакЪ,  когда  переменное  количество  х  переменяется  возрастая, 
то  разность  или  приращеніе  его  означается  чрезЪ  -+-  Дх  или  просто 
чрезЪ  Дх  ;  но  когда  количество  х  переменяется  убывая,  то  разность 
или  приращеніе  его  означается  чрезЪ  —  Да:. 


(*)  ВЪ  сихЪ  опредѣленіяхЪ  алгебраическихЪ  и  трансдендентныхЪ  функцін 
емѢспо  чиселЪ  мы  приняли  прямую  линію  по  той  прнчикѣ,  что  вЪ  чи- 
слахЪ  ни  извлечете  корней,  ни  разрѣшеніе  ураЕненіи  вЪ  безЧисленномЪ 
множествѣ  случаевЪ  точно  совершиться  не  можетЪ.  И  всякЪ,  кому 
извѣстна  Трансцендентная  Геометрія ,  видитЪ,  что  сіи  опредѣленія  со- 
вершенно сходствуютЪ  сЪ  самымЪ  употреблеиіемЪ  сихЪ  словЪ.  Б  а  при- 
мѣрЪ ,  когда  ища  длину  второй  кубической  параболы  ,  находимЪ  ,  что 
оная  изображается  некоторою  алгебраическою  функціею  ,  то  говорикЪ,. 
что  сія  кривая  линія  есть  прямою  измЬрнмая\    напротивЪ  тою  ,  ког- 


Здѣсь  вЪ  самомЬ  дЪлЬ  —  Дх  не  есть  приращеніе  количества  х, 
но  его  уменьшеніе  ;  однако,  поелику  знакЪ  —  служигпЪ  поправленіемЪ 
лояінаго  положенія,  сложенія  на  вычитаиіе,  принятіе  —  Дх  за  прира- 
щеніе  никакой  погрешности  не  причинитЪ,  но  напротивЪ  того  до- 
ставитЪ  выгоду  всеобщности. 

(5.)  И  какЪ  всякая  функція  перемітнаго  количества  кото- 
рую мы  вообще  означимЪ  чрезЪ  у ,  вмЬстЬ  сЪ  симЪ  количесшкомЪ  х 
изменяется  и  есть  сама  переменное  же  количество  (ч.  2);  то  сказан- 
ное вЪ  предЪидущемЪ  члене  о  разности  или  приращеніи  Дх  перемЪн- 
наго  количества  х,  равно  приложено  быть  можетЪ  кЪ  разности  или 
приращенію  Ду  какой  ниесгпь  его  функціи  у. 

При  чемЪ  замЬтить  надлежитЪ,  что  приращеніе  Ду  функціи  у 
такЪ  зависитЪ  отЪ  прираіденія  Дх  переменнаго  количества  х,  что 
когда  сіе  последнее  приращеніе  положится  ~  о  ,  то  и  первое  такЪ 
же  будетЪ  ~  о.-  Ибо  функція  у  количества  х  не  иначе  изменяется  , 
какЪ  когда  оное  количество  изменяется  нли  приемлетЪ  приращеніе; 
следовательно  когда  количество  х  остается  безЪ  измененія  или 
приращенія  ,  тогда  и  функція  у  пересшаетЪ  изменяться  или  прини- 
мать приращеніе,  и  следовательно  когда  положится  Дх  ~  о  ,  тогда 
будетЪ  и  /\у  —  о. 

(6.)  Что  бы  яснбе  видеть  можно  было,  какимЪ  образомЪ  при- 
ращеиіе  функціи  у  переменнаго  количества  х  зависитЪ  отЪ  прира- 
щенія  сего  количества  и  по  мбрб  измененія  онаго  само  изменяется  ; 
то  мы  возмемЪ  вместо  у  некоторыя  простейшія  функціи  количества 
х  ,  каковы  суть  ах,  лх2,  ах3  и  проч.,  где  а  постоянное  количество, 
и  сыщемЪ  ихЪ  разности  или  приращенія. 
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да  ища  длину  обыкновенной  параболы  ,  находимЪ  ,  что  оная  изображает- 
ся некоторою  трансцендентной)  функціею  ,  шо  говоримЪ,  что  сія  кривая 
линія  есть  прямою  шчзпЪрнмал.  Чіно  же  принадлежите  до  пюго  ,  чшо 
вообще  ни  логаркѳмы,  ни  тригонометрическая  линіи  прямою  линіею  точно 
не  опредѣляются  ,  то  потому,  что  мы  на  самомЪ  дѣлѣ  ни  логариѳмики 
описать,  ни  дуги  круга  прямою  лит'ею  изобразить  точно  не  можемЪ. 

Отсюда  всякЪ  видѣть  можетЪ  ,  что  траѵ  цендентныя  количества  вЪ 
разсужденти  алгебраичеекихЪ  суть  почти  тоже  самое  ,  что  несоизмери- 
мая вЪ  разсужденти  сеизмѣримыхЪ. 


И  гаакЪ  пусть  во  первыхЪ  будетЪ  функція  у~ах\  придавЪ  ко- 
личеству х  приращеніе  Дх,  такЪ  чтобы  оное  сдЪлалося  х  -}-  Дх  ,  по- 
ставимЪ  сію  виличину  вмЬсто  х,  и  положимЪ,  что  отЪ  того  у  сдЪ- 
лается  у;  будетЪ  у'  ~  л(х  +  Дх)  —  ах  +  йДх  ,  и  потому 

&у  —  у*  —  у  ~  а/\х. 
Откуда ,    по  раздЪленіи  на  Дх  ,   мы  имЬемЪ  отношеніе  приращеній 
функдДи  у  и  самаго  перемЬннаго  количества  х 

*   ---л  дх  —  *: 

ИзЪ  чего  явствуетЪ  ,  что  отношеніе  приращенія  функціи  у~ах  кЪ 
приращенію  перемішнаго  количества  х  есть  постоянное  и  совсЪмЪ 
независимое  отЪ  частной  величины  оныхЪ  приращеній. 

Пусть  теперь  будетЪ  функція  у  —  ах2, ;  придавЪ  количеству  х 
приращеніе  Дх  ,  такЪ  чтобы  оное  сдЪлалося  х  -}-  Дх  ,  поставимЪ  сію 
величину  вмЬсгпо  х,  и  положимЪ  ,  что  отЪ  того  у  сделается  у';  бу- 
детЪ у/  ~  л(х      Дх)2  ~  ах2  Ц-  2йхДх  4~  лДх2,  и  потому 

Ду  ~  у1  —  у  ~  2#хДх  -\-  йДх2. 
Откуда ,  по  раздЪленіи  на  Дх ,    мы  ммЪемЪ  отношеніе  прираіценій 
функціи  у  и  самаго  перемоннаго  количества  х 

АУ   ,  л 

—  —  чах  йДх. 

ЗдЪеь  отношеніе  приращеній  функціи  у  ~  дх2  и  перемЪннаго 
количества  х  сосшоишЪ  изЪ  двухЪ  частей  ,  изЪ  коихЪ  одна  о.ах  не 
зависитЪ  отЪ  частной  величины  приращеній  ,  а  другая  дДх  заключа- 
ешь вЪ  себЬ  одно  изЪ  оныхЪ  Дх  ;  почему  отЪ  измЬненія  сего  прира- 
щенія  Дх,  при  тЪхЪ  же  величинахЪ  количества  х  и  функціи  у,  отно» 

&у 

иіеніе  —  изменяться  станетЪ,  притомЪ  такЪ,  что  отЪ  уменьшенія 

Ау 

.Дх  отношеніе  —  ,  какЪ  равное  2#х  +  «Дх  ,  будетЪ  приближаться 
кЪ  2дх';  одйако  ,  доколЪ  Дх  будетЪ  имЬть  какую  ниесть  величину  , 
отношеніе  — не  сделается  равно  2йх  ;  и  какЪ  сЪ  другой  стороны 
отнявши  отЪ  Дх  всякую  величину,  то  есть  положивши  Дх  ~  о,  сдЬ- 

Ду 

лается  и  Дѵ( — 1  2йхДх  +  «Дх2)  по,  такЪ  что  отношеніе  —  то- 
гда ничего  уже  изображать  не  будетЪ;  то  явствуетЪ,  что  здЬсь  ни- 
коим'Ь    образомЪ   положить  не  можно  приращенія  Дх  ~  о  ,  а  можно 
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токмо  оное  уменьшать,  раздЬляя,  на  приадЪрЪ,  пополамЪ,  половину  его 
паки  пополамЪ  и  такЪ  далЪе  безЪ  конца.  ТакимЪ  образомЪ  измЪняе- 

Ау 

мое  отношеніе  —  (~2#х-гяД*)  никогда  до  непремЪняемаго  количе- 
ства о.ах  не  достигнетЪ,  а  можетЪ  токмо  имЬть  сЪ  нимЪ  разность 
меньшую,  нежели  всякая  по  произволенію  данная  величина.  Ибо 
пусть    оная  величина      Т> ,    и  чрезЪ  раздЬленіе    пополамЪ    да  сдЬ- 

лается  напослЬдокЪ  Ах  <|  ^ ;  тогда  будетЪ  дДх  <^  Б .  и  потому  такЪ 

Ау 

же  разность  —  —  ййх(  ~  йДх)  <^  Б.  ИзЪ  чего  явствуетЪ  ,  что  о.ах 
есть  истинный  предЬлЪ  отношенія  — . 

Пусть  еще  будетЪ  функція  у~ах^\  придавЪ  количеству  х  при- 
ращеніе  Дх,  такЪ  чтобы  оное  сдЬлалося  х  Дх  ,  поставимЪ  сію  ве- 
личину вмЬсто  х,  и  положимЪ,  что  у  отЪ  того  сдЬлаешся  У;  іудетЪ 
у'  —  а{х  -І-  Дх) 3  =  ах3  -\-  Здх'Дх  -+-  ЗлхДх2  +  а&х  *,  и  потому 

Ду  ~  у'  —  у  ~  Здх2Дѵ  -\-  ЗлхДх2  -}-йДх3. 
Откуда,   по  раздЬленіи  на  Дх,  мы  имЬемЪ    отношеніе  ириращеній 
функціи  у  и  самаго  перемЪннаго  количества  х 

Ау 

—  ~  Злх2  +  ЗйхДх  +•  дДх2. 

ЗдЪсь,  какЪ  и  вЪ  предЪидущемЪ  случай,  отношеніе  приращеній 
функціи  у  ~  ах3  и  перемЬннаго  количества  х  состоитЪ  изЪ  двухЪ 
частей,  изЪ  коихЪ  одна  З^х2  не  зависитЪ  отЪ  частной  величины  при- 
ращен^, а  другая  ЗлхДх  -+-  йДх2(— (Зях  +  <яДх)Дх)  заключаетЪ  вЪ  себЬ 
одно  изЪ  оныхЪ  Дх;  почему  отЪ  измЬненія  сего  приращенія  Дх  ,  при 

тЬхЪ  же   величинахЪ    количества  х    и  функціи  у ,    отношеніе  ~г 

йзмЬняться  станетЪ,  притомЪ  такЪ  ,  что  отЪ  уменьшенія  Дх  ога- 

Ау 

ношеніе  —  ,  какЪ  равное  Зйх2  -\-  (Зйх  +  йДх)Дх  ,  будетЪ  прибли- 
жаться кЪ  Зах2;  однако  ,  доколЪ  Дх  будетЪ  имЬть  какую  ниесть  ве- 

Ау 

личину,  отношеніе  —  не  сдЬлаешся  равно  Злх2  ;  и  какЪ  сЪ  другой 
стороны  отнявши  отЪ  Дх  всякую  величину  ,  то  есть  положивши 
Л*— о,  сделается  и  Д;(~Здх2Дх  -+  ЗйхДх2  -+-  йДх3)  ~  о,  такЪ  что  отно. 

Ау 

шеше  дх  тогда  ничего  уже  изображать  не  будетЪ  ;  то  явствуетЪ  , 


чпто  здесь  отнюдь  положить  не  можно  приращенія  Дх  ~  О  >  а  можно 
токмо  оное  уменьшать,  разделяя,  напримЪрЪ,  пополамЪ,  половину  его 
паки  пополамЪ  и  такЪ  далее  безЪ  конца.  ТакимЪ  образомЪ  изменяемое 

отношеніе  —  (  ~  Зах2,  +  (Зах  +  дДх)Дх)    никогда    до  непремЬняемаго 

количества  Ъах2    не  достигнетЪ  ,   а   можетЪ  токмо  иметь  сЪ  нимЪ 

разность  меньшую,  нежели  всякая  по  произволенію  данная  величина. 

Ибо  пусть  оная  величина  Ш  Б  ,   и  чрезЪ  раздЬленіе  пополамЪ  да  сдЬ- 

I) 

лается  напослодокЪ  Дх  <^  заяЧ-яй'  г^    количество   &  взято    по  про- 

'  изволенію  больше  Дх  ;  тогда  будетЪ    фах  -\-  л/г)Дх  <^  В  ,  и  тЬмЪ  паче 

/о  АУ 

(Зях  ч- йДх)Дх  <^  Б  ,     и    потому    такЪ    же    разность    ті. —  Зйгх~(  Ш 

(Зях  йДх)^х)  <^  Б.  ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  Здх2  есть  истинный 
предЬлЪ  отношенія  т^. 

(7.)  Неостанавливаясь  бол1?е  на  сихЪ  часіпныхЪ  случ'аяхЪ ,  мы 
заметимЪ  ,  что  изЪ  нихЪ  довольно  явствуетЪ  ,  что  здЬсь  два  глав- 
ные предмета  намЪ  представляются:  і)  по  разности  или  прира- 
щенію  перемЬннаго'  количества  х,  находить  разность  или  приращеніе 
всякой  функціи  у  онаго  количества  х,  и  2)  по  найденіи  изЪ  того  от- 

Ау 

ношенія  А~  сихЪ  разностей  или  приращеній,  сыскивать  предЬлЪ  она- 
го, буде  сей  послодній  имеетЪ  место  во  всохЪ  возможныхЪ 
функігіяхЪ. 

Но  хотя  по  видимому  первый  предмегпЪ  непосредственно  пред- 
шествовать второму  долженствуетЪ,  однако  сей  поелЬдній  не  зави- 
симо отЪ  перваго  разсматриваемЪ  быть  можетЪ^  и  даже  служитЪ 
оному  основаніемЪ  посредствомЪ  ѳеоремы  ,  известной  подЪ  именемЪ 
Тейлоровой,  которая  доставляетЪ  общій  способЪ  разлагать  функціиг 
вЪ  ряды;  чего  сей  первый  предметЪ,  какЪ  то  явно,  необходимо  тре- 
буетЪ.  И  такЪ  начать  намЪ  слодуетЪ  вгпорымЪ  изЪ  означенныхЪ 
предметовЪ  ,  и  мы  здесь  -единственно  токмо  онымЪ  и  заниматься 
будемЪ. 

(8.)  И  во  первыхЪ  при  семЪ  встречается  намЪ  затрудненіе,  ка- 
кимЪ  образомЪ  мы  удостовериться  можемЪ,  что  вообще  отношение  раз- 
ностей или  приращеній  функціи  и  самаго  перемЬннаго  количества  пре- 
'  дЪлЪ  имТ.етЪ?  Ибо  езтды  функній  до  безкопечности  разнствуютЪ  между 


собою.  Но  затрудненіе  Сіе  по  счасгпію  уничтожаетЪ  Геомептрія,  кото- 
рая представляетЪ  намЪ  для  сего  шокмо  два  главные  рода  линій : 
прямыя  и  кривыя,  помощію  коихЪ  всЬ  еозможныя  функціи  изобразиться 
могутЪ,  какЪ  изЪ  слЪдующаго  явствуетЪ. 

Поелику  функція  у  количества  х  есть  некоторое  алгебраиче- 
ское выраженіе,  составленное  изЪ  онаго  количества  х  и  постоянныхЪ; 
то  явствуетЪ  ,  что  между  функціею  у  и  количествомЪ  х  имЬется 
уравненіе,  которое  вообще  мы  означимЪ  такЪ  :  Б"  (ж.  у}  ~  о,  и  кото- 
рое есть  таково,  что  по  различнымЪ  величинамЪ,  придаваемымЪ  коли- 
честву ху  даетЪ  и  для  у  такЪже  различныя  величины,  ибо  отЪ  измІЬ- 
ненія  количества  х  функція  у  сама  изменяется  (ч.  2.). 

ПоложивЪ  сіе  ,  проведемЪ  двЬ  оси  АХ  и  АУ,  взаимно  перпенди-Черт.  Т. 
кулярныя,  и  взявЪ  на  одной  изЪ  нихЪ,  какЪ  АХ,  отЪ  точки  Езаим- 
наго  ихЪ  пресЬченія  А  какую  ниесть  абсциссу  АР  ,  положимЪ  оную 
АР  ~  х  ;  потомЪ  отЪ  конца  ея  Р  проведемЪ  одринату  РМ,  параллель- 
ную другой  оси  АУ,  такоЕую,  чтобы  положивЪ  оную  РМ~у,  еышло 
Г(х,  у)  ИГ  о.  Явно,  что  симЪ  образомЪ  вЪ  неопредЬленномЪ  простран- 
стве ХАУ  определяется  точка  М  таковая,  что  когда  отЪ  нея  про- 
ведется  ордината  РМ,  параллельная  оси  АУ,  то  оная  сЪ  отсеченною 
на  оси  АХ  абсциссою  АР  удовлетворяютЪ  свойству  ,  изображаемому 
уравненіемЪ  Р(х,  у)  ~  0;  и  какЪ  абсцисса  АР  взята  по  произЕОленію  , 
то  явствуетЪ,  что  чрезЪ  подобное  предЪидуіцему  строеніе  мы  мо- 
жемЪ  имЬть  вЪ  пространстве  ХАУ  безчисленное  множество  точекЪ, 
какова  есть  М,  отЪ  коихЪ  когда  проведутся  ординаты,  параллельны  я 
«си  АУ,  то  оныя  сЪ  отсеченными  на  оси  АХ  абсциссами  удовлетво- 
рять томуже  самому  свойству,  изображаемому  уравненіемЪ  Р  (.ѵ,у)  о. 
ИзЪ  чего  слЪдуетЪ,  что  должна  быть  нЬкая  непрерывная  линія  В$  , 
прямая  или  кривая,  на  которой  всЬ  тпаковыя  точки  находятся  ,  или 
Есе  тоже,  которая  всі»  еозможныя  ординаты  ограничиваетЪ  такимЪ  об- 
разомЪ ,  что  каждая  изЪ  оныхЪ  сЪ  соответствующею  абсциссою 
удовлетворяютЪ  свойству,  изображаемому  уравненіемЪ  Б'(х,}')~а. 
Ибо  естьли  положимЪ  ,  что  между  какими  ниесть  точками  М  и  N 
таковая  лкнія  прерывается,  такЪ  что  между  ими  остается  неко- 
торой промежутокЪ,  то  сколь  бы  вЪ  прочемЪ  оный  малЪ  ни  былЪ, 
всегда  можно  будетЪ  взять  на  оси  АХ  нЬкую  точку  К,  изЪ  которой 
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проведенная  ордината  КО  будетЪ  падать  между  ординатами  РМ  и  (Ж, 
проведенными  отЪ  тЬхЪ  точекЪ  М  и  14,  и  следовательно  можно  бу- 
детЪ определить  между  М  и  N  таковую  точку  О  ,  отЪ  которой 
когда  проведется  ордината  ОК  ,  то  сЪ  соответствующею  абсциссою 
АК  удовлетворятЪ  свойству,  изображаемому  уравненіемЪ  Р(  х,у  )  ш  о; 
что  противно  предЪ  симЪ  сделанному  положенію. 

ВЪ  прочемЪ  само  по  себЪ  разумеется ,  что  уравненіе  Р(х,  у)  ~~  о 
или  функція  у  количества  х  по  свойству  своему  даетЪ  для  у  всегда 
действительный  величины  при  всЪхЪ  придаваемыхЪ  количеству  х 
величинахЪ,  по  крайней  мЬрЪ  вЪ  пространстве,  между'  какими  ниесть 
двумя  пределами  ,  на  примерЪ  отЪ  х  ~  а  до  х  ~  Ьу  содержащемся;  и 
что  всегда  положишь  можно. 

(9)  Теперь ,  для  узнанія  ,  вЪ  какомЪ  случае  фуикція  у  коли- 
чества х  или  уравненіе  между  х  и  у  даетЪ  прямую  и  вЪ  какомЪ  кри- 
вую линію,  возмемЪ  самое  общее  первой  степени  уравненіе  А^~Вл;-»-С, 
и  по  разделеніи  его  на  А  ,  положимЪ  _  ~  а      --~Ь\  отЪ  чего  оное 

А  А 

Черт.  2.  сделается  у~ах-\-Ь.  ПотомЪ  проведши  две  оси  АХ  и  АУ,  взаимно 
перпендикулярныя,  на  одной  изЪ  нихЪ,  какЪ  АУ,  огасечемЪ  АС  ~  #,  и 
проведемЪ  прямую  С2  ,  параллельную  АХ  ;  по  семЪ  отсекши  СБ  ~  і 
и  поставивЪ  перпендикулярную  прямую  БЕ~д,  проведемЪ  чрезЪ 
точки  С  и  Е  неопределенную  прямую  В5,  которая  и  будетЪ  та  самая, 
каковую  взятое  нами  уравненіе  представляешЪ.  Ибо  взявЪ  абссциссу 
АР~х  и  проведши  ординату  РМ~  7,  пресЪкающую  прямую  С2  вЪ 
точкЪ  С^,  находимЪ  ,  что  будетЪ  Р()  Щ  АС  щ  /?,  СО  ~  АР  ~  х  и  для 
подобія  треугольниковЪ  СО^М  и  СБЕ,  ОМ  —  ах;  чего  ради  будетЪ 
РМ      у  ~~  ах  -+-  Ь,  то  есть  взятое  нами  уравненіе. 

И  обратно,  когда  дана  будетЪ  прямая  лиіпя  В8,  то  есть  дано 
будетЪ  положеніе  ея  вЪ  разсужденіи  осей  АХ  и  АУ,  то  уравненіе,  ее 
изображающее  ,  или  функція,  ординату  ея  представляющая  ,  будетЪ 
первой  степени.  Ибо  пусть  АС  ~і  и  АК  л;  с  ;  чрезЪ  что  положение 
прямой  ВЗ  вЪ  разсужденіи  осей  АХ  и  АУ  определено  будетЪ  ;  но  изЪ 
подобія   треугольниковЪ   СО^М   и   САР   мы    имеемЪ  О^М  ~  —  чего 

ради  будетЪ  РМ  ~у~Ъх-+-  Ь>  или  полагая  БЕ~^-  ~  а  ,  будетЪ  у  ~ 
ах  -+-  Ь)  шо  же  самое  уравнеяіе. 
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Откуда  слЪдуетЪ,  что  вообще  всякая  функція  у  количества  к» 
кромЪ  того  случая,  когда  она  первой  степени,  предстаВляетЪ  орди- 
нату некоторой  кривой  линіи.  Ибо  естьли  положимЪ ,  что  какая 
либо  функція  у  количества  ху  будучи  не  первой  степени  ,  предста- 
вляетЪ  ординату  прямой  линіи  ,  то  по  доказанному  предЪ  симЪ  та 
же  самая  ордината  изображалася  бы  и  функцДею  первой  степени ; 
что  само  себЬ  протигорЪчитЪ. 

(ю.)  Достигну вЪ  до  сего  общаго  заключенія  вЪ  разеуждеяіи 
представленія  всЬхЪ  функцДй  одного  перемЪннаго  количества  посред- 
ствомЪ  кривых'Ь  линій,  сдЬлаемЪ  общее  замЬчаніе  на  сіи  послЬднія. 

Естьли  чрезЪ  дугу  будемЪ  разуметь  кривую  линію,  сЪ  одной 
и  той  же  стороны  вогнутость  или  выпуклость  имЬющую;  то  о  вся- 
кой кривой  линіи  сказать  можемЪ  ,  что  она  есть  или  дуга  или  сово- 
купленіе  ДугЪ.  Ибо  прямыя,  двЬ  изЪ  точекЪ  кривой  линіи  соединяю- 
щая, падаютЪ  или  всегда  по  одну  и  ту  же  сторону  сей  кривой  линіи, 
или  по  ту  и  другую:  естьли  всегда  по  одну  и  ту  же ,  то  кривая  линія 
будетЪ  имЬть  вогнутость  или  выпуклость  сЪ  одной  и  той  же  сто- 
роны, и  следовательно  будетЪ  то,  что  мы  назвали  дугою;  но  естьли 
по  ту  и^другую,  то  кривая  линія  будетЪ  имЬть  выгнутость  или  вы- 
пуклость сЪ  той  и  сЪ  другой  стороны,  и  следовательно  будетЪ  со- 
стоять изЪ  двухЪ  или  болЬе  дугЪ 

Но  чтобы  вЪ  послЬднемЪ  случаіэ  сего  предложения  не  остава- 
лось никакого  сомнЬнія  ,  то  приведемЪ  его  кЪ  понятіямЪ  самымЪ 
простЪйшимЪ. 

И  такЪ  пусть  АВ  будетЪ  дуга,  сЪ  которой  ниесть    стороныЧерт.  5. 
вогнутость  имЬющая;  мы  усматриваемЪ,  что  естьли  чрезЪ  какія  ни- 
есть ея  точки  А,  С,  В,  В  проведутся  прямыя  АВ,  СБ  ,  БВ  ,  то  она 
отЪ    сихЪ    прямыхЪ    уклоняться    будетЪ    всегда    вЪ  одну    и  ту 
же  сторону;  ибо   естьли  бы  она  уклонялась  вЪ  разныя  стороны,  какЪ 


(*)   См.  Вв.  гЪ  Основ.  Геом, 
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уклоняется  крщйй  ликія  АСЕБВ,  гао  бы  она  не  была  дуга,  но  тому 
что  вЪ  сей  кривой  прямыя  СБ,  СЕ  лежатЪ  не  по  ту  же  сторону,  по 
которую  падаютЪ  прямыя  АС,  БВ;  что  противно  полояіенію. 

И  обраяіно,  пусть  АВ  будетЪ  кривая  линія,  которая  уклоняет- 
ся всегда  вЪ  одну  и  ту  же  сторону;  мы  находимЪ,  что  она будетЪ  дуга, 
то  есть  какія  бы  то  двЪ  точки  ея  ни  соединилися  прямою  ,  оная 
будетЪ  лежать  всегда  по  одну  и  ту  же  сторону  сей  кривой  линіи  ; 
ибо  естьли  бы  напримЪрЪ  СБ  лежала  не  по  ту  сторону,  по  которую 
лежатЪ  АС ,  БВ  ,  а  по  другую  ,  какЪ  лежитЪ  СЕ  вЪ  кривой 
линіи  АСЕОВ  ,  то  бы  кривая  линія  уклонялась  не  вЪ  одну  и  ту  же 
сторону,  но  вЪ  разныя,  потому  что  вЪ  кривой  линіи  АСЕБВ  часть 
СЕ  лежитЪ  по  одну  сторону  прямой  АС,  а  часть  ЕО  по  другую  сто- 
рону прямой  СЕ  ;  что  противно  положенію. 

Черт.  4.  Пусть  теперь  АВ   будетЪ   такая  кривая   линія ,   у  которой 

прямыя  ,  двЬ  изЪ  ея  точекЪ  соединяющая,  падаютЪ  по  ту  и  другую 
сторону;  мы  примЬчаемЪ:  во  первыхЪ,  что  сія  кривая  линія  АВ,  вЪ  слсд- 
ствіе  предЪ  симЪ  предложеннаго  ,  уклоняется  вЪ  ту  и  другую  сто- 
рону ;  во  вторыхЪ  ,  что  она  простираясь  отЪ  какой  ниесть.  точки 
А  ,  не  можетЪ  не  уклоняться  вЪ  которую  нибудь  сторону  ,  ибо  вЪ 
противномЪ  случай  она  была  бы  линія  прямая;  и  наконенЪ  вЪ  треть- 
ихЪ  ,  что  она  не  МожетЪ  уклоняться  вЪ  другЪ  вЪ  ту  и  другую  сто- 
рону ;  откуда  заключаемЪ  ,  что  кривая  лянія  АВ  ,  простираясь  от!» 
точки  А  ,  уклоняется  сколько  ниесть  вЪ  одну  сторону  ;  но  линія  , 
уклоняющаяся  вЪ  одну  сторону,  есть  дуга;  следовательно  нЬкая  часть 
АС,  взятая  отЪ  А,  кривой  линіи  АВ  есть  дуга;  такЪ  же  докажется, 
что  нЬкая  часть,  взятая  и  отЪ  С,  есть  дуга;   слЬдоват.     и  проч. 

(і  і.)  И  такЪ  симЪ  образомЪ  разсужденіе  наше  о  всякой  кри- 
вой линіи  приведено  кЪ  разсужденію  о  дугЬ,  сЪ  которой  ниесть  стороны 
вогнутость  или  выпуклость  имЬющей.  По  чему  мы  можемЪ  теперь 
полагать  ,  что  всякая  функція  у  количества  х  ,  кромЪ  случая  ,  когда 
Черт.  Т.  она  есть  первой  степени,  представляетЪ  ординату  никоей  дуги  ВЗ  , 
со  стороны  которой  ниесть  оси  АХ  или  АУ  вогнутой  или  выпуклой  , 
по  крайней  мЪрЬ  вЪ  прос.прансшвЬ ,  шежду  дЕумя  какими  ниесшь 
пределами  содержащемся. 
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ІГо  утвержденіи  таковаго  предположенія,  возмемЪ  какую 
яиесть  дугу  АВ  и  на  ней  гдЪ  ниесть  точку  С  ,  и  проведемЪ  чрезЪ  Черт.  5» 
оную  и  какую  ниесть  другую  точку  Б  неопределенную  прямую  БСЕ; 
часть  ея  СЕ  по  опредЬленію ,  данному  вогнутости  или  выпуклости 
Кривой  линіи,  будетЪ  находиться  внЪ  или  сЪ  выпуклой  стороны  дуги 
АСВ;  возмемЪ  на  той  же  дугЬ  по  ту  и  другую  сторону  точки  Б  еще 
многія  другія  точки  Р,  С,  и  проведемЪ  чрезЪ  нихЪ  и  точку  С  не- 
опредоленныя  прямыя  РСН  ,  СОК;  чрезЪ  что  получимЪ  по  одну  сто- 
рону прямой  БЕ  многія  отЪ  точки  С  протянушыя  прямыя  СН  ,  СК, 
изЪ  коихЪ  однЪ  СН  не  пресЬкаютЪ  дуги  СБ  ,  а  дэугія  СК  пресЬкаютЪ 
оную;  изЪ  чего  слЪдуетЪ,  что  между  сими  не  пресіжающими  и  пре- 
секающими прямыми  необходимо  долженЪ  быть  общій  предолЪ  ,  гдо 
однЬ  кончаются,  а  другія  начинаются;  ибо  безЪ  сего  предЬла  всЬ  пря- 
мыя, отЪ  С  по  ту  же  сторону  прямой  ЕСБ  протянутыя,  были  бы  не 
преськающія  дуги  СБ;  что  само  себЪ  противоречить.  И  такЪ  пре- 
дЪлЪ  сей  мЬсто  имЬетЪ  ,  и  пусть  оный  будетЪ  прямая  СК  ;  тогда 
вЪ  углЪ  ЕСК  будутЪ  содержаться  всЬ  прямыя  не  пресЬкающія  дуги 
СБ,  а  вЪ  углЪ  БСК  всЬ  прямыя  пресЬкающія  оную  ;  и  такимЪ  обра- 
зомЪ  прямая  СК  находится  вся  $Ъ  выпуклой  стороны  дуги  СБ  ,  и 
прилежитЪ  кЪ  ней  столь  близко,  что  между  ими  чрезЪ  точку  С  ни 
единой  прямой  не  пресекающей  дуги  СБ  провести  не  можно  ;  что 
обыкновенно  изображается  кратко  словами:  ни  единой  прямой  про- 
вести не  можно.  Таковая  прямая  СК,  какЪ  и  вЪ  случай  круговой  ли- 
ши, называется  касателъною  кЪ  дугіі  СБ,  или  ко  всей  АВ. 

ЗдЬсь  мы  замЬтимЪ,  что  сія  касательная  СК,  продолженная  и 
вЪ  другую  сторону  отЪ  С  кЪ  Т,  будетЪ  находиться  вся  внЪ  или  сЪ 
выпуклой  стороны  дуги  АВ.  Ибо  ,  буде  нЪтЪ,  пусть  пресЬчетЪ  дугу 
СА  вЪ  какой  ниесть  точкЬ  Ь ;  между  С  и  Ь  взявЪ  какую  ниесть 
точку  М,  протянемЪ  чрезЪ  С  прямую  МСС,  которая  по  свойству  ка- 
сательной СК  кЪ  дугЬ  СБ  долженствуетЪ  пресЬчь  оную  дугу  вЪ  не- 
которой точкЬ  С;  потомЪ  на  дугахЪ  СМ  и  СО  взявЪ  еще  дзЬ  какія 
ниесть  точки  т  и  Ь,  соедииимЪ  ихЪ  сЪ  точкою  С  прямыми  линіями; 
тогда,  поелику  МСО  есть  одна  прямая,  оныя  сЪ  МСС  составятЬ  нЬ- 
которые  углы,  и  потому  линія  ,  соединяющая  точки  т  и  Ь  ,  будетЪ 
находиться  внЪ  или  сЪ  выпуклой  стороны  дуги  АСВ  ;  что  противно 

^  * 
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•предЪленію  ,  данному  вогнутости  или  выпуклости  сЪ  одной  и  той  же 
стороцы,  и  следовательно  такЪ  же  по  положен ію. 

(іЗ.)  После  сихЪ  началЪ  мы  можемЪ  уже  доказать  во- 
обще, что  когда  у  есть  какая  нибудь  функція  количества  х  ,  то 
отношеніе        разностей  или  приращеній  сей  функціи  у  и  количества 

Ах 

х,  по  мЪрЬ  уменьшенія  Дх  ,  'изменяться  станетЪ  и  предЪлЪ  имЬть 
будеінЪ  ,  какЪ  изЪ  слЪдующаго  явствуетЪ. 
Черт    б  Поелику  всякая  функція  у  количества  х  прёдставляетЪ  орди- 

нату нЪкоей  кривой  линіи  (ч.  8  и  д),  а  всякая  кривая  линія  есть  или 
дуга  или  совокупленіе  дугЪ  (ч.  ю.);  то  положимЪ ,  что  ВЗ  есть  одна 
мзЪ  дугЪ  таковой  кривой  линіи,  отнесенной  кЪдвумЪ  взаимно  перпен- 
дикулярнымЪ  ОсямЪ  АХ  и  А  У  посредствомЪ  координатЪ  АР  ~  х  и  РМсп 
у  (ч.  и).  ПридадимЪ  абсциссЪ  АР  ~  х  какое  ниесть  приращеніе 
Р()~Дх,  такЪ  чтобы  оная  абсцисса  АРих  сдЪлалася  А0_— х-Ь-Дх, 
и  проведемЪ  ординату  (Ж  ,  соответствующую  сей  новой  абсциссЬ ; 
тогда  ордината  РМ  ~  у  сделается  (Ж  ІЗу'  ;  и  какЪ  ВМ8  есть  дуга, 
Со  стороны  оси  АХ  вогнутость  или  выпуклость  имеющая,  то  явству- 
етЪ, что  ординаты  ея  не  могутЪ  быть  равныя  между  собою ,  ибо 
сіе  свойство  принадлежитЪ  одной  токмо  линіи  прямой,  параллельной 
оси  АХ,  коея  уравненіе  изобразить  можно  такЪ  у  ~  й;  почему  орди- 
ната РМ  ~  у  сделавшись  ~  у',  получитЪ,  по  проведеніи  прямой 
МО,  параллельной  оси  АХ,  приращеніе  ОН~у'  —  у~Ду.    И  такЪ  бу- 

^етЪ  отношеніе  приращеній  функціи  у  и  количества  х 

ду  N0 

МО* 

Отношеніе  сіе ,  говорю  вопервыхЪ  ,  при  тЪхЪ  же  величинахЪ 
абсциссы  АР  —  х  и  ординаты  РМ  ~  у,  отЪ  уменьшенія  приращенія 
Р()~Дх  изменяться  станетЪ.  Ибо  вместо  приращенія  РО^  взявЪ  РО/, 
нроведемЪ  ординату  О^М',  пресекающую  МО  вЪ  точке  О';  отЪ  чего 

отношеніе  ^  бывЪ  ~  — ,  сделается  ~  — ! °~- ;  и  какЪ,  по  проведеніи 

&х  МО  МО' 

чрезЪ  точку  прямой  МН  до  пресеченія  ординаты  ОгІ,  продолжен-*- 
ной  буде  нужно  ,  имбемЪ  N'0' :  МО'  ~  НО  :  МО  ,   то  явствуетЪ,  что 

—  !і0  :  но  явно,  что  вЪ  случае  дуги  В8,  со  стороны  оси  АХ  вогну- 
МО'  МО 

той  (N0.  і),  ^  ^  ^>  а  случае  дуги  ВЗ,  со  стороны  оси  АХ  вы- 
пуклой (N0.  *)>^°  *3  ^>  чего    РаДи   отношеніе  ^  сделавшись  ш 
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учинилося  вЪ  первомЪ  случаЬ  больше,  неяіели  какЪ  когда  было  и: 

^2.,  а  вЪ  друтомЪ  меньше. 

МО, 

ИзмЬняющееся  шакимЪ  образомЪ  ошношёніе  —^,  говорю  вовпто- 

рыхЪ,  предЬлЪ  имЬгаь  будетЪ,  а  именно,  естьли  вЪ  точкЬ  М  вообра- 
зимЪ  себЬ  кЪ  дугЬ  МЗ  проведенную  касательную  МЯ  (ч.  12)  до  пре- 
сЬченія  сЪ  ординатою  01<Г,  продолженною,  буде  нужно,  вЪ  точкЬ  Я; 

то  отношеніе  — 0  будетЪ  самый  оный  предЬлЪ  отношенія  ^  Ибо: 
МО  дж- 

і)  Между  тЬмЪ    какЪ  отношеніе  ^~^^помЬрЬ  уменьшенія 

приращенія  Дх  ~  РО.  ~  МО  изменяться  станетЪ,  отношеніе  по- 
стоянно ту  же  величину  сохранять  будетЪ;  потому  что  продолживЪ^ 
буде  нужно,  ординату  (УЫ7  до  пресЪченія  касательной  вЪ  точкЬ  Я7, 
для  подобія  треугольниковЪ  МО'Я'  и  МОЯ  имЬемЪ  Я'О' :  МО'  ~  ЯО  : 

к/о'  ко 

МО,  такЪ  что        —  — ,  то  есть  величина  сего  отношенія  пребыва- 

етЪ  постоянно  таже.    2.)  ЧЬмЪ  Дх~РО^~МО  болЬе  уменьшаться 

станетЪ  «   пгЬмЪ  отношеніе       ~  —  кЪ  непременному—    болое  при- 

Дх      МО  МО  г 

ближаться  будетЪ,  такЪ  что  разность  между  ими  можетЪ  сДЬлать- 
ся  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины.  Ибо  ,  пусть  сія 
данная  величина  ~  Б,  и  да  сделается  ЯК        х  МО  9  такЪ  чтобы  было 

—  Б  ;  отЪ  точки  К  проведи  чрезЪ  точку  М  прямую  КМ,  ко* 
МО 

торая  вЪ  слЬдсшвіе  опредЬленія ,  даннаго  касательной ,  нресЬ- 
четЪ  дугу  МЫ  вЪ  никоторой  точкЬ  Ь  (ч.  1 2.)  ,  и  отЪ  оной  точки  Ь 
протяни  ординату  Ьк;  потомЪ  чрезЪ  раздвленіе  приращенія  Дх 
РО^  ~  МО  пополамЪ,  половины  его  паки  поноламЪ  и  такЪ  далпе,  сдЬлай 
Ѵ<{  <^  и  проведи  ординату  ^»,  пресекающую  МО  вЪ  точкЬ  о\  будетЪ 
вЪ  случай  дуги  ВЗ,  со  стороны  оси    АХ' вогнутой  (  N0.  і),  разность 

И~5  —  гІо  ^  °  7  а  в^  слУча^  ДУГИ  вз  >  со  стоРОНЬІ  оси  АХ  выпуклой 
(N0.  2),  разность  -^-  —  <^  Б;  потому  что,  по  проведеніи  отЪ  точки 
М  чрезЪ  точку  я  прямой  МЬ  допресЬченія  ОЯ  вЪ  точкЬ  Ь,для  подобія  тре- 
угольниковЪ Мои  и  МОЬ  имЬемЪ  по:  Мо  —  ІлЭ;  МО,  такЪ  что—  Ш  ЬО,ипо- 

7  Мо  МО 

шому  вЪ  первомЪ  случаЬ  к?  —  —  =:  к  °-  —  —  ~  ~  ,    а    вЪ  другомЪ 
1  ѵ  МО      Мо       МО      МО      МО  '  вѵу 
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—  *2  е  Ь°  —  *°  зг  Щ  но  явно,  что  &  Ц -.Щ*  чего  ради  и  паче  вЪ 

Мо        МО       МО       МО       МО  МО       МО  1 

лервомЪ  случаЬ^-^<<0,авЪАругокЪ^— ^    <    В.    3.)  Нако- 

нецЪ  само  по  себЪ  видно ,  что  отЪ  уменьшенія  такимЪ  обра- 
зомЪ    приращенія    Дх  ~  Р0_  ~  МО  никогда    оганошеніе  -—•  ^ 

КО 

до  оганошенія        не  досіпигнетЪ,  ибо  раздЬленіе  приращенія  Лх — Р0~~ 

МО  пополамЪ    безЪ  конца  продолжаться  можетЪ.    И  такЪ  при  отно» 

шеніи  другомЪ  ^~^2  всЬ  три  обстоятельства,  содержащаяся 

вЪ  опредЪленіи  предЬла,  мЬсто  имЬютЪ ;  следовательно  первое  есть 
предЬлЪ  другому. 

(14)  -  Доказавши  такимЪ  образомЪ  ,  что  всякая  функция  у  ко- 
личества х  есть  такого  свойства,  что  отношеніе  ~  ихЪ  прираще- 
ній  предЬлЪ  имЬетЪ,  мы  примемЪ  для  сего  предела  особое  знакопо- 

ложеніе,  а  именно  означимЪ  его  чрезЪ  -^,  такЪ  что  вЪ  случаЬ  функ- 

>  Ах 

цш  ,  предсхпавленной  ординатою  РМ  кривой  линіи  В5,  будетЪ 

Ау    К.0 

Их  МО* 

РавнымЪ  образомЪ  вЪ  случай  частныхЪ  функцій  ,  выше  нами 
разсматриваемыхЪ,  какЪ  то  функцій  у  ~  ах2,  у  ~  ах3  и  проч.  (ч.  б), 
будетЪ 

-^— 2дх, -^?  — Злх2  и  проч. 
Ах  3.x 

Что  же  принадлежишь  до  функціи  первой  степени  у~дгг,или 
ваче  общей  у  ~  ах  -+-  Ь\  то  ,  поелику  оная  представлаетЪ  ординату 
прямой  линіи  (ч.  д.),  вЪ  семЪ  случае  касательная  МК  совнадаетЪ  сЪ 
самою  линіею  ВМЗ,  которой  ордината  изображается  тою  функціею  ; 

почему  такЪ  же  и  предплЪ  52  самому  отношенію  приращеній  ^2.  ~ 
?2  дплается  равенЪ;  и  того  ради,  поелику  нашли  уже,  что  вЪ  семЪ 
СлучаЬ  ^2  ~  а}  будетЪ  и 

АХ 

ах 

(15)  .  СпособЪ  находить  предЬлЪ  отношенія  приращеній  всякой 
предложенной  функціи  и  самаго  перемЬннаго  количества  есть  то» 
что  ДифференціалъныліЪ  ИзѵисленіемЪ  называется. 
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Члены  же  ©наго  предала,  какЪ  іу  и  6.x  ,  именуются  диффе- 
ренциалами функціи  у  и  самаго  перемЬннаго  количества  х.  И  такЪ 
будетЪ 

функціи  у  ~  ах  дифференціалЪ  Ну  ~  лНх, 
функціи  у  —  ах*  дифференцічлЪ  <(у  ~  ЬахІХ) 
функціи  у~-х^  дифференціалЪ  Лу  ~3лх24х, 

и  гаакЪ  далЬе. 

(іб.)    ЗдЬсь  совершенная  величина   дифференціаловЪ  Ну  и 
СовсЪмЪ    вЪ  разсужденіе  не  входитЪ;  но  токмо  разсматривается  ве- 
личина ихЪ  оганошенія       ,    какЪ  составляющая  предЬлЪ  отношенія 

^  приращеній  функцій  у  и  перемЬннаго  количества  х ,  такЪ  что 
дифференциалы    ау  и  Их  могугаЪ  быть  столь  велики  или  малы  ,  какЪ 

токмо  угодно  будетЪ,  лишь  бы  только  величина  ихЪ  отношенія  Ш 

тіх 

была  такова,  каковая  приличествуетЪ  предЬлу  отношенія  Ш  прира- 

іценій  функціи  у  и  количества  а;.  Все  сіе  весьма  ясно ,  и  мы  тЬмЪ 
главу  сію  заключимЪ. 


ГЛАВА  II. 


АЛГЕБРАИЧЕСКІЯ  НАЧАЛА 

Ѳеорін   лреділовЪ.  - 

(17.)  Поелику  вЪ  предЪ  идущей  главе  видели  ,  что  Дифферен- 
циальное Изчисленіе  есть  не  иное  что  ,  какЪ  способЪ  находить  пре- 
злы изменяющихся  отношеній ;  то  прежде ,  нежели  приступить 
можемЪ  кЪ  правиламЪ  сего  изчисленія ,  мы  должны  изложить  спе- 
рва алгебраическія  начала  ѳеоріи  предЬловЪ,  на  которыхЪ  сіи  правила 
основаны ,  и  которыя  впредь  намЪ  весьма  полезны  быть  могутЪ. 
Какозыя  начала  мы  заключимЪ  вЪ  слЪдующихЪ  предложеніяхЪ. 

(18.)  Предложетгіе  I.  Естьли  кЪ  возрастающему  или  убывающе- 
му количеству  X  ,  имеющему  предЬлЪ  А,  приложится  какое  ниесть 
непременное  количество  В  ;  то  сумма  X  -(-  В  ,  какЪ  количество  такЪ 
же  возрастающее  или  убывающее  ,  будетЪ  имЬть  предЬломЪ  сумму 
А  +  В  предела  А  сЪ  тЬмЪ  непремЬннымЪ  количествомЪ  В. 

Ибо:  і.)  явно,  что  между  тЪмЪ  какЪ  сумма  Х  +  В  непрестанно 
увеличивается  или  уменьшается,  сумма  А  В  постоянно  пребываетЪ 
ша  же  и  следовательно  есть  величина  непременная ;  2.)  сумма  сія 
X  -+■  В  никогда  до  суммы  А+В  не  достигнетЪ  и  ей  равною  не  сде- 
лается ,  потому  что  А  есть  предЬлЪ  количества  X;  и  3.)  разность 
между  А  4-  В  и  Х-+-В,  какЪ  равная  А  —  X  или  X  —  А  ,  можетЪ  сде- 
латься меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины ,  потому 
что  А  есть  пределЪ  количества  X.  И  такЪ  .  вЪ  следствіе  определе- 
нія  ,  даннаго  предЬлу,  сумма  А  -н  В  есть  предЬлЪ  суммы  Х  +  В. 

(19.)  Предложеніе  П.  Естьли  изЪ  возрастающего  или  убываю- 
щего количества  X  ,  имеющаго  пределЪ  А  ,  вычшешся  какое  ниесть 
непременное  количество  В;  то  разность  X  —  В,  какЪ  количество 
возрастающее  или  убывающее ,  будетЪ  иметь  пределомЪ  разность 
А  —  В  между  пределомЪ  А  и  тІмЪ  непременньшЪ  количе- 
етвомЪ  В* 


Предложение  сіе  докажеіпся  подобно  ,  какЪ  и  предЪидущее. 

(20.)  Присовокул.  То  же  разуметь  должно,  когда  и  изЪ  непре- 
менна™ количества  В  вычтеяіся  возрастающее  или  убывающее  ко- 
личество X  ,  имЬющее  предЬлЪ  А  ,  какЪ  то  всякой  удобно  понять 
мояіетЪ. 

(2і.)  Предложение  III.  Естьли  два  количества  X  и  V,  купно  воз- 
растающая или  убывающія,  имЬютЪ  предЬлы  А  и  В  ;  то  сумма  ихЪ 
X  г*-  У,  какЪ  величина  возрастающая  или  убывающая,  предЬломЪ  имЪ- 
етЪ  сумму  сихЪ  предЪловЪ  А  +  В. 

Поелику  вЪ  слЬдсшвіе  опредЬленія,  даннаго  пределу,  сумма  А+В  есть 
величина  непременная,  до  которой  сумма  Х-+-У  никогда  не  достигнетЪ; 
то  явствуетЪ,  что  все  дЬло  состоитЪ  токмо  вЪ  показаніи  ,  что  раз- 
ность между  X  -}-  У  и  А  В  можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произ- 
воленію  данной  величины,  которая  пусть  ~  Б.  На  сей  конецЪ  возми  отЪ 

А   I   В  ' 
А  +  В  такую  частную  величину  —^— , чтобы  оная  была  меньшеБ,  и  уве- 
личивай или  уменьшай  количества  X  и  У,  пока  разность  ихЪ  сЪ  АиВсдІэла- 
ется  меньше  —  и  і5,  каждая  каждой;  тогда  будетЪ    (А  —  X)  -Ь  (В  —  У) 

п       п  • 

или  (X — А)-(_(У  —  В)  меньше  —  -4--  (  —  ^І— V  и  следовательно  будетЪ 

паче  (Ан-  В)  —  (  X  +  У)  или  (Х  +У)  —  (А  +  В)  меньше  Б. 

(22.)  Присовокул-  Та  же  истинна  имЬетЪ  мЪсгпо,  естьли  во- 
едино совокупятся  и  болЪе  нежели  два  купно  возрастающія  или 
убывающія  количества  X,  У,  2  и  проч.,  имізющія  предЬлы  А,  В,  С  и 
проч.  Ибо,  взявЪ  сперва  три  количества  X,  У  и  2  и  три  ихЪ  пре- 
дала А,  В  и  С,  и  положивЪ  сумму  двухЪ  изЪ  нихЪ  X У  ~  И  и  сум- 
му ихЪ  предТэловЪ  А-»-В~К,  обратишь  сей  случай  вЪ  предЪидущее 
Ше  предложение;  и  такЪ  далЬе. 

(23.)  Предложепіе  IV.  Естьли  два  количества  X  и  V,  изЪ  ко- 
ихЪ  одно  X  возрастаетЪ,  а  другое  У  убываетЪ,  имшотЪ  предЪлы  А 
и  В ;  то  сумма  ихЪ  X  -+-  У  или  предЬломЪ  имЪетЪ  сумму  пре^ЪловЪ 
А  н-  В  или  оной  раина,  а  именно  :  когда  сумма  X  и--  У  переменяется, 
то  она  А  -)-  В  предЪломЪ  имѢетЪ,  а  когда  всегда  непременна  пребы- 
ваешЪ,  то  она  А  -\-  В  равна. 


і)  Поелику  приращеніе  количества  X  или  больше  уменьшенія 
количества  У  или  меньше  онаго;  то  сумма  X  -)-  У  переменяется,  или 
возрастая  или  убывая;  но  вЪ  шомЪ  и  другомЪ  случаЪ  оная  сумма  всегда 
больше  X  -}-  В,  а  меньше  А  -(-  У,  такЪ  какЪ  и  сумма  предЪловЪ  А  -!-  В 
больше  X  ;  В,  а  меньше  А-}-У;  ибо  V,  какЪ  количество  убывающее,  всегда 
больше  В,  а   X,  какЪ    возрастающее,  всегда  меньше  А. 

Пусть  сумма  X  ~|-  У  переменяется  возрастая;  говорю,  что  она 
меньше  А  [  В.  Ибо,  буде  не  меньше,  положимЪ,  что  больше  А -|-В;  поелику 
разность  А  -{-У  —  (А  -р  В)  ,  какЪ  равная  разности  У  —  В  ,  можетЪ 
сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины,  то  можетЪ 
сделаться  меньше  (X  +  У)  —  (А  -)-  В),  тЪмЪ  паче,  что  X  -\~  У  переме- 
няется возрастая;  а  такимЪ  образомЪ  будетЪ  А  -(-  У  меньше  X  -)-  У, 
что  не  возможно;  следовательно  сумма  X  -(-  У  не  можетЪ  быть  боль- 
ше А  -{-  В.  Та  же  сумма"  X  -р-  У  не  можетЪ  быть  и  равна  А  -}~  В,  ибо 
буде  сіе  возможно,  то  X  У  ,  какЪ  величина  возрастающая  ,  послЪ 
сего  равенства  тотчасЪ  сдЬлается  больше  А  -\-  В  ;  что  противно 
предЪ  симЪ  доказанному.  И  такЪ  сумма  X  -)-  У  меньше  А  +  Ь  и  ни- 
когда равною  суммЪ  А    -  В  не  сделается. 

ПотомЪ  ,  дабы  заключишь  ,  что  А  В  есть  предЪлЪ  суммы 
Х4-У,  примЪчаю,  чшо  разность  (А  ,-  В)  —  (X  +  У)  —  (А  —  X)  — (У — В), 
и  изЪ  того,  что  разность  А  —  X  можетЪ  сдЪлаться.  меньше  всякой 
по  произволенію  данной  величины,  заключаю  ,  что  разность 
(А  -[-  В)  —  (X  ,  У)  и  паче  можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  про- 
изволенію  данной  величины;  следоват.  и  проч. 

Пусть  сумма  X  -г  У  переменяется  убывая  ;  говорю  ,  что  она 
больше  А -[-В.  Ибо,  буде  не  больше,  положимЪ,  что  меньше  А -|~  В  ; 
поелику  разность  (А  -\-  В)  —  (X  -\~  В),  какЪ  равная  разности  А  —  X  , 
можетЪ  сдЪлаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины  , 
то  можетЪ  сдЪлаться  меньше  (А  -(-  В)  —  (X  У)  ,  хпЪмЪ  паче  ,  что 
X  -[-  У  убыгаетЪ;  а  такимЪ  образомЪ  будетЪ  X  -(-  В  больше  X  -{-  У  , 
что  не  возможно;  следовательно  сумма  X  -|-  У  не  можетЪ  быть  мень- 
ше А  -|-  В.  Та  же  сумма  X  -}-  У  не  можетЪ  быть  и  равна  А  -\-  В  ,  ибо 
буде  сіе  возможно,  то  X  -\~  У,  какЪ  величина  убывающая,  послЪ  сего 
равенства  тотчасЪ  сдЪлается  меньше  А  -(-  В  ;  что  противно  предЪ 
симЪ  доказанному.  И  такЪ  сумма  X  -}~  У  всегда  больше  А  -\-  В  и  ни- 
когда равною  суммЪ  А  -\-В  не  сделается. 


ПотомЪ  ,  дабы  заключишь  ,  что  А  -|-  В  есть  предолЪ  суммы 
X  У  ,  примечаю,  что  разность  (X  +  У)  —  (А  -Т-  В)  —  (У  В)— (А— X), 
и  изЪ  того  ,  что  разность  У  —  В  можетЪ  сделаться  меньше  вся- 
кой по  произволенію  данной  величины ,  заключаю  ,  что  разность 
(X  4-  У) —  (А -}-  В)  и  паче  можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  про- 
изволенію  данной  величины  ;  слодоват.  и  проч. 

2)  Пусть  сумма  X  -}-  У  будетЪ  всегда  величина  постоянная  ; 
означивЪ  ее  чрезЪ  С,  получишь  сіе  уравненіе  X  -|_  У  ~  С,  изЪ  котора- 
го  найдется  X  ~  С  —  У;  и  поелику  X  и  С  —  V  возрастаютЪ  и  преде- 
лами имеютЪ  А  и  С  —  В  (ч.  20)  ,  то  будешЪ  А  ~  С  —  В  и  А  -|-  В  ~  С, 
и  следовательно  X  -р-  У  ~  А  ~\-  В. 

(24-)  Присовокул.  Та  же  истинна  имоетЪ  место,  естьли  воеди- 
но совокупится  и  более  нежели  два  купно  возрастающая  и  убы- 
вающая количества,  имоющія  данные  пределы.  Ибо  пусть  X,  У  воз- 
растающая, а  2,  V  убывающія  количества,  и  пусть  ихЪ  пределы  А,  В  и 
Е,  Р;  положи  X  -р  У  ш  II,  2  Т-  V  ~  \Ѵ  и  А-рВ  ~М,Е-]-р  — К,  бу- 
дешЪ по  Ш  предложение  М  предолЪ  количества  II,  а  N  предвлЪ  ко- 
личества \Ѵ,  и  чрезЪ  то  сей  случай  обратится  вЪ  иредЪидущее  ІѴе 
предложеніе. 

(г5.)  Предложеніе  V.  Естьли  два  количества  X  и  У,  изЪ  коихЪ 
большее  X  возрастаете  или  убываете,  а  меньшее  У  убываете  или  воз- 
растаешь, имеютЪ  пределы  А  и  В  ;   то  разность  ихЪ  X  —  У  ,  какЪ 
величина  возрастающая  или  убывающая,  пределомЪ  имеете  разность 
^  сихв  пределовЪ  А  -—  В. 

Предложеніе  сіе  докажется  подобно ,  какЪ  доказано  предло- 
женіе  Ше. 

(26.)  Присовокул.  Та  же  истинна  имеете  место  ,  естьли  и 
изЪ  многихЪ  купно  возрастающихЪ  или  убывающихЪ  количестве  , 
имвющихЪ  данные  пределы,  вычтутся  многія  другія  купно  убываю- 
щая или  возрастающая  количества,  имвющія  такЪ  же  данные  пределы. 

(27.)  Предложеніе  VI.  Естьли-  два  количества  X  и  У,  купно 
возрастающая  или  убывающія,  имеютЪ  пределы  А  и  В;  то  разность 
и  іЬ  X  —  У  или  пределомЪ  имеетЪ  разность  предЪловЪ  А  —  В  или 
оной  равна,  а  именно:  когда  разьость  X  —  У  переменяется  ,  то  она 
А  —  В  пределомЪ  имвётЪ,  а  когда  всеіда  непременна  пребываетЪ  , 
то  она  А  —  В  равна. 
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Предложеніе  сіе  докажешся  подобно  ,  какЪ  доказано  предложе- 
ніе  ІѴе. 

,  (28.)  Прис  О  в  оку  л.  Та  же  истинна  имеете  место,  естьли  и  изЪ 
многихЪ  купно  возрастающихЪ  или  убывающихЪ  количесшвЪ,  имЬю- 
щихЪ  данные  пределы,  вычтутся  многія  другія  купно  возрастающая 
или  убывающія  количества,  имоющія  такЪже  данные  предолы. 

(29.)  СлЪдствіе.  ИзЪ  всехЪ  сихЪ  предложеній  заключить  мо- 
жемЪ,  что  сколько  бы  количеств!),  купно  возрастающихЪ  или  купно 
убывающихЪ  или  тЪхЪ  и  другихЪ,  знакомЪ  -]-  или  —  или  темЪ  и  дру- 
гимЪ  ,  вЪ  единую  формулу  совокуплено  ни  было ;  то  оная  формула 
предоломЪ  иметь  будетЪ  формулу ,  соответственно  изЪ  пределовЪ 
сихЪ  количествЪ  составленную  ,  или  оной  будетЪ  рагна. 

(Зо.)  Предложеніе  VII.  Естьли  возрастающее  или  убывающее  ко- 
личество X  ,  имеющее  предолЪ  А  ,  помножится  на  непременное  ко- 
личество В  ;  то  произведете  ВХ ,  какЪ  количество  такЪ  же  возра- 
стающее или  убывающее,  будетЪ  иметь  предоломЪ  произведете  ЗА 
преДЬла  А  ,  умноженнаго  на  то  непременное  количество  В. 

Явно  ,  что  здЪсь  все  дело  состоитЪ  токмо  вЪ  показаніи  ,  что 
разность  между  ВА  и  ВХ  можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произ- 
воленію  данной  величины,  которая  пусть ~  Т),  почему  увеличивай  или 

уменьшай  X,  пока  разность  А— X  или  X — А   сделается  меньше 
тогда  и  будетЪ  ВА — ВХ  или  ВХ  —  ВА  меньше  Т>. 

(Зі.)  Предложеніе  VIII.  Естьли  возрастающее  или  убывающее 
количество  X,  имЪющее  предЬлЪ  А  ,  разделится  на  непременное  ко- 

личество  В  ;  то  частное  ~,  какЪ  количество  такЪ  же  возрастающее 

или  убывающее,  будетЪ   иметь   предоломЪ  частное  —  предела  А,  раз- 

доленнаго  на  то  непременное  количество  В. 

Ибо  увеличивай  или  уменьшай  X,  пока  разность  А  — X  или  X — А 
сделается  меньше  БВ,  где  В  величина  по  произволенію  данная  ;  тог- 
да будетЪ  А         или  —    А  меньше  Б,  и  следовательно  такЪже  А   ? 

В  В  В  В 

у  А 

или  меньше  Б. 

В  В 

(З2.)  Присовокул.  Естьли  и  непременное  количество  В  разде- 
лится на  возрастающее  или  убывающее  количество    X ,  имеющее 
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•о 

предЪлЪ    А  ;  то  частное  - ,  какЪ  убывающее  или  возрастающее  количе- 
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ство, имЪетЪпредІЬломЪ частное  —  количества  В,  раздЬленнаго  на  пре- 
дЪлЪ  А. 

Ибо,  возми  какую  ниесть  определенную  величину  N  ,  меньшую 

нежели   X  или  А,  и  увеличивай  или  уменьшай  X,  пока  сделается  А — X 

БАМ  . 

или  X  —  А  меньше і  -  —  ,  гдо  Б  величина  по  произволетю  данная; 
тогда  будетЪ  АВ      БХ  или  вх      Ав  меньше  Б  ,  и  следовательно  паче 

АИ 

В__  В  ,__АВ~ВХѵ  иди  В         В  /       ВХ-АВѵ   меныце  р 
X      А\   АХ/  А  X  \   АХ/ 

То  же  самое    доказывается    еще    иначе,    а    именно  такигдЪ 
образомЪ: 

Пусть  X  возрастающее  количество,  и  Б  величина  по  произво- 

п  В  БА- 

ленію  данная,  и  пришомЪ  таковая,  что  меньше  _•  сыщи  ^  ~  —^~9  ко" 

торая  величина  будетЪ   меньше  А  ,   ибо,  по  причинЪ  что   Б  меньше 

5. ,  будетЪ  Б  А2  меньше  В  А,  и  потому?-"^!.  (  ~  ^  )  меньшеА;  погаомЪ  сыщи 
А  В 

у  -^г  РА(А  ~ЗІ   которая    величина    будетЪ  явно  меньше  #;  напослЬ- 
"в  ■* 

докЪ  увеличивай  X ,  пока  сдЪлается  А  —  X  меньше  г,  тогда  и 
будетЪ    разность  меньше  Б.    Ибо ,   такЪ   какЪ   ц  больше  г » 

X  А 

то  А  —  ^  меньше  А  —  г;  и  какЪ  А  —  X  меньше  г  ,  то  А  — >р  меньше 
X  ,  и  потому    А  —  ^  паче    меньше    X  ;    поелику  же   А  —  X  меньше 

Цк'&.>~д)  (Лг)    то  будетЪ  (  —  меньше  РАСА-Ч> 

В  V  '/»  >Л  АХ  V— "X        А/  АХ 

г-Р  СА^,^  •  и  какЪ  величина  сія  ,   по  причинЪ  что  X  больше  А  —  #  > 

меньше  р  (А~~д0  (    Р),  то  явствуетЪ,  что  и  паче  разность  —  1  мень- 

А  ■ — ■  <2  X  А 

ше  Б. 

Естьли  же  X  будетЪ  убывающее  количество,  то  сыщи  толь- 
 Б  А2 

ко  ^  —  — —,     и  уменьшай    X ,    пока  сделается    X  —  А  меньше  ^ 

I  ЮА2ч  В  В  п  п 

\ — ™в~у>  тогда  и  будетЪ  —           —  меньше  Б.    Ибо,  такЪ  какЪ  X  —  А 

™*«„т„1  Рл2   ,          >.           г          п    В(Х  — А)/        В        Вч  БА2  /  ВАх 

меньше  _  (  —  ^  ),  то  будетЪ  —  ~  -)  меньше^- 

и  какЪ  величина  сія,  по  причинЪ  что  X  больше  А,  меньше  Р—    (  ~  Б  )> 

В  В 

то  явствуетЪ,  что  и  паче  разность  —  ■ —  —    меньше  Б. 

АХ 


\ 


ч  ~  22  — 

(33.)  Предложеніе  IX.  Естьли  два  количества  X  и  У ,  купно 
возрастающая  или  убывагоіція,  имЪютЪ  предЬлы  А  и  В  ;  то  произве- 
дете ихЪ  XV,  какЪ  величина  возрастающая  или  убывающая,  предЬ- 
ломЪ  имЬетЪ  произведете  предЬловЪ  АВ. 

Ибо  пусть  количества  X  и  У  купно   возрастающія  ,  и  Б  вели- 

Т> 

чина  по  произволенію  данная  ;  сыщи  ц  ,  _  и  увеличивай   X  и  У, 

пока    каждая  изЪ  разностей  ш  и  п  количествЪ  А  сЪ  X  и  В  сЪ  У  сде- 
лается меньше  у;  тогда  будетЪ  разность  произведений  АВ  ■ —  ХУ  (  — 
пА-\~тВ —  тп)  меньше  <]А.-}-<]В;  но  <?А -|- ^В  ™  Б  ,  слЬдоват.   и  проч. 
Пусть  теперь  количества  X  и  У  купно  убывающія;  сыщи  д  — ; 
Т>  В 

и  Г  ан-  -К-Н?'  и  УІ,!еньшан  X  и  У ,  пока  каждая   изЪ  разностей 

тп  и  и  количествЪ  X  сЪ  А  и  У  сЪ  В  сдЬлается  меньше  г  ;  тогда  бу- 
детЪ разность  произведеній  ХУ — АВ  (  ~  «А  -(-  тВ  Ц~  тгі)  меньше 
г  А  -\-  гВ  Ц-  цг\  но  г  А  -\-  гВ  -\-  дг  ~  ^,  слЪдоЕат.  и  проч. 

(34--)  Присовокул.  Та  же  истинна  имЬетЪ  мЪсто  ,  когда  по- 
множатся между  собою  и  болЪе  нежели  два  купно  возрастающія  или 
убывающія  количества  X,  У,  2  и  проч.,  имЬющія^предЪлы  А,  В,  С  и 
проч.  Ибо,  взявЪ  сперва  три  количества  X  ,  У  и  2  и  три  ихЪ  пре- 
дала А  ,  В  и  С,  и  положивЪ  произведете  двухЪ  изЪ  нихЪ  ХУ  ~  II  и 
произведете  ихЪ  предЬловЪ  АВ~К,  обратишь  сей  случай,.  вЪ  предЪ- 
идущее  ІХе  предложеніе;  и  такЪ  далЪе. 

(35.)  Предложеніе  X.  Естьли  два  количества  X  и  У,  изЪ  коихЪ 
одно  X  возрастаетЪ,  а  другое  У  убываетЪ,  имЬютЪ  предЬлы  А  и  В; 
то  произведете  ихЪ  ХУ  или  предЬломЪ  имЬетЪ  произЕеденіе  предЬ- 
ловЪ АВ  или  оному  равно,  а  именно:  когда  произведете  ХУ  переме- 
няется, то  оное  АВ  предЬломЪ  имІешЪ  ,  а  когда  всегда  непременно 
пребываетЪ  ,  то  оное  АВ  равно. 

і)  Пусть  произведете  ХУ  переменяется;  что  не  иначе  можетЪ 
быть,  какЪ  токмо  или  возрастая  или  убывая;  но  вЪ  томЪ  или  дру- 
гомЪ  случаи  оное,  такЪ  какЪ  и  произведете  АВ,  больше  ВХ,  а  меньше 
АѴ,  ибо  У,  какЪ  убывающее  количество,  всегда  больше  В,  а  X,  какЪ 
возрастающее,  всегда  меньше  А. 

Пусть  произведете  ХУ  перемЬняется  возрастая  ;  говорю,  что 
оное  меньше  АВ.  Ибо,  буде  ке  меньше,  положимЪ,  что  больше;  поели- 


ку  произведете  АВ  есть  предЪлЪ  произведенія  АУ  (ч.  Зо)  ,  то  раз- 
ность АУ  —  АВ  можетЪ  сдЬлаться  меньше  всякой  по  произволсыію 
данной  величины  ,  и  слЬдовательно  меньше  ХУ — АВ  ,  тЬмЪ  паче,  что 
ХУ  возрастаетЪ  ;  а  такимЪ  образомЪ  будешЪ  ХУ  больше  АУ ,  что 
не  возможно;  слЬдовательно  произведете  ХУ  не  можетЪ  быть  больше 
АВ.  То  же  произведете  ХУ  не  можетЪ  быть  и  равно  АВ  ,  ибо  буде 
сіе  возможно  ,  то  произведете  ХУ,  какЪ  величина  возрастающая,  по- 
слЬ  сего  равенства  тотчасЪ  сдЬлается  больше  АВ  ;  что  противно 
предЪ  симЪ  доказанному.  И  такЪ  произведете  ХУ  меньше  АВ  и  ни- 
когда равно  оному  не  сделается. 

ПотомЪ,  дабы  заключить  ,  что  АВ  есть  предЪлЪ  произведенія 
ХУ ,  примЬчаю  ,  что,  поелику  произведете  АВ  есть  предЬлЪ  произ- 
веденія  ВХ  (ч.  Зо)  ,  разность  АВ — ВХ  можетЪ  сдЪлаться  меньше  'вся- 
кой по  произволенію  данной  величины;  и  потому ,  поелику  ХУ  больше 
ВХ  ,  заключаю  ,  что  разность  АВ  —  ХУ  и  паче  можетЪ  сдЪлаться 
меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины;  слЬдоват.  и  проч. 

Пусть  произведете  ХУ  переменяется  убывая;  говорю,  что  оное 
больше  АВ.  Ибо,  буде  не  больше,  положимЪ ,  что  меньше;  поелику 
произведете  АВ  есть  предЪлЪ  нроизведенія  ВХ,  то  разность  АВ  —  ВХ 
можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  гіроизволенію  данной  величины, 
и  слЬдовательно  меньше  АВ  —  ХУ,  тЬмЪ  паче,  что  ХУ  убываетЪ  ;  а 
такимЪ  образомЪ  будетЪ  ВХ  больше  XV,  что  не  возможно  ;  слЪдова- 
тельно произведеніе  ХУ  не  можетЪ  быть  меньше  АВ.  То  же  произ- 
ведете ХУ  не  можетЪ  быть  и  равно  АВ;  ибо  буде  сіе  возможно  ,  то 
произведете  ХУ ,  какЪ  величина  убывающая  ,  послЬ  сего  равенства 
тотчасЪ  сделается  меньше  АВ;  что  противно  предЪ  симЪ  доказан- 
ному. И  такЪ  произведете  ХУ  больше  АВ  и  никогда  равно  оному  не 
сделается. 

ПотомЪ,  дабы  заключить  ,  что  АВ  есть  предЪлЪ  произведеиія 
ХУ,  примечаю,  что,  поелику  произведете  АВ  есть  предЪлЪ  произве- 
дешь АУ  (ч.  Зо),  разность  АУ  —  АВ  можетЪ  сдЪлаться  меньше  вся- 
кой по  произЕоленію  данной  величины;  и  потому,  поелику  ХУ  меньше 
АУ  ,  заключаю,  что  разность  ХУ  —  АВ  и  паче  можетЪ  сдЪлаться 
меньше  есякой  по  произволенію  данной  величины  ;  слЬдоват.  и  проч. 
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Щ  Пусть  произведете  ХУ  сохраняетЪ  постоянно  ту  же  вели- 

с 

чину  ;  означивЪ  ее  чрезЪ  С,  получишь  уравненіе  X  ~  у  ;    и  поелику 

I  ѵ  С  '~  С 

какЪ  X  ,   такЪ  и  —  возрастаютЪ  и  пределами  имЬютЪ  А  и  —  (ч.  З2), 

то    будетЪ   А  ~      и  АВ  ~  С,  и  следовательно  XV  —  АВ. 

(36.)  Присовокул-  Та  же  истинна  имЬегаЪ  мЬсто,  когда  помно- 
жатся между  собою  и  болЬе  нежели  два  купно  возрастающая  и  убы- 
вающая количества,  имЬющія  данные  предЬлы,  какЪ  то  удобно  всякой 
понять  можетЪ. 

(З7.)  Предложеніе  XI.  Естьли  два  количества  X  и  У,  изЪ  ко- 
ихЪ  одно  X  возрастаетЪ   или  убываетЪ ,  а  другое   У  убываетЪ  или 

х 

возрастаетЪ  ,  имЬютЪ  предЬлы  А  и  В;  то  частное  ихЪ  какЪ  ве- 
личина возрастающая    или  убывающая,  предЬломЪ  имЬетЪ  частное 

А 

сихЪ  предЬловЪ  _ 

Ибо  ,  пусть  X  возрастаетЪ  ,  а  У  убываетЪ  ,  и  Б  величина  по 

БВ2 

произволенію  данная;  сыщи  ^  ~  ^рв-  ,  и  увеличивай  X,  а  уменьшай  У, 

пока  каждая  изЪ  разностей  тип  количесшвЪ  X  сЪ  А  и  У  сЪ  В  сдЬ- 

А      X  ЛУ— БХ 

лается  меньше  #;  тогда,  поелику  разность  частныхЪ  ~          —  — -— — 

А  (В -4- и)  —  В  (А—  п)_  Ап  +  Вта   

1 —  — . —  — ^  - — ,    и    Ап      Вт    меньше    Ад -\-В<]    ( — ; 

А        X  ЮВ2 
Ш2 )  >      будегаЪ      оная      разность    -  —  -  меньше  -^г  и  слЬдова- 

СВ2_ 

шельно  паче  меньше    -^-  —  и. 

Пусть  теперь  X  убываетЪ,  а  У  возрастаетЪ  ,  и  В  величина  по 

А+В 

произволенію  данная,  и  притомЪ  таковая,  что  меньше  ■        ;  сыщи 

Ці  В2 

"д^іц  г)  которая  величина  будетЪ  меньше  В,  ибо,  по  причинЬ  что 
Р  меньше  будетЪ    БВа  меньше   (А-}-  В)В  ,    и  потому  ^ір§  (— 


(*)    Предложение    сіе ,    по  примѣру    Ѵго    бЪ    разсужденіи    Шго,    не  дока- 
зывается подобно  ,  какЪ  доказано  предложеніе  іХе. 
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иеньше  Е;  поптомЪ  сыщи  г — ;  которая  величина  будетЪ  явно 
меньше  ^\  напослодокЪ  уменьшай  X  ,  а  увеличивай  У  ,  пока  каждая 
мзЪ  разностей  т  ѵГ  п  количество  X  сЪ  А  и  У  сЪ  В  сделается  меньше 

X        А     ВХ  — АУ      ВГА+т)—- АГВ— п) 
тогда,  поелику  разность  частных!)  —  ъ  — — —   — — ~  П 

х  і         із  ві  Ві 

^ .  и  В;#— )— А#  меньше  Аг-4-Вг  (~  В  В  (В — <?)),  будетЪ  оная  разность 


ВУ 

X       А  БВГВ  —  п)  /      вр/в-^ч  ѣ 

 п  меньше  — >  — —  (~ — и    следовательно    паче  меньше 

Т        В  ВУ        >        В(В  —  хіу  7 

рВ(В-д)  _ 

в(в  -     -  ' 


(38.)   Предложеніе  XII.  Есятьли   два  количества  X  и  У,  купно 

возрастающГя  или  убываюіція  ,   имЬютЪ  предЬлы  А  и  В  ;  то  частное 

X  А 
нхЪ  —  или  предЬломЪ  имЬегпЪ  частное  предоловЪ  —  или  оному  равно, 

X  А 

а  именно:  когда  частное  —  переменяется,  то  оное  —   предоломЪ  имЙ- 

етЪ,  а  когда  всегда  непременно  пребываетЪ,  то  оное  ~  равно.  (*) 

Пусть  количества  X  и  У  купно  возрастающая;  вЪ  семЪ  случай  двЪ 

части  предложенія  додажутся  такЪ: 

х  ■  ' 

і)    Пусть    частное  —  переменяется;   что   не   иначе  можетЪ 

быть  ,  какЪ  токмо  или  возрастая    или   убывая  ;   но   вЪ  томЪ  и  дру- 

гомЪ  случаЬ  оное,  такЪ  какЪ  и  частное  А  ,    больше       а  меньше    ^  ; 
1  В  В  У 

ибо  У  и  X,  какЪ  количества  возрастающая,  всегда  меньше  В  и  А. 

Пусть  частное  _  переменяется    возрастая  ;  говорю  ,  что  оное 

А 

меньше  Ибо  буде  не  меньше,  положимЪ  что  больше;  поелику  ча- 

в 

стное  есть  предЬлЪ  частнаго  ~  (ч.  Зг)  ,  то  разность  _  —  ^ 
можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины  , 


(*)  Предложение  сіе,  по  прикѣру  ѴІго  вЪ  разсужденіи  ІѴго,  доказывается 
подобно,  какЪ  доказано  предложеніе  Хе;  однако,  дабы  послѣ  предложекія 
ХІго,  гдѣ  пгаковое  подобіе  нарушается,  не  оставить  вЪ  томЪ  какого 
либо  сомнѣнія,  мы  разсудили  здѣсь  изложить  предложенію  сему  дока- 
зательство. 

І4  - 


X       А  "К 

и  следовательно  меньше         -9  томЪ  паче,  что  *   возрастаетЪ  ;  а 

X  А 

таки-мЪ  образомЪ  будетЪ  _    больше    —9  что  не  возможно,  следовательно^ 

частное       не  можетЪ  быть  больше  -    То  же  частное  -.  не  можетЪ 
у  в  у 

А  ТС 

быть  и  равно  -  ибо  буде  сіе  возможно,  то  частное    ,  какЪ  величина 

В'  X 

возрастающая  ,    пОСлЪ    сего    равенства  тотчасЪ   сделается  больше 

А  X  А 

— •  что  противно  предЪ  симЪ  доказанному.  И  такЪ  частное  ^  меньше  — 

и  никогда  равно  оному  не  сделается. 

А  ~% 
ПотомЪ,  дабы  заключать,  что  частное  —  есть  предЪлЪ  частнаго 

примечаю,  что,  поелику  частное  —  есть  предолЪ  частнаго  _!  (ч.  Зі), 

разность  можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произЕоленію 

В        в  1 

х  х 

данной  величины;  и  потому,  поелйку     больше  -    заключаю,  что  раз- 

ность  _  _  и  паче  можетЪ  сдізлаться  меньше  всякой  по  произво- 
лению данной  величины;  следбзаш.  й  проч. 

'  X- 

Пусть  частное    ~  переменяется  убывая;  говорю ,  Что  Оноё  боль* 
иіе^-    Ибо,  буде  не  больше,  положймЪ,  что  меньше;  поелику  частное 
—  есть   ПредолЪ   частнаго  5  (чл.  30,  тО  разность    —  ?  можетЪ 

В  1  В  В  Б 

сделаться  меньше   всякой  по  произволенію  данной  величины,  и  слодо- 

А        X             -  X 

яаіпельно  меньше  _  ,  тІшЪ  паче,  что  —  убыЕаетЪ;  а  такимЪ  обра- 

В       У  У 
X  х 

зомЪ    будешЪ  і  меньше  ^  что  не  возможно  ,  следовательно  частное 

X                                                        А  X 

У  не   можетЪ  быть  меньше  То  же  частное  у  не   можетЪ   быть  к 

А  X 

раііно  ^  ;  ибо  буде  сіе  возможно,  то  частное  —  >  какЪ  величина  убываю- 
В  ^ 

ѵ  А  ' 

щая,  поело  сего  равенства  шогпчасЪ  сделается  меньше  -  ;  что  против- 

X 

но  предЪ  симЪ  доказанному.  И  шакЪ  частное  _  больше  _  и  никогда 
равно  оному  не  сделается. 

А 

ТТотомЪ,  дабы  заключить,  что  частное  ^  есть  предолЪ  частнаго 

X  А  А 

У   ,  примЪчаю,  что,  поелику  частное  у?  есть     предЪлЪ     частнаго  у 

(ч.  За),  разность  _  —  ~  можетЪ  сдЪлаться  меньше  всякой  по  произволе 

У  І5 
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X  А 

нію  данной  Ееличины;  и  потому,  поелику  у  меньше  у,заклгочаю,  что  раз- 
X  А 

ноешь  у  — ~  б  и  паче  можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произволе- 
нию данной    величины  ;  слодоват.  и  проч. 

X 

э)  Пусть  частное  у  постоянно  сохраняетЪ  ту  же  величину . 
озиачивЪ  ее  чрезЪ  С  ,  получишь  уравненіе  X  ~  СУ;  и  поелику  какЪ  X, 
такЪ  и  У  возрастаготЪ  и  пределами  имвютЪ  А  и  СВ  (ч.  Зо),  то  бу- 

А   *  Х  А 

детЪ  А  ™  СВ   и  ^  —  С,  и  следовательно  у  

ПодобнымЪ  образомЪ  подобное  докажется,  когда  количества 
X  и  V  будутЪ  и  купно  убьіЕающія. 

(Зд.)  Предложеніе  XIII.  Естьли  возрастающее  или  убывающее 
количество  X  имоетЪ  предЪломЪ  количество  А;  то  какая  ниесть  сте- 
пень его  Х<*  предІЬломЪ  имЬетЪ  такую  же  степень  предела  А,  то  есть  А^. 

Ибо  выше  видели  ,  что  произведеніе  ХУ  двухЪ  количествЪ 
X  и  У,  купно  ЕозрастающихЪ  или  убывающихЪ  и  имоющихЪ  пределы 
А  и  В  ,  имЪетЪ  предЬломЪ  произведете  АВ  сихЪ  предоловЪ  (ч.  33)  ; 
чего  ради  естьли  положимЪ  У~Х,  то  произведете  ХУ  сдЬлается~Х2, 
и  будет'Ь  предЪлЪ  В  —  А;  почему  и  предолЪ  АВ  того  произведенія  ХУ 
сделается  ~  А  ,  то  есть  X2  будетЪ  имЬшь  пределомЪ  А':  равнымЪ 
образомЪ  естьли  положимЪ  У — X2,  то  произведете  ХУ  сдЬлается  цХ3, 
и  будетЪ  предЪлЪ  В  "А"1,  ибо  по  доказанному  предЪ  симЪ  А2  есть 
нредвлЪ  X2  (  —  У  )  ;  почему  и  предолЪ  АВ  того  произведенія  ХУ  сде- 
лается ~  А:?,  то  есть  Х^  будетЪ  иметь  пределомЪ  А3  ;  и  такЪ 
далее.. 

(4 о Піредложеніе  XIV.  Естьли  возрастающее  или  убывающее 
количество  X  имоетЪ  пределомЪ  количество  А;  то  корень  изЪ  онаго 

.  «  

какой    ниесть    степени,    какЪ    і  X,  пределомЪ  имоетЪ  корень  той  же 

степени  изЪ  предела  А,  то  есть  У  А. 

Ибо  пусть  N  предолЪ  возрастающего  или  убывающего  количе- 

ства  Ух  •  по  доказанному  вЪ  предЪидущемЪ  предложеніи  \У  X/  ( — X) 
будетЪ  иметь  пределомЪ  К71  >  и  потому  будетЪ  ^П~А;  следоват. 
ш  проч*  / 

4  * 
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Или ,  дабы  отвратить  всякое  сомнЬніе ,  вЪ  доказательств  Ь 

сего  предложенія  поступимЪ  шакимЪ  образомЪ  : 

Пусть  X  возрастаетЪ  и  1  импетЪ  предЬлЪ  А  ;  положи 
У  Х"п  2  и  УаГ—  N  ;  первой  изЪ  сихЪ  корней  станетЪ  такЪ  же  воз* 
расгааяіь,  и  будетЪ  всегда  меньше  другаго  непремЬннаго  корня  ;  означь 
разность  ихЪ  N  —  2  чрезЪ  п,  будетЪ  2  ~  N — п  и  А — X  (_~№ — 2-)~ 
2г>Гп — п2;  потомЪ  увеличивай  X  ,  пока  сдЬлается  А — X  меньше  БЫ  , 
гд"Ь  Б  величина  по  произволенію  данная  ;  будетЪ  а]Мп — п2  ( — А — X) 
меньше  БЫ  и  паче  меньше  Б(Ы  -}-  2)  (~ Б(аЫ — п));  почему  и  п(~Ы — 2) 
меньше  Б  ,  слпдоват.  и  проч. 

з_  3__ 

Полояш  ^Х—2,  У  А  —  N  и  N—2  —  п;  будетЪ  А — X  (пЫ3-23) 
' — ЗЫ2п— 3№і2ч-п3  ;  потомЪ  увеличивай  X,  пока  сделается  А — X  меньше 
Б№,  будетЪ  3№п — ЗКп2-|-п3(~А— X)  меньше  БЫ2  и  паче  меньше 
Б(Ы2-|-^2  Ь22)  (— Б(3]М2 — 3№і  і  п2));  почему  и  п(  —  N  —  2)  меньше  Б, 
слЬдоват.  и  проч. 

л  И  такЪ  далЪе  и  далЬе. 

Пусть  теперь  X  убываетЪ  и  имЬетЪ  предЪлЪ  А;  положи  ,  какЪ 

И  прежде  ,  у'Х  ~  2  и  У  А  — первой  изЪ  сихЪ  корней  станетЪ  такЪ 
же  убыьать  ,  и  будетЪ  всегда  больше  другаго  непремЬннаго  корня; 
означь  разность  ихЪ  2 — N  чрезЪ  п,  будетЪ  2~М  -|-п  и  X — А(: — 22 — И2) 
—  2№і  -|-  п2  ;  потомЪ  уменьшай  X  ,  пока  сДЬлается  X — А  меньше  БЫ  , 
гдЬ  Б  величина  по  произволенію  данная;  будетЪ  2№і-|-п!(~Х — А)  мень- 
ше БЫ  и  паче  меньше  Б  (Ы-|-2)^(~Б(аК-(-п));почему  и  п  (  2 — КГ)  мень- 
ше Б  ?  слЪдоват.  и  проч. 

Положи  УХ  — 2,  УА  —  П  и  2—Ы—п;  будетЪ  X  —  А(  — 23 — N3) 
~ЗЫ2п 3  №і2-|- п3  ;  потомЪ  уменьшай  X  ,  пока  сделается  X  —  А 
меньше  БМ2  ,  будетЪ  Зг>Рп-|-ЗМп2ч-п  3  (~х — А)  меньше  БЫ2  и  паче 
меньше  Б(Ы*  и-  N2 -|- 22)  (  ±Л>(ЗИ1*+ЗКп-^п*))  ;  почему  и  п(—  2-Ъі) 
меньше  Б  ,  слЬдоваш.  и  проч. 

И  такЪ  далЬе  и  далЬе. 


ГЛАВА  иг. 

О  сысшніп   дмффсрснціаловЬ    алгебрашешіхЪ   функцій  одного 

лережѣннаго  количества. 

(4-1  •)  ПриложимЪ  теперь  предЪидущія  начала  кЪ  сысканію  диф- 
ференціаловЪ  алгебраическихЪ  функнДй  одного  перемЬннаго  количе- 
ства, каковы  суть:  суммы,  разности,  произведенія,  частныя,  степени 
и  корни. 

Сначала  для  большей  всеобщности  мы  здЬсь  будемЪ  полагать, 
что  оныя  функціи  составлены  изЪ  функцій  же  или  количествЪ  за- 
висящихЪ  отЪ  одного  х  ,  и  что  дифференціалЪ  каждой  или  каждаго 
изЪ  нихЪ  вЪ  особенности,  намЪ  извЬстенЪ. 

(42-)  При  таковомЪ  предположеніи  разсмотримЪ  во  первыхЪ 
случай,  вЪ  которомЪ  многія  функціи  или  количества  зависящія  ошЪ 
одного  х  совокуплены  между  собою  посредствомЪ  сложенія  и  вычи- 
танія. 

Пусть  у~р~\-ц —  г-\-  и  проч.,  гдЪ  р,  г  и  проч.,  и  следо- 
вательно такЪ  же  у,  еуть  функціи  или  количества  зависящая  отЪ 
одного  х.  ПридадимЪ  количеству  х  приращеніе  Да;,  такЪ  чтобы  оное 
сделалось  х  -\-  Да;;  отЪ  чего  получатЪ  и  количества  р,  г  и  проч. 
приращенія  Д/>,  Д?,  Дг  и  проч.,  такЪ  что  сдЬлаются  р-\-&р,  <]  -\-  Д^, 
т  +  Дг  и  проч.,  и  потому  такЪ  же  получитЪ  приращеніе  и  вся  сум- 
ма утр-^-д  —  г  -}--  и  проч.  и  сделается 

У^гЛу^р  +АР  ~Н  1  -4-. &4  —  (г  Н-  АО  ~\~  и  проч.  , 

Откуда,  по  отнятіи  прежней  ея  величины,  найдется  прираще- 
иіе  функціи  у 

Ау^Д^  +  Д^ — Дг~Н  и  проч., 
и  по  раздЪленіи  на  Да;,  получится  отношеніе  приращеній  функции 
и  количества  х 

А?           Ар     ,     Ап         Аг  : 

■ —  __з  —     —  и  и  проч. 

Дх         Дх    1     Дх        дх  1 
ПотомЪ,  поелику  г  и  проч.  суть   функціи  количества  х  ,  нахо- 

ДимЪ,  что  отношенія    *Й  }  Л*      ±1     и  Проч.  ,  по  мѢрЪ  уменьшенія 


I 
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Ах  ,  изменяться    станушЪ  ,    и  бѵдутЪ  имЪть    предЪлы     ^  ,  -1  — 

ах    д.х*  Ах 

и  проч.  (••;.  1 3  и  14)»  и  изЪ  того,  вЪ  слг-дстгіе  алгебракчсскихЪ  качалЪ 

ееоріи    предЪловЪ  ,  заключаемЪ,  чшо  ^_)_сі  -Л_  и   проч.  будетЪ 

Ах   1  Ах  ' 

предЪлЪ  второй  части  преднадисаннгго '  уравненія  (ч.  25),  и  сле- 
довательно такЪ  же  будеіг.Ъ  "ітредЪлЪ  и  первой  онаго  части;  но 
сей  самой  части,  по  принятому  нами  знакоположінію,  предТзлЪ  есть  и 

^  Оч..  і4)>   чего   ради,   вЪ  слЪдствіе   перЕаго  изЪ  двухЪ  главны  хЪ  на- 

чалЪ  той  же   ѳеоріи  иредІЬловЪ  ,  напосл"ЬдокЪ  имЪемЪ 

Ау        Ар    .    Ап  Аг 

Х-  —  —  _4_  _ і  1_  и  проч.  , 

Ар;        Ах    1    Ах         Ах  1 

Ж  потому 

4  у  или  4  (р  -\-  Ц  — -  Г  -Ь  и  проч.)  ~  4р  -\-     —  Аг  --)-  и  проч. 

ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  для  сысканія  дифференціала  фуѵ.к~ 
ціи  колиѵества  х  ,  состоящей  изЪ  многихЪ  ѵлековЪ  ,  надлежитЪ 
взять  дифіференціалЪ  каждаго  ея  -слепа  сЪ  тЪмЪ  же  знакомЪ,  ко- 
торы/лЪ  сей  ѵленЪ  сопровождается. 

Мы  здЪсь  полагали  ,   что  сумма  ^і?  .  I    —5   _       -  1    и  проч., 

Лх     1     Дх  .-  X  1 

и  следовательно  піакЪ  же  ©тнощеніе  _^  ,  по  мЪрЬ  уменьшенія  Да;  пе- 

Лх  ' 

ремЪняется ,  или  возрастая  или  убывая  ,  что  и  действительно  во- 
обще мЬсто  имЬетІ-.  Ибо  естьли  положимЪ,  что  оная  сумма,  и  сле- 
довательно такЪ  же  оное  отношеніе,  постоянно  ту  же  величину  со- 
храняете, то  изЪ  того  слЬдовать  будетЪ,  что  функція  у—р-\-д — г  -)- 
и  проч.  будетЪ  первой  степени  и  следовательно  приведена  быть  мо- 
жетЪ  кЪ  сему  виду  у~ах-т~Ь,  потому  что  ни  вЪ  какомЪ  другомЪ. 
случае  отношеніе   ^постоянно   быть  не   может'Ь  (ч.   9,  и  и  іЗ). 

И  какЪ  сей  случай  мы  уже  выше  разсмотрѣли  (ч.  6  и  ,  то  оный 
эдЬсь  вЪ  разсужденіе  наше  и  войти  не  долженЪ. 

(4-3.)  Естьли  вЪ  формуле  у~р~\  <]  —  г  ■+-  и  проч.  положимЪ, 
что  одинЪ  изЪ  членовЪ,  какЪ  р.,  есть  количество  постоянное  —  н—  ау 
то  поелику  приращеніе  постояннаго  количества  есть  нуль,  будетЪ 

Ду  І/і^  —  Дг  ■+-  и  проч., 

ы  потому  такЪ  же 

Ау  или  4  (-+-  а  ■+-  а  —  г+  и  проч  )  ~Ц—&г\  и  проч-> 


то  есть,  постоянное  количество,  совокупленное  сЪ  какою  ниесть 
фуикціею  лосредотвомЪ  знака  \-  или — ,  діі'р:реренцгала  сея  функціи 
не  леремЪнягіпЪ,  и  потому  дифференціалЪ  лостояинаго  количест- 
ва есть  точный  нуль ;  что  вЪ  проч'емЪ  и  йзЪ  самаго  понящія  ,  о 
^ифференіііалЬ  на;.:и  даннаго  (~ч.  і5),  явствуетЪ. 

(4-4-  РазсмоіпримЪ  теперь  случай,  вЪ  которомЪ  многія  функ- 
цт  или  количества  зависЯщія  отаЪ  одного  X  перемножены  между 
собою. 

Пусть  у  ~  ру,  гдЬ  р  и  # ,  й  следовательно  такЪ  же  у ,  суть 
функціи  или  количества  зависящія  отЪ  одного  а;.  ПридадимЪ  коли- 
честву х  приращеніе  Да; ,  такЪ  чтобы  оное  сдолалось  х  +  Да; ;  отЪ 
чего  получатЪ  и  количества  р  и  ^  приращенія  Др  й  Д^  ,  такЪ  что 
Сд'Ьлаюгпся  р  4-  Др  и  ^  -4  Д^,  и  потому  такЪ  жё  получитЪ  приращеніе 
и  произведете  у  ~  р.]  и  сдЬлается 

у  +  Ду  —  (/>  -н  д/0     т  •  А?)  =  Н  +  4 Ар  -Ь-  ^д^  -|-  Д/> 

Откуда,  по  отнятии  прежней  его  величины,  найдется  прираще- 
ніе  функціи  у 

Ду  п  4&р  -+-  (р  -+>  ді)  д?, 

и  по  раздЬленіи  на  Дх,  получится  отношеніе  приращеній  функіііи  у 
к  количества  х 

ПотомЪ,  поелику  р  и  у  суть  функціи  количества  х,  находимЪ, 

что  отношенія    — —  и  — <■  пѳ  м^рЬ  уменьшенія  Да;  ,   измЬняться  ста- 
ла: Дх' 

нутЪ,  и  будутЪ  имЬть  предЪлы  5^.  и  ^І-  (ч.  іЗ  и  і4);  и  какЪ  бЪшо- 
же  время  и  />■-}- Д/>  измЪняпіься  станетЪ  и  будеіпЪ  имЬть  предЬлЪ  р, 
КакЪ   то  само   собою  явно ;  то  изЪ  того  ,    вЪ  слЬдствіе  алгебраиче- 

скихЪ  начзлЪ  ѳееріи  предоловЪ,  заключаемЪ,  что  — Ц-  л  —  ^У' 

сіх      '     *  сіх 

детЪ  предолЪ  второй  части  преднаписанкэго  уравненія  (ч.  Зо,  33 
или  35  и  29),  и  слЬдовательно  такЪ  же  будегпЪ  предЬлЪ  й  первой 
Онаго  части;  но  сея  самой  части,  по  принятому  нами  знакоположе- 
нію,  предЬлЪ  есть  и  іу.  (ч.  іА)і  чего  ради,  вЪ  слЬдствіе   перваго  изЪ 

двухЪ  глазныхЪ  иачалЪ  шой  же  ^еоріи  предЬловЪ ,  напослЬдокЪ 
имЬемЪ 


—  32 


<іх           '  Ах    '    г  Ах9 

я  потому 

Ау  или  А(ру)  ~  <{<\р  4-  рАц. 

ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  для  сыскан,  я  дифференцгала  лро- 
изведенія  одной  функціи ,  умноженной  на  другую ,  надлежитпЪ 
каждую  изЪ  нихЪ  умножить  на  дифференціалЪ  другой  и  произ- 
шедшія  лроизведенія  сложить  вмЪсті. 

Здвсь  подобное  примЬчаніе  имоетЪ  мнсто  ,  каковое  мы  при 
первомЪ  правилЬ  приложили  (ч.  42)* 

Отсюда  слЬдуетЪ,  как-Ъ  поступить  должно  при  сыскаиіи  диф- 
ференциала произведеній  р^^,  р^^8  и  проч.,  произшедшихЪ  огпЪ  перемно- 
женія  болЬе   нежели  двухЪ  функцій  количества  х.  Ибо: 

Пусть  цг~х>  и  рх,  (  ~  щг  )  ~  у;  будетЪ 
Ау  ~  ъАр  ~\-^Аа  ~  $Ыр  4~  р<і($г)  > 

к  потому 

Лу  или  А  (рцг)  ~  уЫр     рУ^  Л-  руАг. 
ТакЪ  же  пусть  цг$  ~    я  р%  ~(<р^^$)^^I1  у;  будетЪ 
Ау  ~  Ыр  -\-  рАг,  ~  цг$Ар  і-  рА(дг$)  , 

ѵ  потому 

Ау  или  Л  (р^п)  ~  <]г$Ар  -\-  рг$'А<]  +         Нт"  руг  Аз. 
И  такЪ  далЬе. 

(45.)  Естьли  вЪ  произведении  у~ру  прнмемЪ  одинЪ  изЪ  мно- 
жителей, какЪ  ру  за  постоянное  количество  ~  л\  то,  поелику  прира- 
щеніе  постояннаго  количества  есть  нуль,  будетЪ 

Ау  —  а  Д^, 

н  потому  такЪ  же 

Ау  или  А  (й^)  ~  <г^, 
то  есть,  дифференціалЪ  функціи,  умноженной  на  постоянное  ко- 
лиѵествО)  равняется  дифференціалу  той  же  функціи,  умножен- 
ному на  сіе  постоянное  количество. 

И  естьли  положимЪ  при  томЪ     ~  гг,  то  будегаЪ 
Ау  или  А- {ах)  ~  аАх9 
какЪ  то  нашли  и  прежде  сего  (ч.  д5). 

(46.)  ПослЬ  сего  представляется  случай,  вЪ  которомЪ  функцім 
или  количества  зависящая  отЪ  одного  х  разделены  однЬ  на  другія. 


Пусть  у '~       гдЪ  р  и  ^  ,  и  следовательно  такЪ  же  у  ,  суть 

функціи  или  количества  зависящія  отЪ  одного  х.  ПридадимЪ  коли- 
честву х  приращеніе  Дѵ,  такЪ  чтобы  оное  сделалось  Л'  4-Да;;  отЪ 
чего  получатЪ  и  количества  р  и  ц  приращенія  Д/>  и  Д^  ,  такЪ  что 
сделаются  р     Д/>  и  ^-[-Д^,  и  потому  такЪ  же  получитЪ  прираіценіе 

и  частное  у  ~  *-  и  сделается 

Откуда,  по  отнятіи  прежней  его  величины,  найдется  прираще- 
ніе  функціи  у 

и  по  раздЬленіи  на  Д#  ,  получится  отношеніе  приращеній  функпДи  у 
и  количества  х 

Лу   .    Чах  Р Ах 

ах  а(цЧ~щ) 

ПотомЪ,  поелику  />  и     суть  функціи  количества  ху  находимЪ, 

что  отношенія  ^  и         по  мЬрЬ  уменьшенія  Д#,  изменяться  ста- 
Ах  Дх5 

нутЪ,  и  будутЪ  имЪть  предЪлы  _^  и  _2  (ч.  іЗ  и  14)  ;  и  какЪ  вЪ  пк> 

же  время  и  ^  +  Д^  изменяться  станетЪ  и  будетЪ  имЪть  предЪлЪ 
какЪ  то/  само  собою  явно;  то  изЪ  того,  вЪ  слі:дствіе  алгебраическихЪ 

началЪ  ѳеоріи  предоловЪ,  заклгочаемЪ,  что   —  будетЪ  пре- 

дЬлЪ  второй  части  предписаннаго  уравненія  (ч.  Зо,  29  и  Зу  или  38)> 
и  следовательно  такЪ  же  будетЪ  предблЬ  и  первой  онаго  части;  но 
сей  самой  части,  по  принятому  нами  знакоположенію,  предблЪ  есть  и 

^  (ч.  і4)>  чего  ради»  вЪ  следствіе  перваго  изЪ  двухЪ  главныхЪ  на- 
іх 

чалЪ  той  же  ѳеоріи  предЬловЪ,  напослЪдокЪ  имЬемЪ 

п      —  п  % 
йу           '  Ах        і  сіх 

ііх  ^.  д 

и  потому 
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ИзЪ  чего  явствуетЪ  ,  что  для  сысканія  дифференціала  ѵа- 
стнаго  одной  функціи,  разделенной  на  другую,  надлежитЪ  дЪля~ 
щую  функцію  умножить  на  дифференціалЪ  ділимой,  какЪ  и  дЪ- 
ли  жую  на  дифференціалЪ  делящей,  потомЪ  последнее  произве* 
деніе  выъесть  изЪ  лерваго  и  лроизшедшую  разность  раз ді лить 
иа  квадратЪ  дѣлящей  функціи. 

ВЪ  прочемЪ  кЪ  тому  же  заключенію  достигнуть  можно  посред- 
ствомЪ  доказаннаго  о  дифференціаліэ  произведенія  двухЪ  функций  (ч. 
44)?  й  именно  такЪ: 


.—  Р 
откуда  получится 


Поелику  у  ~  —  ,  то  будетЪ  уу~ру  и  потому  %4у-\~  у4у  ~  Ар; 


4у  или  А  (Щ  -  *Р—УЦ  _  Ші 


р&ч 


По  сему  найдется  и  дифференціалЪ   частнаго  ,   какЪ  у  ~  ^ 


и  именно  будетЪ 

4у  или  4  (Рі)—2^М^ММ 

\  Г5  '  Г2  52 

 цгз&р  н-  рг$^  —  р^5й^  —  рцгв&і 

  г2}2  • 

И  такЪ  далЬе. 

(47-)  Естьли  вЪ  дробномЪ  выражении  примемЪ  числителя  р 
за  постоянное  количество  ~  а;  то,  поелику  да  Ш~  оу.  будетЪ 

Лу  или  4  (~  \  — —  -^і 

и  естьли  положимЪ  притомЪ  у  ~  ху  то  произойдетЪ 

4у  или  4  (|)=-=^. 

Естьли  же  вЪ  дробномЪ  выраженіи       знаменателя    а.  примемЪ 

за  постоянное  количество  ~  а;  то  будетЪ 

4у  или  4(1)  

\  а  I  а2   а  ■» 

что  вЪ  прочемЪ  и  изЪ  предЪидущаго  явсгпвуепіЪ  (ч.  ^5). 

(48.)  ВсЬ  доселЬ  разсмотрЬнные  нами  случаи  могутЪ  быть  при- 
ведены подЪ  одно  общее  правило,  состоящее  вЪ  томЪ  ,  что  для  сы- 
скангя  дифференціала  функціи  ,  какимЪ  бы  то  образомЪ  ни  со- 
ставленной  изЪ  другихЪ  ѵастныхЪ  функцій.  надлежитЪ  взять  диф- 
ференціалЪ    сей  составленной    функціи    сперва    вЪ  разсужденіи 
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одной  гастпой  функціщ  побитая  лроъія  за  лостояииыя  количе- 
ства, лотомЪ  вЪ  разсужденіи  другой  частной  фуикціи,  лоѵитая 
лросія  за  лос>поянныя  количества ,  и  такЪ  далЪе,  и  налослі- 
докЪ  бсѣ  сіи  ѵастные  диффе ренціалы  сложить  вмЪсті. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ,  когда  поступимЪ  по  сему  правилу  сЪ  функция- 
ми р  -  ({  —  г  4-  и  проч.,  ру,  руг,  ругз  и  проч.,  ?~  II  и  проч.;  то  до- 
стигнемЪ  кЪ  гпІшЪ  же  самымЪ  заклгоченіямЪ  ,  каковыя  мы  и  прежде 
сего  нашли  (ч.  4-2>  44  и  4^)  >  ка^Ъ  то  изЪ  слЪдуюіцаго  явствуетЪ  : 
й{р  Л~  ц  —  г  4~  и  проч)  ~       г  ^  ' —  ІГ-4**.'*  проч. 

Л  {р(()  —  <{Ар    г  р  ^, 
Л  (/>?г)  ~  <?>"."//>  і-  ^Г//<?  -|-  /^Л-, 
<4  (р<7^)  ~         4~  рп-Ц  -\-~  рдіііг-\-  рцг&$у 
и  проч. 

л  /  *\  іЬр  щ'—рйц 

\  а  )  а  "2  і2  ' 


щ\  ч<хр  .  рі(\      р^л^      р/і&з         ^^5&р-|!-  р^5с^^  —  рч$сіг< — рцг&$ 


и  проч. 

(З9,)  Теперь  слЪдуетЪ  разсмотрЬть  случай,  вЪ  которомЪ  функ- 
ция количества  х  возвышена  вЪ  какую  ниесть  степень  ,  коея  указа- 
тель цЬлое  и  положительное  число. 

Пусть  у  ~  рп ,  гдЪ  р  есть  функція  количества  х,  а  п  цЪлое  и 
положительное  число,  такЪ  что  и  у  есть  функція  же   количества  х- 

Поелику  рп  ~  р.  р.  р  ,  то  положивЪ  у  ~  рх,  ,  гдЪ  некоторая 

степеяь  функціи  />,  будемЪ  имЬть  по  доказанному  выше  (ч.  44) 

Ну  или  А  (р%)  —  Ыр  -+-•  рАх. 
ч    ВЪ  формулу  сіго  змЪсто      поставимЪ  попеременно  ру  р2 ,  р^  и 
проч.,  даже  до  рѣ   1  ;  и  мы  получимЪ 
4  О*)  ~±  '  (р2  )  ~  рАр  \-рАр—  ір  ір> 
Л  (ръ)  = :  і  (р 3 )  —  р2  Ар  -г  р.і  (р2  )  —  ЗрЧру 
й  (/>*)  —  А  0+  )  =  рЪ  Ар  Ь  рА  (рі  )  —  4/>  :Ару 
и  такЪ  далЪе  до 
Ау-А(р')  —  прг-хАр. 
ВЪ  самомЪ  дЬлЪ,  есшьли  правило,  изображаемое  уравненіемЪ  А(рт)~ 
тр™—'  А  ,  при  какомЪ    ниесть  указатель  т  имЬетЪ  мЬсто  ,  то  овое 
должно  имЪіпь мЬсто  и  при  указатель  я»4-і,  и  следовательно  при  всЬхЪ 
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возможныхЪ  указателях!}  вЪ  цЪлыхЪ  числахЪ.  Ибо  «усіпь  уравнение 
4  (рт)  ~  ?прт~І4р  имЬетЪ  мЪсто;  поставь  вЪ  предЪидущую  формулу 
вмЬсто     ~  рт,  и  будешь  имЪть 

4  (/>*)  ~  4  (рт-+-  0  —  рШіІр  -Н  />Л  (рт)  ~  рп4р  +  р^™—1  Ф  » 
то  есть 

</(/>т+0  =  (»  +  ОЛ>; 

каковое  уравненіе  предсгггавляегаЪ  намЪ  то  же  самое  правило,  какЪ  и 
предЪидущее  4  (рт)  ~  трт~ 1  ^слЪдоват.  и  проч. 

Естьли  вЪ  уравненіи  у  ~ рп  положимЪ  р~х>  то  будетЪ 

А  (х2  )  ~  яхАх, 
4(х3)  —  Зх24ху 
4{х*)~/^х34х^ 
и  такЪ  далЬе  до 
4у~4  (хп)  ~  пхп~1Ах. 
Или  еще,  поелику  4{ар)  —  а4р  (ч.  4-5),  гдЬ  л  постоянное  количество , 
будетЪ 

4{ах2  )~а4  (х2  )  ~  2,ах4х, 
4  {ах3  )~аА  (х3  )  ~  Зах2  Ах  > 
4  (ах*)  ■—  а<і  (х*  )  ±=  і^ах3  Ах> 
и  такЪ  даліэе  до 
4  (ахп)  —  а4  {хп)  ~  пахъ~*Ах\. 
какЪ  то  частію  мы  нашли  и  прежде  сего  (ч.  і5). 

(5о.)  ПослЬ  сего  слЪдуетЪ  разсмотрЬть  случай,  вЪ  которомЪ  изЪ 
функцДи  количества  х  извлеченЪ  корень  какой  ниесгпь  степени,  или 
всеобщнпе,  вЪ  которомЪ  функція  возвышена  вЪ  степень,  коея  указа- 
тель дробное,  вЪ  прочемЪ  положительное  число. 
X 

Пусть  у~р№ ,  гдЪ  р  есть  функція  количества  х ,  а  Л  и  /л  цЪ- 
лыя  и  положительныя  числа,  такЪ  что  и  у  есть  функція   же  коли- 

X 

чества  х.  Поелику  уравненіе  у~рѴ-  возвышенное  вЪ  степень  указа- 
теля (л  даетЪ  у^~р  ^'у  то  поступивЪ  по  доказанному  вЪ  предЪиду- 
щемЪ  членЬ,  будемЪ  имЬшь 

иур.—і4у  ~  Л/>Х~  гАр? 

X, 

откуда,  по  раздЪленш  на  /*у^— 1  получится 
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йу  =  Л  №  =  I         =  I  р^'  йр; 

что,  но  сдвланіи  —  ~и,   обращается  вЪ  правило,  предписываемое 

ц 

ііредЪидущимЪ  уравненіемЪ  4  (рп)  ~  прР~~г~<1р. 

X 

Естьли  вЪ  уравненіи  у  —  рѴ-     положимЪ  р  ~  х ,  то  равнымЪ 

вбразомЪ    будетЪ"  йу  или  а\х^)~—  хѴ-  Ах* 

Пусть  А  — I  — і  — |—  і  — |и  проч.;  будутЪ 

-9 


А  (х2)  или  ^  (Ух)—2- 


Ух 


Л  (х3)  или     (  )/х  )  —  І5_, 

<Я  (х3)  или  й  (  /х2)і 


оКх^)  или  сЧ/;г)= 
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и  проч. 

(5і.)  НаконецЪ  остается  случай,  вЪ  которомЪ  функція  коли- 
чества х  возвышена  вЪ  степень,  коея  указатель  отрицательное  чи- 
сло, цЬлое  или  дробное. 

Пусть  утр  т ,  гдЪ  р  функція  количества  х ,  а  т  нЪлое  или 
дробное  число,  такЪ  что  и  у  есть  функція  же  количества  х.  Поелику 

уравненіе  у  — р  тдаетЪ  у~2-у  то  вЪ  слЪдетвіе  доказаннаго  предЪ 
симЪ  (ч.  47)  будетЪ 

— а  (р~т) — 

и  потому  вЪ  слЬдствіе  послЬднихЪ  двухЪ  членовЪ  произойдешь 

йу  =  сі  (р~  -)  =  1  *  =  -  тр-— йр; 


что  паки  обращается  вЪ  правило,  представляемое  уравненіемЪ  (і'рп) 
— -  прп~1сір. 

И  есіпьли  вЪ  уравненіи  у~р    т  положимЪ         я;,  то  такЪже 
будетЪ 

Ау  или  &{х     т)  — :  —  тх~~~т~~1  (іх. 
Пусть  /»—  і,п:2,~3,— 4ипроч— I  и  проч.;  будетЪ 

и  проч., 

с2  (Ж~ Щ  «ли  ^  (Д  )  — 
Л(Х-^)  или  ^ 

^(Х^или^(44г)і=— 
Уж  4л.  -/л 


и  проч. 


(5эЛ  ИзЪ  еихЪ  послЪднихЪ  трехЪ  случаевЪ  произходитЪ  одно 
Общее  правило,  состоящее  вЪ  томЪ,  что  для  сысканія  дифферен- 
ціала  какой  бы  то  нибыло  степени  функціи  перемѣннаго  коли- 
чества или  самаго  онаго  количества ,  надлежитЪ  степень  сію 
умножить  на  указателя  ея,  пототЪ  о.ный  уменьшить  единицею 
и  произшедшее  умножить  на  дифференціалЪ  функціи  или  самаго 
перемѣннаго  количества. 

И  такЪ  всЬ  правила  дифференціальнаго  изчисленія  вЪ  разсуж- 
деніи  функцій  одного  перемЬннаго  количества  обращаются  вЪ  дьа  : 
мы  увидимЪ  ниже,  что  тЬ  же  самыя  правила  имЪютЪ  мЪсто  и  вЪ 
разсуждети  функнДй  многихЪ  перемЬнныхЪ  количеств^. 


(53.)  КЪ  поясненію  всЪхЪ  сихЪ  правилЪ,  какЪ  часіпныхЪ  ,  іггакЪ 
и  общихЪ,  предложимЪ  здЬсь  некоторые  примЬры: 

і.  Примеры  ,  вЪ  коихЪ  р,  ^,  г,  и  лроѵ.  суть  одноъленныя 
или  сложныя  нестеленныя  функціи  количества  х: 

і)    На  правило,    произведенное  изЪ  формулы  уі^.р-^-ц —  г 
и  проч.  (ч.  42)- 

I.  Пусть  у  ~а-\-  Ьх  —  с  (е  —  х)*  будетЪ  по  сему  правилу 
Ау  т  і{а)  +  А  [Ъх)- —  А  {с  (е  —  х))  ~  ЪАх  -}-  с  Ах  (ч.  43  и  Іф). 

И.  Пусть  у~а~{-Ьх  —  сх2 ех3;  будетЪ  по  сему  правилу 
Ау  ;±  А  {а),     А  {Ъх) — А  (схл)+А  (ех3)  —  ЪАх  —  шхАх  +■  Ъех2Ах  (ч.  43,  (ф  и  52  ).. 

—  с 

III.  Пусть  у, —  а  -\-  Ь  ~\/х    — будетЪ  по  сему  правилу 

Ау  —  А  (л)  -Ы(*х*)  —  А(сх-г)  —  ^  Ьх^—  Ѵ.ѵЧ-^-(ч.  4З,  45  и  5з) 

  Ъйх     ^  сд.х 

—    7^    '  а-2* 

IV.  Пусть     —  а  -+-  -5-™  ^п.  будетЪ  по  сему  правилу 

У  л;2  жУзв 
</у=:<*(в)-Ы.(*х-§  )  —  Л(сх-Ъ)-ъ~А(ех—*  ) 

— — *1>х~-3-~ІАх-і-  &сх—$—1  Ах — ъех~3Ах  (ч.  43,  45  и  5а) 
2Ьіх  4СІХ  іеА.хг 

3хѴх2         Зх2Ѵх  хі 
з)  Направило,  произведенное  изЪ  формулЪ  у~рц%  у~рцг  и  проч^ 

(ч.  44). 

I.  Пусть  у  ~(д'~Ь  х)  (# —  х);  будетЪ  по  сему  правилу 
Ау  —  (Ь  —  х)  А(а  +  х)4-(в+х)      —  х)  —  (Ъ  —  х)  Ах  —  (>-і-х)  Ах  (ч.  43) 
~  ЬАх  —  хАх  —  аАх  —  хАх  ~  ЬАх  — аАх  —  их  Ах. 

II   Пусть  у  —  (а  4~  х)     —  х)  (х  —  с)  ;  будетЪ   по  сему  правилу 
Ау  —  {Ь — *)  (х — с)  А  (л-|-х)  +  (л-+х)  (х  -  О  А(Ь—х)  -\-  (а-\-х)  (Ъ — х)  А  (х — 
У     —       х)  (х—су  Ах  —  (л  \-х)  (х—с)  4х^{а±х)       х)  Ах  (ч.  43) 
~  (аЬ  \  ас — Ъс)  Ах-\-2.  (Ъ-*-с — а  хАх  -  Зх2йх. 

Щ.  Пусть  у  —  х  (ааі  х2)  (л3~  х3);  будетЪ  по  сему  правилу 
Ау  —  (а2-}-*2)  (дЗ~х3)  Лх  |  х  (я3— х3)  4  (дЧ-х2)  +х  (д2  г  *2)  А(а 3— х3) 
=  О'2  1-х2)  (л3—  х  )  Ах  ]-  ах'  (^3— х3)  Д  —  Зх3  (л2-гх2)  дх  (ч.  43.  и  52 ) 
~  а5 Ах  -\  Ъи3хйАх     ^.а2х  Чх  —  6х5Ах. 

IV.  Пусть  у— (а2  4г  х~\/х  )  {а  —  ~\/х)Ух2;  будетЪ  по  сему  правилу 
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_  з   _         ."  _  з   _  _      _  і_ 

Ау  —  (Ъ—Ѵх)  У  хЧ(а2-\-хУх)-+-(а2-\-хУх)  Ух2         Ух)-)-  (а2  +хѴх)(Ъ-гѴх)А(Ѵ х2) 

~3  (Ь_Ух)  хЗх  2  (  а2-4-хУх >І*х  а    1  сгх4^{а24-хУх)(г>— Ух>  3_  Ѵх(ч.  43и52) 

(  6_  _  6  \     

  Ѵ(зЬх— ЗхУх ;Ух— (а24-хУх)Ух  'йж   ,  2(д2+хУх)  (Ъ— Ух)  Ах 


2  ЗУх 

 з(2Ъх— 4хѴх  —  а*-)йхУх-\-4(  а2-4-хУх")  (а  — Ух)  Ах 

бух 

 (4а2Ъ—  ча -У  х  -4-  і  з  Ь  хУ  х— і 6х  2 )  Ах 

бух 


3)    На    правило,  произведенное    изЪ    формулЪ  ~.У—-~ 

\  ѵч 


к  проч.  (ч.  46). 

I.  Пусть 

і   (а2Ч-*2)ах~хі(а2-+-ха)  аасЬс+х2сЬс~2Х2Лх  /       ,д     ^  ѵ 

°/   (с2Н-х2)2  "   (а2+х2)2 


I.  Пусть  у~ — - — •  будетЪ  по  сему  правилу 

а2Н-х2-> 


 а2с?Х' — х2сіх  ^  і 

II.  Пусть  _у  —  будетЪ'^по  сему  правилу 

1   (а2-)-х2)<2(а— х)-(а  —  х)<2(а2-4-х2)  — а2Ах— х2Ах— 2ах<Зх-4-2Х2йх  /о  кл\ 

^У  —                                                  —  —  (а2+х^   4^  И     '  ^ 

 х2йх — пах  Ах — а^х 

  (а2+х2)2— * 

III.  Пусть  _у  ~  — д2>— х2  .  будеті,  по  сеМу  правилу 

а4-4-а2х2-4-х4-' 

л   (а4-4-а2х2-4-х4)сІ(,а2  —  х2)  —  (а2~  х2)с?Гд4-4-а2д:2  +  х4) 

*Ѵ  (а4  +  а2х2-)-х4)2        1  ! 

 —Ып4-±  л2х2  +  х4)Ах  —  2х(а2—х2)_(а2  +  2Х2)Ах  ^    ^    р  ^  5^ 

(а4-+  агх2-+-х4)2 

 —  2хСго4-4-2«2х2»— х4)іх 

  ^а4-)-а^х2-Нх4)2-  * 

IV.  Пусть  у—  ^*-*2)^-*).  будетЪ  по  сему  правилу 

(20.-г  х)(а-+-ху 

Г(2а-^х)  (а2— х2)  гі(гах— .х2)  -4-  (4с2х  — хЗ)  (а  +  х)гі(а  —  хЪ 

л   с-  (гах  -  х2)  (а2^-х2)гі  (дя+х)— (4Я2х  — хЗ)  (а-  х) сі  (а-4-хр 

аУ   (2а+х)2(аЧ-х  )2 

^            <  г(2а-Ьх)  (а2  — х2)  (а  — х)  Ах —  (4а2х— хЗ)  (аЧ-х)сіх  7 
 <  -(2ах-х2Ха2  — х2)  Ах—  (4а2х  — хЗ)  (а— -х)  Ах  $ 

  {2С-+-х)2(аН-х32  (ч.  4-3,  45  И  52) 
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 (а*~гХлХ?(*а~~^хХа — х) — (2ах — х2))іх — С4аах— *3)(сН-х4-а— х)&х 

(аа-(-х)2(сН-х)2 

,  (40+ — 'ііаіх  —  5-а2х2-|-6ахЗ-|-х4)іх 

  ~      (2Л+х)2(а  +  х)2  * 

4)  На  правило,  произведенное  изЪ  формулы  у~ръ  (ч.  5а). 

I.  Пусть  ѵ  ~  (л ЬхтУЬх .  будетЪ  по  сему  правилу 
і>Гя(«4-^)в-]''(ч  Ь^)~^х-77Ѵ-І(д-|-Ьт)л-Ѵа;  (ч.  43,  4-5  и  5а). 

II.  Пусть  у  ~Ѵ(а2— х2)2»  будетЪ  по  сему  правилу  ■ 

ЗУа2~х2    Ѵ    '  *  ;* 

III.  Пусть  у  ~  (д  "Ф  #хт  +-  «сл     ;  будетЪ  по  сему  правилу 

— іЛ^^^+йб-х^^^^-Н^т^^-ѴхСч.  43,  45  И  52). 

IV.  Пусть  _у  •»  ' у"а  -)_^-|-        будетЪ  по  сему  правилу 

Лу~Л(а^Ьх^сх*)1*  ~±{а-\  Ьх  \  сху^фі  і~Ьх-\-сх2) 

 ЬІХ,+  '2СХІХ 

—    — , — —  ы.  43,  45  и  52). 

г/а+Ьх+сх2  4 

II.  Примѣры,  вд  коихЪ  р  ,  у,  г  и  проѵ.  суть  сложныл  стс~ 
пенныя  функціи  количества  гг. 

і)  На  правило,  произведенное   изЪ    формулы    у  —  р  -\~  д  -—г-\- 
и  проч.  (ч.  42). 

I.  Пусть  у  — л  (л  —  х)2+(^  —  х)3;  будетЪ  по  сему  правилу 
іу  ~  2а(а  —  х)Л(й  —  х)  +-  3  (Ь  —  х)г(і{Ъ  —  х) 

~ — 2а(а  —  х)  (іх  —  Ъ  (Ь  —  х)2(іх  (ч.  43,  45  и  52). 

II.    Пусть  у  ~  ах  -\~  У  а2  —  х2  —  у%ах  —  х2  ;    будетЪ  по  сему 

правилу 

іу  —  <і(ах)  -4-  а\а-  -  х1)^  —  4(яах  —  х  -)* 


Ѵа~' — х2        У  ъах- 


(Ч.  43,  Іф  И  52). 


III.  Пусть  у  —  і  (а  —  х)2-р^      х2  ^  ѵ  2дх — х-2;  будетЪ  по  сему 
правилу  * 

4у  —  Н(а  —  х)!  4-  4(а]  —  х2)І  4-  Л(а  я*  —  х  2)§ 
 ~2СІХ  ахсіх         -     г(а— х)йх 

—  зу^     з1*^г+Щ^$  &  *3>  45  *  52) 

—  з  V  ч.  —  з  :   )  ах. 

У(аах~х2)2       У(а2—х^  Уа  —  х 


і 
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а)  На  правило,   произведенное  жзЪ    формулЪ  у—ру,  у"Ш^({г 

ж  проч.  (ч  44-)* 

I.  Пусть  у  ~  (й2 — х2)2  -]/а2~\-  х2;  будетЪ  по  сему  правилу 

<і>     (я2     х*)*  <л2  —  *2)2  Н-  (*2 — *2)2  К"2  "+  *2)^ 

-  -^а^х  )Ч*3  -х*)х^х  +  Щ^Ё»?  (ч<  43  и  5а) 

.  •    ;    :  , "  '     "  "  ■         уо2  +  зса     • 4  Т 

,  — 4(а24-х2)  (а2— х2)  хіх-4-Га2— х2Т2хс?х   .    (ж3  — а23(3д2+?х2)  ^х 


-/а2Н-х2  Ѵа2 


II.  Пусть  у  ~  х  (л2      іс*)  .Vй2  —  ^  5  будетЪ  по  сему  правилу 
•іу~(а2  і  х2Ука7 — гг2)^  Ля  -|  х(а2 — х2)%  Л{а2  +  гс2)+л-(д2-|  — а;2)' 

:г(ла+Х*)(л2— Х2/ЛН-2Х(Й*--Х*)'Х</Х— ^^Н^?  (ч.  43,  52) 

•     ,  .  а  ,    ~  ;     еі  і  •    ■    Ѵа2  —.л2-   .  '  _  ' 

 (д4~х4)<Зх+2Х2(да— х2)іх— х2(а2Ч-*2)^*_  !  (д4-4х44-д2х2)іх 

•/а2^-  х2  /а2— -х2 
(а— ж)2^Гіа*  —  х2)2  • 

III.  Пусть  у— — у  4  "  '  Ч  »  будетЪ  по  сему  правилу 

*уг=(;а4-л4)-з(2ал-х2)§  сІ(а-х)Ч-(а4-х4)Нг(;а-х)2і(аах-х2)з  +(а-х)2(гал-х2)§  Й(а4-ж4)— I 

_^ — а(а — х)(2ах — х2}^  йх     4(с— х)3іх  й(а— л32(2пх— х2  )^  хЗДх 

— — *  Ь  -  з  -Ь  — — — — (4.40,45  И  02) 

Уя4— л4  Зт/а4-х4у-2ах-х2      У(а4-х4}3  ,  .     ,  - 

Д^а~ 31      ЗС"4— х4)~(>сгх— х2)Ч-2р— х  )2(а4— х4~)4-3хЗ(  а— х)(аах— х2))Лх 

з1^(а4— х4^3  }  2ЯХ' — х2 
 а(я— -х)  ((2а2— 5{2ях — х2))  (-а4— х4) .-\-зхЗ(а— х)  (іах—х2))  йх 

3"/(а4— х4)3  уЪах— х^ 
3.)  На  правило,  произведенное  изЪ  формулЪ  у —    ^у—Шъ  прочь^ 

(я.  фб). 

I.    Пусть  >-  ~  ^2ах  ~~  х2— ;  будетЪ  по  сему  правилу 

У'а2  —  х2 

,    (а2— х2)^  г?(2дх  — х2)§  — (гож— х2)з  Д(,а2— х2)? 


(д— х)(а2^х2)5І^х   ,  (гах— х2)з  *Л< 

 (4..4З,  45  И  52,.) 


Ѵгах — х2  У  а2 — х2 


■     а*  —  х* 

 (д— х/аа— х2)сЬс-|-х(2ах— ■ х2)^х  (аЗ—а2х-{-ах2)Лх 


Саа— *2>у'а*х-  -ла  (,а2— х2^  /аа*-*.* 


*1  — 


—  45  — 

П.  Пусть  у  ^~—====^\  будетЪ  по  сему  правилу 

 (х-\-Ѵа2-х2)д.(а— х)2— (а— х)2сІ(х-+-Ѵа2-х2) 

(х-ѵѴ^с2)* 

_  —  2(а-х)(хѴа2-х2-і-а2-  х2)йх-(а-х)2(Ѵа2-х2—х)Ах 

—  Сх+Я^ГѴ*^  С*  43  *  52) 

г(х2-а2Уа2-х2+а2(зх-2а)-хЗ)с1х 
а2Ѵа2~х2+2а2х-2хЗ 

III.  Пуспть  у  ѵ  '        — ;  оудегаЪ  по  сему  правилу 

(х+Ѵа2-х2)2 

^х+Уа2-^2(2ах-х2)1*А(а-х)2+(х+УдЪ-^  *Щх  -\-Ѵа°-ха) 

(х+Ѵа2-х2)+ 
'  —  г(а-х  )  (х+ѴаЯ^х2  )\2ах-х2)(а2-х2)^  іх 


г  _2(а-х  3  (х-+-Уа2~х2  )\іах-х2Ха2-х2уі  3.x 

,  +(а-х)1{х-+-Ѵа2-х2)(а2--х2)ъ  <1х-2(а-х)2(2ах—х2)(а2-2х2)<1х  }    (**•  4-3    И  5з) 

(х-ЬУа2— х2)4т/2ах— х2Ѵа2— х2 
 иа(а-х)(2ах-х2Х(2Х-а)х-а[а-+-Ѵа2-х2))сІх^-(а- х)3(а?  /а2-х2+2х(а2-жа))йл. 

(а2+2х/а2-х2)4У2ал;-^у'а"2"-^х2 
4-)  На  правило,  произведенное  изЪ  формулы  у~~рп  (ч.  5і)т 

I.  Пусть  уг:УЛ3+(ш — х2)3;  будетЪ  по  сему  правилу 

4у—4(аЧ3-г  (злх— х2)3)*  ~\{аЧН  (2*х— ха)3)~Чй^3+(алх— х2)3) 

—  з(2ах-х2)2(а-^(ч.  43, 45  и  5»> 

Ѵ'а36і+(2ах-х2)3  ѵ      Т  Т 


II.  Пусть  у  — Уйх  ігХ2Н-Ѵа4 — х4;  будетЪ  по  сему  правилу 
Яѵ  —  Л  (  ах  -Ь  х2  +  (  Д4  —  х^О§— 3  ) 

 '  '  аУах-+.х2-і~Ѵа4^х~4 

 ( а-|-2х")іх>/а4 — х4  — гхЗсіх 

Ш.  Пусть  у  —}/{'---+  у(.с*~х*г)  ■  будетЪ    по  сему  правилу 

4ХІХ 


^2Х"/х         з  У<? 


4  у     ь  — 

У  а  --\-  '{с2^2у 

Ѵх 


=  (ч.  42,  43)  45  и  5а.) 


$Ых  >'"са— х2  —  ъх*ч1хх'х 


_   «/  Ъ 

ЪхѴх  •  с2-2*  У  а— -\-  уТ^гЦ^лГ 
Ух  4 

Не  безполезно  здЪсь  замЬгаишь ,  что  изЪ  сихЪ  примѢровЪ  явспі- 
вуетЪ,  что  когда  у  есть  какая  нибудь  срункція  количества  х,  то  всегда 

€ываетЪ  и  предЪлЪ^  такЪ  же  некоторая  функція  того  же  самаго  хо- 
Ах 

личества  х. 


ГЛАВ  А  IV. 


О  сысканш  дпфференціалово  Транс -цеп дентиыхЬ  фучкцій. 

Трансцендентный  функціи,  какЪ  гао  замІЬтпили  выше  (ч.  3) ,  суть 
двухЪ  родовЪ  :  логариѳмическія  и  тригонометрическія.  Мы  начнемЪ 
сысканіемЪ  дифференціаловЪ  первыхЪ  изЪ  оныхЪ,  а  поіпомЪ  посіну- 
пимЪ  кЪ  сысканію  дифференціаловЪ  другихЪ.    И  такЪ  : 

і.  О  дифференціалахЪ  логариѳмиъескихЪ  функц'ъй. 

(540  Пусть  на  неопределенной  прямой  ЕР  изЪ  какой  ниестьцерт>  ^ 
ея  точки  А  и  другой  С,  отстоящей  отЪ  первой  вЪ  разстояніи  АС~і, 
поставлены  перпендикулярныя-  прямыя  АВ~ і  и  СР — а,  гдо  і, 
и  пусть  по  симЪ  даннымЪ  прявіымЪ  описана  линія  непрерывной  про- 
порціональности  СН  (*);  во*\ш  опіЪ  точки  А  на  прямой  ЕК,  кото- 
рая обыкновенно  осью  сей  кривой  линіи  называется,  какую  нпесть 
абсциссу  АР~х,  и  проведи  соответствующую  ординату  РМіг.  у,  бу- 
детЪ,  какЪ  извЬстно,  вообще  у — а* .  И  естьли  примемЪ  а  за  непре- 
менное количество,  и  положимЪ,  что  вопросЪ  состоитЪ  вЪ  опредЬ- 
леніи  абсциссы  х,  которая  соошвьтствуегпЪ  всякой  данной  или  из- 
вестной ординатЬ  РМ— у;  то  вЪ  таковомЪ  случай,  какЪ  равнымЪ  об- 
разомЪ  извЬстно,  линія  непрерывной  пропорціональности  СН  прием- 
летЪ  имя  логариѳмики  ,  и  искомая 'абсцисса  АР  ~  х  называется  лога- 
риѳмомЪ  ординаты  РМ~ у,  такЪ  что  уравненіе  у~ах  тогда  изобра- 
жается тако:  х~1о&.у. 

Но  для  нашего  намЪренія  полезное  удержать  сіе  уравненіе  вЪ 
прежнемЪ  его  видЬ  усцах  •  при  чемЪ  замЬшишь  надлежитЪ,  что  вЪ  семЪ 
особенномЪ  случай,  то  есть  вЪ  случай  логариѳмики,  входящее  вЪ 
него  количество  а  именуется  основаніемЪ  логариѳмовЪ. 


(*)  См.  мое  разсужденіе  о  нѣкоторыхЪ  способахЪ  изчисленія  ,  которое  ко 
уразумѣнію  сея  статьи  необходимо  нужно.,  и  которое  напечатано  во  II 
шомѣ  умозрительныхЪ  Изслѣдованій  Академіи  йаукЪ. 


Теперь  придадимЪ  абсциссе  АР— Щ  соответствующей  ординате 
РМ-77— гг*  у  приращеніе  РС>~Дх,  и  проведемЪ  ординату  (Ж,  которая 
такЪ  же  лолучитЪ  приращеніе  Ду,  такЪ  что  сделается 

Откуда,  ло  отнятіи  прежней  величины  РМ — у — найдется 

ириращеніе  ординаты  у 

х-Ъ-Ах   х      х  Ах  х      х  Ах 
Ду~а  —  а  ~  а  .  а — а  ~а(а  —  і), 

я  по  раздоленіи  на  Дх,  получится  отношеніе  приращеній  ординаты 
у  й  абсциссы  х 

X    Ах  Ах 

ПотѳмЪ  отсЬкши  Ар~~РО; — Ах  и  проведши  ординату  рт,  нахо* 
димЪ  ,   что  оная  р?п~а&ху   и  потому,   поелику  АВ' — ;і,  по  проведеніи 

дх 

Прямой     Во    параллельной    оси    ЕР,    будетЪ  то'Ша — і,  такЪ  что 

Дх 

то — но  по  доказанному  выше  отношеніе  ~і-  по  мерЪ  умень- 
піенія  А^>~Р()— Дх,  изменяться  станетЪ  и  будетЪ  иметь  предЪлЪ,  а 
именно,  естьли  кЪ  логариѳмике  СН  вЪ  точке  В,  соответствующей  нача- 
лу А,  проведемЪ  касательную  Вг,  то  оный  предЪлЪ  будетЪ  отношеніе 
~  (ч.  іЗ  и  і4-)5  которое,  какЪ  соответствующее  определенной  абсциссЬ 

х~о  и  ординате  >СП:АВ~і,  пусть~&;  чего  ради,  вЪ  следствіе  алге- 
браическихЪ  началЪ  ѳеоріи  пределовЪ ,  изЪ  того  заключаемЪ ,  что 
~ук(~ку)  будетЪ  предолЪ  второй  части  преднаписаннаго  уравненія  (ч.  Зо), 
и  следовательно  'такЪ  же  будете  предолЪ  и  первой  онаго  частиц  и  какЪ 
сей  самой  части,   по  принятому  нами  знакоположенію,  предЪлЪ  есть  и 

Щ-  (ч.  14),  то,  вЪ  следствіе  перваго  изЪ  двухЪ  главныхЪ  началЪ  той 
Ах  ' 
же  ѳеоріи  пределовЪ,  напоследокЪ  имеемЪ 

іу 

йх  ' 

Я  потому 

&у~  куАх  ~  ка*4х. 
Здесь  не  безполезно  заметить,  что  вошедшій  вЪ  сіе  уравненіе  постоян- 
ный множитель  к,  такЪ  какЪ  представляющій  отношеніе  —  ,  есть  не 

Во 

иное  что,  какЪ  одна  изЪ  величине  предела       вЪ  частномЪ   и  опре- 

<іх 

дЪленномЪ    случае  ,    а  именно  вЪ  случае    х  ~  о  и  у.  ~  і  (ч.  іЗ); 
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*іг  -  для  того  то  предо  симЪ  мы  отношения  Г?  не  могля  озна» 
чить  общимЪ  знакомЪ,  какЪ  _2!  >  а  изЪявили  его  особою   токмо  бук- 

вою  ,л 

(55.)  ДоселЪ  мы  полагали,  что  ордината  у  логариѳмики  изме- 
няется по  йзмізненію,  приемлемому  абсциссою  #;  однако  ничто  не 
препятсшвуетЪ  намЪ  изменять  ординату  у  и  саму  по  себе,  не  зави- 
симо отЪ  абсциссы  х,  которая  тогда  напротивЪ  того  будетЪ  изме- 
няться зависимо  от'Ь  оной  ординаты  у.  Ибо  продолживЪ  ординату 
АВ  і  неопределенно  ,  такЪ  чтобы  Произошла  неопределенная  пря- 
мая АК  ,  перпендикулярная  кЪ  оси  ЕБу  мы  можемЪ  на  АК  брать  по 
произволенію  всякія  величины  дляу,какЪ  А|^  й  поптомЪ  проведеніемЪ 
нрямыхЪ,  какЪ  КМ>  параллельныхЪ  ЕР,  до  пресоченія  сЪ  логариѳми- 
кою  ОН,  помещать  вЪ  сей  кривой  линіи  ординаты,  какЪ  ЕМ,  онымЪ 
по  произволенію  взятымЪ  величинамЪ  равныя-  потому  что  логариѳми- 
ка  ОН,  простиралсь  вЪ  сторону  ВН,.  до  безконечности  отЪ  оси  ЕР 
отдаляется^  а  простираясь  вЪ  сторону  ВС,  до  безконечности  кЪ  оной 
приближается  ,  какЪ  то  всякой  удобно  понять  можетЪ.  И  такЪ  аЪ 
уравнения  Ау^ЗауАх?  мы  на  у  можемЪ  взирать,  какЪ  на  количество 
само  по  себе  перемЬниое,  по  такому  закону^  какой  токмо  угодно  себе 
представить  будете,  а  на  х  ,  какЪ  на  функцію  онаго  количества  уг 
почему  замотиве,  что  х^і:Іое;.у,  мы  б_  демЪ  имЬть>  в 

Ах  или  %і  (Іо&.у)  — '-  —  , 

К  '  У 

Входящій  вЪ  сіе  уравненіе  постоянный  множитель  —  *  обьгкн©ѵ 

венно  нааывается  логариѳмѵ^пескимЬ  модулемЪг  и  зависите^,  какЪ 
то  явно,  единственно  отЪ  его  знаменателя  I* 

(56.)  ВЪ  разсужденіи  сего  знаменателя  к,  представляющего,  йакЬ 

то  выше  видели,  отношеніе  -°  ,  сверхЪ  замеченнаго  тамо,  здесь  за- 

Во 

метить  должно,  что  оный  при  различныхЪ  величинахЪ  основажія  аѵ 
изображающего  ординату  СБ,  будетЪ  такЪ  же  различено.  Ибо  явно,- 

что  отношеніе  —  —  к     тѢмЪ  будетЪ  меньше ,   чомЪ  СІ>~а  будетЪ' 
Во 

ближе  подходить  кЪ  АВ~і,  и  даже  совсЬмЪ  изчезнетЪ,  когда  будетЪ 
СО~йщі,  понеже  тогда,,  логар^ѳмика  (Ш  сделается  прямою  яиніею. 


параллельною  оси  ЕР;  и  потому  обратно,  чЪмЪ  СБщя  будетЪ  больше 
АВ — і ,  тЪмЪ  и   отношеніе  ^°  —  к    сдЬлается  больше.. 

Во 

ИзЪ  чего  слЬдуетЪ,  что  основаніе  а>  изображающее  ординату  СВ, 
можетЪ  быть  таково,  что  при  ономЪ   знаменатель  к  модуля,  пред- 

ставляющій  отношеніе  —  будетЪ  ~  і ;   почему  тогда  сдЬлается  и  са* 

Во' 

мой  модуль  _  ~і.  ВЪ  семЪ   случаЬ    логариѳмы  называются  натѵ- 
к 

■ралъными. 

И  какЪ  логариѳмы  сіи,  по  простотЬ  своей,  вЪ  вышшей  маеема- 
тикЪ  предпочтительное  противу  прочихЪ  употребляются;  то  основа- 

ніе  ихЪ  СО,  дЬлающее  знаменателя  к  или  самой  модуль  —  равнымЪі, 

к 

мы  вЪ  послЬдствіи  будемЪ  означать  всегда  одного  буквою  су  такЪ 
что  уравненіе  приличествующей  для   нихЪ   логариѳмики    ОН  будетЪ 

у  —  ех, 

и  слЬдующее  изЪ  того  дифференциальное  ея  уравненіе  сдЬлается 
(ч.  54) 

ііу      угіх      ?х  Ах. 
(67.)  Отсюда,  вЪ  слЬдсшвіе  уравненія  '  х~1о&.у,  мы  находимЪ 
Нх  или  4  (Іо&.  у) 

У 

И  поелику  вЪ  семЪ  уравненіи  у  есть  количество,  само  по  себЬ 
перемЬнное,  по  такому  закону ,  какой  токмо  угодно  себЬ  предста- 
вить будетЪ  (ч.  55);  то  согласно  сЪ  знакоположеніемЪ,  доселЬ  нами 
употребляемымЪ,  означивЪ  сіе  количество,  вмЬсто  у,  буквою  х  ,  или 
какую  ниесть  его  функнДю  буквою  мы  изЪ  уравненія  у~1о&.х  или 
у  ~  Іо&-р  будемЪ  имЬть 

(Іу  —  <1(1о&.х)  ~А*  ,  или  Лу~Л(1о^.р)—^ 

то  есть,  дифференціалЪ  натпуралънаго  логариѳма  какого  ниесть 
церемѣннаго  количества  или  всякой  его  функціи  равняется  ча- 
стному диффренціала  сего  количества  или  сей  функціи,  раздЪ- 
леннаго  на  самое  оное  количество  или  самую  оную  функцію. 

Пусть  у~1о&.ру-,    поелику  Іоі-рд  ~  Іо&.р Іо&.ц  $    то  по  сему 
правилу  будешЪ 


—  //9  — 

— (ч.  42). 

Пусть  еще  у  щ  Іо%.  рдг,  поелику  Іо&.руг •~1о&.  р  -\-1в&. 
то  по  тому  же  правилу  будетЪ 

р     1      д     1  г 

И  щакЪ  далІЬе. 
Откуда  слЬдуетЪ,  что 

й(р']г)  йр    |    дл~[    ,  йг 


Р7Г  Р    '  '? 

и  такЪ  далЬе; 

что  вЪ  прочемЪ  и  непосредственно  изЪ  предЪидущей  главы  явству- 
етЪ    (ч.  44)?    какЪ   то   всякой  удобно  понять  можетЪ. 


же  самому  правилу  будетЪ 


Пусть  у~1о поелику    Іо&.  ѵ-  —  Іо&.р —  1о&,%9    то    по  тому 
<7 5  1 


(1у~А1—Л    Гч.  42) 

Пусть  еще  у~1о&.  —  ;  поелику  іо$.  —Іо&р -\-1о%.<] — Й'^.У — пго 
по  тому  же  правилу  будетЪ 

р       д  г  5 

Пусть  ^~/о^.хп;  будетЪ      ѵ '  , 

у."  й'^х71)  пхп — хсІх   яйя 

Или,  поелику  Іо^.хп~п  1о$.х,  будетЪ 

Лу  —  пАПѵ&.х)  Г=— • 

То  же  разуметь  надлежитЪ  ,    когда  будетЪ  у~1о&.рп  ,  гдЬ 
какая  ниесть  функція  количества  х. 

Пусть  еще  у~1о$.р.  Іо&.у)  будетЪ 

Ар  іс{ 

4у~уІо$.  ч-Л-—1о&.  р. 

Пусть  напослЪдокЪ  у~(1о&р)п;  будетЪ 

Ауцгп  {Іоі.руь—іЛ  (/ое^>)  ~       (/од.  р)п—-і. 

р 

Естьлм  р  ~  х  и  п  ~  2,  то  будетЪ 

//у  или  4  (       х  У  ~  х. 

И  естьли,  при  положеніи  р~х>  будетЪ  я  :~§,  шо  произойдет!» 

4у  или  й  (уТо^.х)—  —  * 


ах.1о$.х  * 
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(58.)  ПосредстзомЪ  сего  самаго  правила  мы  можемЪ  доказать 
со  всеобщкостію  предложенное  выше  правило  для  сыскакія  диф- 
ференциала какой-  ниесть  степени  функціи  или  самаго  перемЬннаг© 
количества  (ч.  52  4  ВЪ  самомЪ  дЬлЪ  пусть  у^ир^,  гдЪ  р  какая  ни- 
есть функція  количества  х,  а  п  число  цЬлое  или  дробное  ,  несоизмн- 
римое  или  и  самая  линія;  будетЪ,  по  взятіи  логариѳмовЪ  ? 

;    _      Іоі-  у—піо^.  р  (*), 
потомЪ,  по  язятіи  диффереи:>аловЪ,  произойдетЪ  (ч.  57) 

У  Г 

и  оттуда  получится 

Ау  или  4р  п  )  _  Ш  4^  *вй  —  ^7г-г# 

то  есть,  то  же,  что  и  прежде  нашли  частйымЪ  образомЪ. 

(5д.)  Естпьлй  функція,  которой  легариема  треб}'ется  сыскать 
диффереиціалЪ,  будетЪ  сама  логариѳмическая,  такЪ  что  у~!о&.1о&.  X', 
то  положивЪ  Іо*. х~р>  получишь  по  тому  же  самому  правилу 
Ну  пли  4         Іо'&  х)  —  д.  Цо&  р)  — 


Р 


и  какЪ  (ір~(1  (Іо&.  х)  —  — }  то  будетЪ 

4у  или  4  (Іо&.  І0&,  х)~^  —  — Т 

РавиымЪ  образомЪ  естьлй  будетЪ  у  ~  Іс°;.  1о$.  Іо*.х  ?  то  поло- 
живЪ Іо$.  х~р,  имЬемЪ  у~Іо^.іоі.ру  и  потому  по  предЪидуіцему 
случаю  будетЪ 

ріо&р? 

и  какЪ  р  г^:  Іо&.  х  и  Іо$,  р  —       ів&.  яг,  то  произойдетЪ 


Ну  или  Л  ф&.  Іо&.  Іо&.  х) 


д.{1о*.х)    &х 


1о§.  х  Іо%.  Іо&.х  х  Іо§.  х  Іо^.  Іо^.  х' 
И  такЪ  далое. 

То  же  должно  разуметь ,  когда  вмЪсто  перемЪннаго'  количе» 

етва  х  возмется  и  какая  ниесть  его  функція,  какЪ  то  удобно  вся* 
кой  понять  можетЪ  (ч.  5 у). 

(6о.)  КЪ  логариѳмическимЪ  же  функціямЪ  принадлежать  и  такЪ 

называемыя  неолреділенно-стелекыя  функціи,  каковы  суть  ах  и  а^ч 
ГдЪ  а  какое  ниесть  постоянное  количество,  х  переменное,  а  р  какая 

(*)    С;е  предложеніе  доказано  во  всемЪ    пространств  *Ъ  упомянутомЪ  мо- 
емЪ  разсужденш. 
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нкесть  функція  сего  перемѣинаго  количества  х;  почему  сыщемЪ  оныхЪ 

дифференціалы. 

Пуспгь  у~а?;  взявЪ  логариемы,  получимЪ 
Іо&.  у^р  Іо&.  щ 

потомЪ,  по  взятіи  дифференціаловЪ,  произойдешь  (*и  Іф  и  67) 

—г  Ату  Іо*.  а  у 

У 

и  оттуда  найдется 

Ау  или  А  [а?)  ~  у  Ар  Іо&.  а  ~  Ар  Іо&.  я, 
то  есть  *  для  сысканія  дифференціала  функціи  ,  составленной 
изЪ  лостпояннаго  количества,,  возвышеннаго  еЪ  функцію  леремЪн- 
наго,  надлежитЪ  произведете  самой  фу нкціи,  умноженной  на  диф- 
ференціалЪ  ея  указателя,  умножить  еще  на  логариѳмЪ  лостоян- 
наго  количества. 

КЪ  тому  я^е  заключенію   достигнуть  можно   и  непосредствен- 
но изЪ  доказаннаго  о  диффереиціалЪ  функціи  у  ~  ех ,  а  именно  такЪ: 

Пусть  а~ет,  будетЪ  т~1о&.я,  и  вЪ  слЬдствіе  уравненія  у~сР  про- 
изойдешь у  ~  стр-.  почему  получится  (ч.  56) 

А  у  —  ст^А(тр)  ~  сРтАр  ~     Ар  Іо&.а. 

Естьли  а  есть  основаніе  натуральныхЪ  логариѳмовЪ  ,  то  есть 

а~е  и  р~х;  то  будетЪ  у~іху  и  по  причинЬ  что  Іо&.  е~і,  про- 
изойдетЪ 

Ау  или  А(сх )  ~  сх  Ах, 
какЪ  то  и  прежде  сего  мы  непосредственно  натли  (ч.  5С). 

И  естьли  при   положеніи   а  — ~  е  ,   63'депіЪ   р  ~  их  >   такЪ  что 
утепх,  гдЪ  п  постоянное  количество,  то  произойдетЪ 
Ау  или  А(епх)  г=  епхА  (их)  =  пепхах. 
Пусть  у~ее  ;  положи  ехтр,  будетЪ  у — ,  и  потому 

Ау—^Ар~:еХА(сх)—ееХехАх.         .  ' 


х 


Пусть  ехце  у  ~  щ  будетЪ 

е     х       в  х  -  1, 

ее  ее 
-Ау  ~це  А(  с  )  ~с  е  Iх А*. 
И  такЪ  дал'Ье. 

(Оіі    ПодобнымЪ   образомЪ  найдется  дифференціалЪ   и  такихЪ 
неопределенно -степенныхЪ  функцДй  ,  вЪ  коихЪ  возвышаемое  количе- 
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ство  есть  самое  переменное  количество  или  функція  онаго,  какЪ 
и  рі ,  гдЪ  р  и  4  суть    функціи  перемІЬннаго  количества  х. 
Пусть  у~р^;  взявЪ  логариемы,.  получишь 

потомЪ,  по  взятіи  дифференнДаловЪ,  произойдетЪ  (ч.  44-  и  67) 

&  =  ц  ісоь.  р  \  чл  ( и& р  )  —  ц  іоК.р  \-  А 

У  2  '  - 

и  оттуда  найдется  . 

іущлщ  Щрй  )  ~  уЦ  Іощ  р  ф  у  ~  рп  Щ  1о°;.  р  +  <1рЧ~~гАр, 
то  есть,  дисрференціалЪ  состоитЪ  изЪ  двухЪ  ѵастей  ,  изЪ  коихЪ 
одна  получается  по  правилу  предЪ  симЪ  токмо  изЪясненному  , 
почитая  возвышаемое  количество  постояннымЪ,  а  другая  опре- 
деляется по  правилу  для  степеней  предложенному  (ч.  52  или  58), 
почитая  указателя  за  постоянное  количество. 

КЪ  тому  же  заключенію  достигнуть   можно  и  такимЪ  обра< 

зомЪ: 

Поелику  известно,,  что  у  те^°ё-У ,  то  поставивЪ   вмЪсто  Іо%.  у 
^  Іо&.рг  получишь 

и:  потому  произойдетЪ  (ч.  56) 

Ау  =  с*ирЩн,р)  —  рч     іо&.  р  +  іЩ)  (ч.  4.4  и  67) 

и:  ра  Ау  Іо&.р  +  с^^Ар. 


г 


Пусть  у~рч  ,  гдЪ       .7  и  г  суть  функпш  количества  х;  поло- 
жи дг  ~  г,  будетЪ  )/  — |)г  ,  и  потому 

Ау—р*А%,  Іо$.р      г.р%~л  Ар\ 
и  какЪ  уравненіе  г  іг_  лГ  даетЪ 

/2г  ~  #г 4г  1о&.%  Н-  Щг~~  1Ас{г 
то  произойдетЪ 

а  _  Р  ' 

куда  поставивЪ  вмЬсто   ~. — дг ,  напослЬдокЪ  получится 

йр 
ѣ 


аг  г                               т&ц  Іо§.р    .  Ар\ 
Ау  —  р^  (Аг  Іо%.  р  Іо&.  у  +  !--  ;.■ 


И  такЪ  далЬе. 


(62.)  КЪ  поясненію  сихЪ  правилЪ  предложимЪ  здЪсь  некоторые 
яримЪры. 

і)  ПримЪры  на  правило,  произведенное  изЪ  формулы  у~1о&.$ 
(ч.  57). 

і.  Пусть  у  ~  Іо&.  (т  ■+-  х2);  будетЪ  посему  правилу 

і  +  х2  і  +  х2" 


II.  Пусть  у  —  /од-  _  ;  поелику  Іо%.      1  —  —  /оі-Уі — х% 

Уі  — л2  Уі  —  я2 

жіо  будетЪ 


д  __• — йУ  і  —  х2  хйх 


Уі  —  х2 


1-Х 


2 


III.  Пусть-  у  — 10#.  — —       ;  будетЪ 

Ѵі  +  х2  .  1 

 ІХ  Х#Х  (2х' 

X        і-)-х2  х(і-)-х2)" 


IV.  Пусть  у—.1о%.  (х  -(-  У  в  --р-х2);  будетЪ 
.   сіх  -+-  йѴ  1  Н-  х2   йхУ  і  -+- х2н-х<іх   


х+Уі-+-х2      ~~  (х^Уі+х2)Уі+х2 


V.  Пусть  у~—^_Іо&.  (хУ  —  і  -+-Уі  —  л-2);  положи  »у —  і  ~~ 
У  — і 


будетЪ  у  —  -=        («  +  у  1  Н-  *2),  и  потому 
У— і 

—      і  д.%    йхѴ  - —  г    йх 


У  —  і  Уі-|-22       У— і  Уі  —  х2        У  1-Х2 

VI.  Пусть  у  ~  Іо&.  (а      х)  (Ъ      х)  (<?  —  х);  будетЪ 
^    сіх     ,     йх  йх  . 


а-Ьх    1    о+х       с — х 
VII.  Пуст»  у~\  Щ.  1±5-  будетЪ 

I    X5 

—  х  Ах  д-    СІХ    сіх 

21-4-х    '    2  і—х-         I  —  X2*" 


VIII.  Пусть  у  —  і  /^/'-і  *2+*.  ;  будетЪ 
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Нлк,  поелику  ^^Х*  —  (у7Т^Т  ,ѵ)% 

/ 1'4-*2— а;       (Уі+х2—  хХѵ'і-{-х2-Ьх) 

будетЪ 

у  ~  |  /о^.  (Уі  -і-  х2      л-)2  —  Іо&.  (У  і  -)-  х2  -\~  х),  к  потому 

&у  —   йх 

Ѵі-і-х2-\~х  Ѵі-\-х2 


IX.  Пусть  у  =г  ІоК.  ^'+х4-Ѵі  будетЪ 
/і-+-х— /і  — х* 

—  а(У  і  +^+т/і-ж)      с?    -\-х-ѵ  і—х) 

Ѵі+Х-±-Ѵі  —X  Ѵі^-х-Ѵі—  X 
  АхѴі  ~'.«  —  йяУі-Нс       гіхУі  —  х-Н^хУі 


аУг— ^^'(/іН-я-Н-Уі— Л)  2Уі-Х2(Уі-4-Х— У-І-х) 

.  ~іх{Ѵі  -гх— Уі—х)2— йх(Ѵі  -ь'х+У) — х)2   ■ —  <іх 


4хУі—  хг  .  хѴі—  хл 

Или,  поелику  ^Н^+У^  _  будетЪ 
У  і+х — У  1-х  х 

у  ~  Іо%.(-і-  —  ф  и  потому 

^    С?Х  йх '       _і-+-Уі—  X2   іхУі— х2 — с!х    СІХ 

"  х2  х  ж[і-{-Ѵ  і—х2)Ѵ  1-х2  хУі-х2 

X.  Пусть  у  ~  х/о^.  х;  будетЪ 
іу~-  Ах  Іор  х  ■+-         ■^-(іх  Іо%.  х±4х. 

х 

XI.  .  Пусть  у  —  хш  1о%.  х —  — хт;  будетЪ 

т 

Ау  ~  тх  ™—іЛх  Іо&.  х  +  #т$±  —  х™- Чх  ~  тхт~1Ах  Іо&.х. 

X 

XII.  Пусть  у  ~  хп        х)Ц ;  будетЪ 
Лу~тх™—*Ах  (Іо&.  х)ъ-\-  п№  (Іог.  х)п~г 

X 

~  а;771—1  (т(1о&.  г)«  -+-  я  (/с,?.  х)і1— 1 
2)  Примеры   на  правило,  произведенное  изЪ  формулЪ  у  ~  <?  ^ 
*  у>~рй  (ч.  бо  и  6і). 

I.  Пусть  у~ехр;  будетЪ  по  сему  правилу 

П.  Пусть  ;~^х";  будетЪ 

Лу  —  г^йх^-і  </х  н-  е*хп4х  ~  с*  Ах  (пхп— 1  4  лгп). 


ИТ.  Пусть  у~гх(х — і);  будегоЪ 

Ну  ~  сх  хЛх. 

IV.  Пусть  у'~  ех  (х2  —  &х  +  а);  будетЪ 
ііу  ~  ех х2Лх 

V.  Пусть  у  —  іх^х3' — Зх2  -+-  6х — 6);  будетЪ 
Іу  ~  е*  хЧх. 

ИзЪ  сихЪ  примЪровЪ  явствуетЪ  ,  что  здЪсь  ,  какЪ  И  вЪ  елу- 
чаЪ  алгебраическихЪ  фуикцій,  когда  у  есть  какая  нибудь  логариѳми- 
ческая  или  неопредЪленно-степенкая  функцш  количества  х,  то  всегда 

бываетЪ  и  предЪлЪ  СІу.  такЪ  же  некоторая  функнДя  того  лее  самаго 

сіх 

количества  ,ѵ. 

II.    О  диффвренціалахЪ   тригонометриѵескихЪ  функцій. 

(63.)  Во  первыхЪ  пусть  у^2$~ш.х,  гдіэ  х  какая  ниес'ть  Дуга  АМЧерт, 

круга,  описаннаго  радіусомЪ  САгі:і,и  у  ея   синусЪ  РМ.  ПридадимЪ 

ДугЬ  АМ  ~  х   приращеніе  МК  ~  Ах,  такЪ  чтобы  оная  СдЪлалась  АМ 

!^  ОН  +  Д*  I  отЪ  чего   и  синусЪ   РМ  ~  у   получипіЪ  прйраіцейіе  Ау  и 

сделается 

С^М  ~  у  гН  Ау  —  ііп.(х  -+-  Ах)~5'П.Х  С05.  Дх  4"  С0Я  х  ш.  ДХ. 

Откуда,  по  отнятіи  прежней  его  величины,  получится  йрира- 
щеніе  синуса  у. 

ДУ~  Ш'  X  (С05,  АХ  —  і)        С05.  X  ІІН,  Дх, 

и  по  раздЪленіи  на  Дх  ,  найдется  отношеніё   приращеній  сийуса  у  и 
дуги  X 

ДУ  :.  57  П.  АХ  '        .    /I  СО^.ДХѵ 

г-~~  СО^".  X—  — -51П.Х1  )- 

ДХ  ДХ  \       Ах  ' 

Й  какЪ  ііп*  Ах2  ~  і  —  со$<  Ах2  ~  (і  -)-  со/-  Дх)  (і  — =  со$.  Дх),  то  бу- 
двшЪ  і  —  ™,  Дх  —  —  %т.  Ах  —^к.  Дх  Аго*,  і  Дх, 

І+С05.  Дх  2  СОІ.  -*  ^Х2 

й  потому  преднаписанноё  отношеніё  сделается 

&^е6&&?"  іЫ.х  іаЧ%  ДхІІ^— :  (т.х  —  ин.х  &яі;'Ш)  — — 

Дх  Дх  дх  4  Дх  * 

Но  поелику         Дх      Дх  <^  1яН&  Дх  ,  то  ЯвствуетЪ,  что    5т"  Азг 

Дх 

<^  і,  а  Ь>  5гп'  Дх    С~соз.Ах)*   то  есть  когда  проведемЪ  прямую  N0 

іап^.Аоё 

дерпендикулярную  кЪ  СМ,  то  будетЪ  ц  СМ*  а  >>  СО,    Явно  же 

Дх 

С*мо  собою,  что,  по  мЬрЬ  уменьшенія  МЫ~Дх,  СО  ~  со$.  Дх  прибли- 
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жаться  станетЪ  кЪ  радіусу  СМ  ~  і  ,  и  при  томЪ  іпакЪ,  что  раз- 
ность между  ими  СМ  —  СО  ~  МО  можегпЪ  сделаться  меньше  всякой 
по  произволенію  данной  величины.  Ибо  пусть  оная  величина  ~  Б  ; 
взявЪ  М/<^Б,  поставь  изЪ  точки  /'  на  СМ  перпендикулярную  прямую 
іЬ  до  пресюченія  сЪ  дугою  МN  вЪ  шочкЬ  Ъ;  потомЪ  чрезЪ  раздіэле- 
ніе  дуги  МЫ  пополамЪ  сдЬлавЪ  Ми  <^  МЬ ,  опусти  изЪ  точки  п  на 
СМ  перпендикулярную  прямую  по;  и  будетЪ  разность  СМ  —  Со( — Мо) 

<^  М/  и  тЬмЪ    паче  <^  В.     ИзЪ  чего  слЬдуешЪ  ,   что  опшошеніе-Г1 Ах 

Ах  2 

гакЪ  содержащееся  между  СО  ~  соз.  Дх  и  СМШі,  такимЪ  же  образомЪ 
кЪ  радіусу  СМ  —  і  приближаться  станетЪ  ,  и  потому  оный  радіусЪ 
СМ  ~  і    будетЪ   иредЬлЪ  того    отноніенія  —і^*.     СверхЪ   сего  иа- 

Ах 

ходимЪ,  что  вЪ  тоже  время  и  количество  со$.  х  —  ш.  х  Іап&.  \  Дх  кЪ 
С05.  х  приближаться  станетЪ,  такЪ  что  разность  между  ими  можетЪ 
сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины.  Ибо 
пусть  оная  величина  ШБ,  и  пусть  проведена  касательная  МК  до 
пресЪченія  сЪ  продолженнымЪ  радіусомЪ  СГ\Г  вЪ  точкЪ  К;  взявЪ  М&<^В, 
проведи"  изЪ  центра  С  чрезЪ  точку  к  прямую'  С#,  пресЬкающую  дугу 
МЫ  вЪ  точкЬ  Ъ;  потомЪ  чрезЪ  раздоленіе  дуги  МЫ  пополамЪ  сдолавЪ 
Мп  <^  МЬ,  проведи  изЪ  центра  С  чрезЪ  точку  и  прямую  Сг  до  пресЪ- 
ченія  касательной  МК  вЪ  точкЪ  г;  и  будетЪ  Мг  <^  Мк  и  тЬмЪ  паче 
<^  В.     И  такЪ,'  по  щЪрѢ  уменьшенія  МЫ  ~  Дх,  МК  ~  Гап^.  Дх  можетЪ 

сдЬлаться   меньше  _  — — ,  и  следовательно   тЬмЪ   паче  можетЪ  сдЬ- 

$іп.  X 

латься  іап^.  |  Лх  <^  ;  чего  ради  сдЪлается  и  ѵ.п.  х  іап^.  \  Дх  <^  Б,  и 

,  $Іа.  X  '  ... 

потому  соу.  х  будетЪ  предЬлЪ  количества  С05.  х  —  ііп.  х  іап^.  §  Дх.  ИзЪ 
чего,  вЪ  слодствіе  алгебраическихЪ  началЪ  ѳеоріи  предЪловЪ  ,  заклю- 
чаемЪ  ,  что  со$.  х  и  (  и  соі.  х  )  будетЪ  предЬлЪ  произведенія 
(со$.  х  —  $}п.  х  іап&.  1  Дх)  —  _  *  (ч.  33),  и  слЪдовательно  такЪ  же  равна- 

Ах  4 
АУ 

то  оному  отношенія  -  •  но  сего  самаго  отношенія  ,  по  принятому 
нами  знакоположенію,  предЪлЪ  есть,  и  &  (ч.  14),  чего  ради,  вЪ  след- 
ствие перваго  изЪ  двухЪ  главныхЪ  началЪ  той  же  ѳеоріи  предоловЪ  , 
•нааослЬдокЪ  имеемЪ 

^=:сш.  х, 


V 
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и  потому 

Ау  или  А  (ііи.  х)  ~  Ах  С05.  х, 
то  есть,  дифференціалЪ  синуса  какой  ниесть  дуги  равняется  диф- 
ференціалу  сей  дуги,  умноженному  на  ея  косинусЪ. 

(64-)  Пусть  теперь/—  со$.  х,  гдЪ  х  какая  ниесть  ду  га  АМ  круга,  опи- 
саннаго  радіусомЪ  СА— і,и  у  ея  косинусЪ  СР.  ПридадимЪ  дугЬ  АМ — у 
прираіценіе  ММ  ~  Дх,  такЪ  что  бы  оная  сдЬлалась  АЫ  ~  л:  -4*  Ах;  отЪ 
чего  и  косинусЪ  СР  ~  у  получитЪ  приращеніе  Ду  (ч.  4-)  >  и  сдіэлается 
С()  ~  у  -Н  Ду  ■—  сои  (х  Да;)  —  со$.  х  со$.  Ах  —  ш.  х  $\гі.  Да;. 
Откуда,  по  отняіти  прежней  его  величины,  получится  прира- 
щеніе  косинуса  у 

ДУ  ~  Ш.  X  (.  05.  АХ         і)   МП.  X  %Щ.  АХу 

и  по  раздЬленіи  на  Да:,  найдется  отношеніе  прираніеній  косинуса  у  и 
дуги  х 

±у  м.х  !^**  соі.х 

Ах  Ах  V       дх  /■* 

которое  чрезЪ  то  же  самое  преобразованіе,  каковое  учинено  вЪ  предЪ- 
идущемЪ  случаЪ,  сделается 

—  (ііп.  х  +  т.  х        I  ДаЛ  Аг- 

Дх  /      Дх  ' 

почему  разеуждая  подобнымЪ  образомЪ ,  какЪ  разеуждали  вЪ  оно'мЪ 
предЪидущемЪ  случаЬ,  напослЪдокЪ  получимЪ 

йх 

и  потому 

Ау  или  А  (со*.  х)  -И  —  Ах  $'т.  х, 
то  есть,  дйфференціалЪ  косинуса  какой  ниесть  дуги  равняется 
отрицательному    дифференціалу  сей    дуги ,  умноженному  на  ея 
синусЪ. 

ВЪ  прочемЪ,  кЪ  тому  же  самому  заключенію  достигнуть  мож- 
но посредствомЪ  доказаннаго  о  дифференціалЬ  синуса  какой-  ниесть 
дуги,  а  именно  такЪ: 

Поелику  со*,  х  ~  т.  (§  яг  —  ос) ,  гд Ь  71    полуокружность  круга  , 
коего  радіусЪ  ~  і,  то  будетЪ 

Ау  или  А  (со;.  х)  —  А  ($іп.  (I  я  —  а;)); 
и  какЪ  по  доказанному  вЪ  предЪидущемЪ  членЬ 
А(з'т.  (|  я  —  а;))  ~  А  (§  яг  —  х)  со$.  (\тг  —  х)> 

8 


I 


—  58  — 

то,  по  причинЪ  что  Щ  ж — а)г~  — Лх  (ч4  43)  и  ш.(|тг — х)~т.  х,  будетЪ 
Лу  или  Л  (ст.  гг)  ~  —  Лх  $':п.  х. 
(65.)    ПослЪ  сего  дифференцДалы  всЬхЪ  прочихЪ  тригонометрй- 
ческихЪ   функцій  по  предложеннымЪ   вЪ  III  главЬ  правиламЪ  весьма 
удобно  найдутся. 

і)  Пусть  у~Тап&.  х;  поелику  іап&.  х  ~  то  будетЪ  . 

СО?,  х' 

Лу  ИЛИ  Л  х)  —  й(*іп-х)со*.х~й(сов.х):іті.х  (ч  ^у. 

и  какЪ  Л  ($'іп.  х)  П  Лх  соі.  х  (ч.  63)  и  Л{сш.  х)  ~  —  Лх  йп.  х  (ч.  б4)>  то 
произойдешь 

л>  или  Л  (ШЬ  х)  ~  **  3*"»^*? 

со$.  л2  со;,  х2 

нхо  есть,  дифференціалЪ  тангенса  дуги  равняется  дифференціалу 
сея  дуги,  разделенному  на  квадратЪ  ея  косинуса  3  или  все 
то  яіву  умноженному  на  квадратЪ  ея  секанса. 


2)  Пусть  теперь  у  —  сеі.  х;  поелику  сот.  х —    '^—  >   то  будетЪ 
Лу  ИЛИ  Л  {сои  х)  г±  Л(са?.  х)  »п.«-Д(5т.х)  со*,  х 

куда  поставивЪ  вмЬсто  Л(ст.  х)  ~  —  Лх  ш.  х    и  вмЬсто  Л  («я.  х) 
й'х  л»,  х,  получишь 

Лу  или  к)  —  -**«*•**-**«>*■**  -±-~^я 

ІІП.  X2  $іп.  X29 

то  есть,  дифференціалЪ  котангенса  дуги  равняется  отрицатель- 
ному дифференціалу  сея  дуги,  разделенному  на  квадратЪ  ея  си- 
нуса, или  все  тоже,  умноженному  на  квадратЪ  ея  косеканса. 
КЪ  тому  же  заключенію  достигнемЪ   и  такимЪ  образомЪ; 

Поелику  іап&.  х  сот.  х~і,  то  будетЪ  соі.  х~  . — !_ — ,  и  потому 

Іап%.  х 

*      Лу  ИЛИ  Л  (С  ОТ.  X)  ~  ^  — °— ^  . —  _ —  я 

Тап§.  х2           Іап§.  х2  сов.  х2  %іп.  х2 

3)  Пусть  у~$гс.  х;  поелику  мс.  х  ~  — —  то  будетЪ 

-  С05.  Х? 

Лу  или  лиег.  х)  ~  — >-  '  —   ~  ях.  /йя#.  х  и'с.  х. 

'  С0%.  X2  СОУ.  X2 


Или,  поелику  $сс.  я;  иг"]/1  -4-- Л;2,  будетЪ 

2/-ап^.  х  ді(іап%.  х)   сіх  ?ап.&.  х  '        гіх  1ап%.  х 

Лу  или         х)  —  2~====г -  —    со.  х2  —  — 0--^- 

~  л"х  &г»|;.  х  і^.  х. 
4-)  Пусть  потомЪ  у  ^  сшс*      поелику         х  ~  -^— —  >то  будегоЪ 


і 
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'  ду  или  /7  (/ояг.  л;)  ~  і  -і-  —  — ;  __  —  ах  соі.  х  созес.  х. 


ЯП.  Х^  5271.  X' 


Или,  поелику  созес.  х  ~  Уі  +       #2»  будетЪ 

,  ч        Т    2  соі.хд.  (соі.  х)  • — ■  йх  сои  яг.  д.х  соі.  х 

Ау  или  А(созег.х)  ~  |  —        ѵ       ;  —  :  —  — -  —  • 

4  соЬх*1  яп.  х*- со$ес.  х  $гп.  х 

— ;  —  Ах  соі.  х  созес  X. 

5)  Пусть  у  ~  з'т.  <ѵ.  х;  поелику  зіп.  ѵ.  х  ПИ  і  —  соз.  х ,  пго  будетЪ 
Ау  или  А{з'т.  ѵ.х)  ~  —  4(соз.  х)  ~  Ах  з'т.  х.  , 

6)  Пусть  наконецЪ  у  ~  соз.  ѵ.х;  поелику  соз.  ѵ.х  ±:  і  — з'т.  х,  те 
будетЪ 

Ау  или  А^соз.ѵ.х)  —  —  А(з'т.  х)  ~2_ —  Ах  соз.  х. 

ИзЪ  сихЪ  послЪднихЪ  четырехЪ  формулЪ ,  подобно  какЪ  и  изЪ 
первыхЪ  ,  всякой  удобно  самЪ  произвести  можетЪ  представляемое 
каждою  изЪ  нихЪ  правило, 

(66.)  ДоселЬ  мы  взирали  на  синусЪ,  косинусЪ,  тангенсЪ,  когпан- 
генсЪ  и  проч.  какой  ниесть  дуги,  какЪ  на  функціи  сея  дуги  (ч.  а),  по- 
елику оныя  тригонометрическія  линіи,  какЪ  то  извЬстно,  отЪ  измпне- 
нія  ея  сами  изменяются;  но  по  той  же  причинЬ  ,  мы  можемЪ 
почитать  дугу  сію  за  функцію  ея  синуса,  косинуса,  тангенса,  котан» 
генса  и  проч.;  и  вЪ  такомЪ  случаЬ  уравненія 

у  ~  з'т.  х,  у      соз.  х,  у  ~         х,  у  ~  соі.  х  и  проч. 
примутЪ  слодующій,  вЪ  прочемЪ  тожественный,  видЪ: 

х~  А.  з'т.  у,  х  ~  А.  соз.  у,  х  ПГ  К.  іап^і  у,  х  ~  А.  соі.  у  и  проч. ; 
почему  сыщемЪ  теперь  дифференциалы  оноіі  дуги  х  вЪ  сихЪ  различ- 
ныхЪ  ея  видахЪ,  круговыми  функціями  обыкновенно  называемыхЪ. 
КЪ  сему  мы  весьма  удобно  достигнемЪ  помощію  тЬхЪ  же  самыхЪ 
ураЕненій,  которыя  вЪ  послЬднихЪ  трехЪ  членахЪ  найдены  нами  для 
опредЬленія  дифференціаловЪ  тригонометрическихЪ  линій  ,  какЪ 
изЪ  слЬдующаго  явствуетЪ. 

і)  уравненіе  Ау  или  А(з'т.  х)  ~  Ах  соз.  х,   какЪ  произшедшее  изЪ 

у  ~  з'т  ху    кое    даетЪ   соз.  х  ~        —  у2,  чрезЪ  постановленіё  сей 
величины  вмЪсто  соз.  х   сделается  Ау  —  Ах~]/і » — -у2;  откуда  получится 
Ах  или  Д*(А.  з'т.  у)~  — — — 

то  есть,  дифференціалЪ  дуги  равняется  дифференціалу  ея  сину- 
са, разделенному  на  косинусЪ. 
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з)  уравнение  Ау  или  А(со$.  х)~  —  Ах  зім.  ху  какЪ  произшедшее  изЪ 
у~со$.  X)  кое  даетЪ  ш.  хггУі — у2,  чрезЪ  посіпановленіе  сей  вели- 
чины вмЬсто  &ІП.  Х  сдЬлается^уШ —  йх       — у1;  откуда  получится 


Ах  или  А(А.  со$.  у)  ~ — - 


іу 


то  есть,  дифференціалЪ  дуги  равняется  отрицательному  диф- 
ференціалу  ея  косинуса,  разділенноліу  на  синусЪ. 

3)  Ѵравненіе  Ну  или  А(іап&.  х\  ~  — Ах    ,  какЪ    произшедшее  изЪ 

'  _  С05.  X2 

у  ~~  іап&.  ху  кое  даеніЪ  у2  соі.  х2  ~  ип.  х&  ~і  —  со$.  х2,  и  оттуда  со$.  х2  Ш 
_^      ,  чрезЪ  постановленіе   сей  величины    вмЬсто  соі.  х2  сделается 

т-\-у2 

Ау  ~  Ах  (і  -{-  у2);  откуда  получится 

Ах  или  А  (А.  іапі.  у)  —  ' ,  '^.  ' 

Н-.У2  - 

то  есиіь,  дифференціалЪ  дуги  равняется  дифференціалу  ея  тан- 
генса,  разделенному  на  квадратЪ  секанса. 

4)  Уравненіе  Ау  или  А(соі.  х)  ~  ЛІ^І^-  ,  какЪ  произшедшее  изЪ 


51П.  X 


у — соі.  х%  кое  даетЪ  у2  ш.  х2 — сох*  х2     і  — $іп.х2,  и  оттуда  йп.х2~-    *  — ^ 

чрезЪ  постановлен!  е  сей  величины  вмЬсто  ш,  #а  сдЬлаешся  йуЩ: 
-— (^+.У2)}  откуда  получится 

Ах  или  Л(А.  <70/-.  у)  — 

то  есть,  дифференціалЪ  дуги  равняется  отрицательному  диф~ 
ференціалу  ея  котангенса,  разделенному  на  квадратЪ  косеканса. 

6)  Уравненіе  Ау  или  А($сс.  х)  ~  Ах  іап%~  х  ш- х>  какЪ  произшедшее 

изЪ  у  ^ш.х,  кое  даетЪ  у2  ~  і  1ап&.  х2  ,  и  оттуда  іап&.  х~~\/у2 — і, 
чрезЪ  постановленіе  сей  величины  вмЬсто   іап%.  х  и  у    вмЬсто  ш.  х 

сдЬлается  Ау  ~  уАх~\/у2  —  і ;.  откуда,  получится 

Ах  или  Л(А.  ш.  у)  щ  —  ѵ 

уУу2 — і 

6)  Уравнение  Ау  ялн  А(со$ес.  х)  ~  —  со?,  х  лшг.  ху  какЪ  произшед- 
шее изЪ  у^-б^а.  я;,,  кое  даетЪ  ^ціісо/.  х2,  и  оттуда  соі.  хггѴу2 — Зг 
чрезЪ  ностановленіе  сей  величины   вмЬсто   соі.  х  и  у  вмЬсто  соне,  X 

сдЬлается  Ау~  — уАхУу2 — і;  откуда  получится 


бі  - 


Ах  или  А'к.сош.  у)— 


Ну 


у)  уравнение  Ау  или  (\(і\п.  ах)г:^  ііп.  х,  какЪ  произшедшее  изЪ 
у  2^.Ш.  ѵ.Хі  кое  даетЪ  ѵ  Т~  і — т.  х,  и  оттуда  ш.  х  Щ  і — у  и  ми.  х 
~ — )А  —  (і — у2)2  ~  Ѵ2-У  —  чРезЪ  посшановленіе  сей  величины  вмЬ- 
сто  ш.  я  сделается  Ау  ~АхУо.у —  у7;  откуда  получится 


Ах  или  А(А.  5Іп.  ѵ.  у)  : 


Ау 


Уіу — у2 

8)  НаконепЪ  уравненіе  Ау  или  А(со$.  го.  х)  ~  — Их  сох.  х,какЪ  произ- 
шедшее  изЪ  у  ~  со$.  ѵ.  х,  кое  даетЬ  уСШі — йп.  х,  и  оттуда  $іп.  х — :і  —  у 

и  ю$.  х  ~  Ух  ( — 1 — У2  /  ~  У 2-у — 'У2?  чрезЪ  .постановленіе  сей  величины 

вмЬсто  со$.  х  сдЪлается  Ау  —  — 4хУ%у —  у2;  откуда  получится 

Лхили  А(А.  соі.  ѵ.у) — —  —  . 

у2у  у2- 

ИзЪ  сихЪ  послЪднихЪ  чешырехЪ  формулЪ  произходятЪ  прави- 
ла, кои  всякой  удобно  самЪ  произвести  можетЪ. 

КЪ  тЪмЪ  же  самымЪ  заключеніямЪ  мы  достигнуть  можемЪ  по- 
средствомЪ  одной  токмо  первой  изЪ  сихЪ  формулЪ,  то  есть  посред- 

ствомЪ  формулы  Ах  или  А{  А.  ііпі  У  )  І~  .    *у    ,  какЪ  изЪ  слЪдующаго 

У  і  — уг 

явствуетЪ. 

Мы  замЪтимЪ  сперва^  что  формула  сія  равно  имоетЪ  мЬсто, 
естьли  у  будетЪ  и  какая  ниесть  функція  какого  нибудь  перемЬннаго 
количества  х,  лишь  бы  только  оная  величиною  своею  не  превосходила 
15  потомЪ  ,  согласно  сЪ  знакоположеніемЪ,  доселЬ  нами  употребляе- 
мымЪ  ,  означивЪ  синусЪ  дуги  вмЬсто  у  буквою  х,  мы  находимЪ  ,  что 
изЪ  уравненія  у~А-  ііп,  х,  произойдете 

7    сіх 

У  г  —  х2 

Пусть  теперь  у — ;А.  соі.  х;  поелику  уравненіе    сіе  показываетЪ  , 

что  со!.у~х,  то  будетЪ  $іп.  у~Уі — х2,  и  потому  у~А.!Пі.уі — х2; 
чего  ради  вЪ  слЪдствіе  предЪидуіцей  формулы  будетЪ 

Ау  — ^С"^1^"*2)   — хйх    —  йх 

х  хУі  —  х2         У\  — .  х2 

Пусть  у~А  /дя^.х;  поелику  уравненіе  сіе  показываетЪ,  что 

У  ~Ху  то  будетЪ  $'т.  у  ~    х       и  со*,  у  —     1 — ,    и  потому 

Ѵг  ~і-х2  Ѵі-+-х2 


у  "А.  5і  ы. — _ — или  у  —  А.  со$. 


Ѵі~{-х2  Ѵі-\-х2' 
ИзЪ  перваго  уравненія  вЪ  слЬдствіе  первой  формулы  произойдешь 
Лу—М  *  \.  I  <1х(і+х2)-х2йх,  і  ах 

ИзЪ  вшорагв  же  уравнения   вЪ  слЬдствіе  формулы,  найденной 
иредЪ  симЪ  для  ^(А.  <го$.  х),  получится 

^  —  —  ц     *     \ .     *  _ __   '***■■*.    «  гі* 

то  же  что  и  прежде,  какЪ    свойство  самой  вещи  требуетЪ. 

Пусть  еще  у~А.еоі.  х  \  поелику  сіе  уравненіе  показываетЪ , 
что  соі.у~ху  то  будетЪ  іап^.  у  ~~— ,  и  потому  у  —  А.  іап&.  _ ;  чего  ради 

вЪ  слЬдствіе  формулы,  найденной  предЪ  симЪ  для  ^(А.  іап^.  х) ,  полу- 
чится 

Пусть  у  ~  А.  ыс.  х  ;  поелику  сіе   уравненіе  показываетЪ  ,  что 
йс: у~их7  то  будетЪ     1  .  ~х  и  оттуда  сов.  у~Т ,  и  потому  у~А.?0.г.  і.  ; 

С05.  _у  Я  X  ■* 

чего  ради  вЪ  слЪдствіе  формулы ,  найденной  для  іі  (А.  со;,  х)  ,  полу- 
чится 

Ах 


хѴх2  1 

Или  поелику  $сс  у  ~  х  ,  то  будетЪ  і  +  іап&.  у7  ~  х2^  и  оттуда 


іап^.  у~-]/х2 —  і,  и  потому  у  ~  А.  іап&.  ~\/х2 —  і  ;  чего  ради  вЪ  слЬд- 
ствіе  формулы,  найденной  для  ^(А.  іап&.  х),  получится 

  хіх    іх 

у  —  <1(Ух*—і):  х2  —-—=  —  

'  х^у-х2—  і         хѴх2 —  і 

Пусть  еще  у  —  А.  ^о^с.  х;  поелику  сіе  уравиеніе  показываетЪ,  что 
сош.  у    ~  х,    то  будетЪ  .  1  -~"  х  и  оттуда  ті.у~-^~      и  потому 

уШ  А  $іп,         чего  ради  вЪ   елЪдствіе  первой    формулы  получится 

х  ) 


—  Ах 


У  хѴх2  —  г 

Или  поелику  еще,  у~  х  ,  то  будетЪ  і  +  сои  у5  =  х2    и  оттуда 
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сбі.  >'~  У*3 — 1)  и  потому  у  ~  А.  сб{.  ~\/х2 — і;  чего  ради  вЪ  слЬдствів 
формулы,  найденной  для  А(А.  соі.  х),  получится 


Ну  —  —  <і(Ух2 —  і):х: 


•  Х<ІХ    ІІХ 


X 


Ѵа-2 — "і  хѴх2 


Пусть  у  ~  А.  ііп.  і>.  х;  поелику  сіе  уравненіе  показываетЪ  ,  что 
Ш,  ѵ,  у  —  х,  то  будетЪ  і  —  сох,  у  т  х  и  оттуда  сох.  у  ~  і  —  х,  и  по- 
тому у~А.  сох.  (і — х);  чего  ради  вЪ  слЪдствіе  формулы,  найденной 
для  Л(А.  сох.  х),  получится  ' 


йу  —  —  Л(і  —  х):  Уі  —  (і  — х)3— - 


/  2ж  л2 , 

Пусть  наконецЪ  у  ~  А.  сох.  ѵ.  х  ;  поелику  сіе  уравненіе  показы- 
ваетЪ, что  сох.  ѵ.  у~х,  то  будетЪ  і — хіп.  у~х  и  оттуда  хіп.у~і — х-9 
и  потому  у— А.  хіп.  (і — х);  чего  ради  вЪ  слЬдствіе  первой  формулы 
получится 

Ау  —      —  х):Уі  —  (? —  х)3  — . 


Ѵіх  ~—  X2 

(67.)  КЪ  поясненію  всЬхЪ  сихЪ  правилЪ  предложимЪ  здЬсь  неко- 
торые примЪры. 

і)  ПримЬры  на  правила  ,  произведенныя  изЪ  формулЪ  у  п:  хіп.  X 
(ч.  63),  у  т  гох.  х  (ч.  64)   и  у  ^2  іап&.  х,  у      соі.  х  и  проч.  (ч.  65). 
I.  Пусть  у  ~  2  ііп.  х  сох.  х      хіп.  2х;  будетЪ 

Ау  ~  іА  {іІП.  X)  СОХ.  X  4-  2.Ѵ  (сОХ.  х)  ІЩ.  X  ~  2ІХ  СО*.  Х2-г2^Х  хіп.  Х2  ИГ  2/&  С01.  2Х, 

какЪ  и  прямо  уцхіп.іх  даетЪ 

Лу  И2  Л(2х)  СО/.  2  V  ~  2<ІХ  СО/.  2Х. 


II.  Пусть  у  —х/  1  —  соу-  х  ~  »»■  I  *;  будетЪ 

2 


V- 


С05.  X 


гѴо.  (і  —  сох.  х) 


13  какЪ  УгС  і — сох.  х)  ~  2ій.  |х  и  яя.  х      йхін.  \  х  сОх.Ъ  х,  то  будетЪ 

&у  —  %Ах  сох.  |  х, 
какЪ  и  прямо  у~$іп.  | 'х  даетЪ 

~ Х^  С0.$.  ^Х^з^Х  Сві.  I  X. 

Ш.  Пусть  у—/1  ±  со?-  х  —т.і  х;  будетЪ 
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іу :  — -   =  —  ~_  =  і  _  А" ~  —  \і%  т.  %і 


■  СІХ  /іп.  X 

Ѵ\  С1  "+"  со$-  а' а  С1  Г+-  СОХ.  я_) 

какЪ  и  прямо  у  ~  соз.  |  х  даешЪ 
Ау~ —  5  Ах  ип,  I X. 

IV.  Пусть  у  п:  я»,  их;  будегаЪ 
Ау  ~А(пх)  сои  пх~  пАх  сои  пх. 

V.  Пусть  у  ~  лм.  их;  будетЪ 

Ау  ~  —  А{пх)  $'т.  пх  ~  —  піх  Шш  пх. 

VI.  Пусть  у  ~  Ші  хп  ;  будетЪ 

Ау  з:  пА  (ип.  х)  ш.  хп~~1  ~  пАх  $'т.  хп~г  сои  х. 

VII.  Пусть  у  ~  сои  хп;  будетЪ 

Ну  ~  пА(сои  х)  сои  хп~~1  ~  —  пАх  ин.  х  сои  хп~~г. 

VIII.  Пусть  у  —  $';п.  хт  сои  хп;  будетЪ 
Ау  П  А(ші.  хт)  сои  хп+  А(сои  хп)  ип.  хт 

П:  тАх  ш,  хт~~г  сои  х71"4"1 —  пЛх  ип.  х"1^"1  сои  х"~~х 
Ш.  (тАх  сев.  х2  — :  пііх  ип.  х3)  ип,  х""^~1  сои,  хп  \ 

IX.  Пу сть  у  —  хт  ип,  хп ;  будегоЪ 

%  ~  тхп~ІАх  ип.  хп  +  пхт4х  ип.  хп~г  сои  х 
(тАх  ип.  х-\-  пхАх  сои  х)  х771"- 1  я'я.  хп  % 

X.  Пусть  у~  хт  сои  хп;  будетЪ 

Ау  ~  тхт~ІАх  сои  хп  —  пхпАх  йп.  х  сои  хп~ 1 
±-  (тАх  сои  х' —  пхАх  ши  х)  х7П~~1  сои  х 

XI.  Пусть  у  ~  іЫ.  Іо&.  —  •  будетЪ 

х  * 

4у  ~  А(1о&.  -і-)  сои  Іо&.  —  —  —  Л  сои  Іо&.  — , 

X  XXX 

XII.  Пусть  у~  соиІо&.  _*;  будетЪ 

х 

Ау  —  —  А(1о&.  1)  ип.  І0&  -—-  №.  '  ' 

X  X  X 

XIII.  Пусть  у  ~  е$іп- х;  будетЪ 
Ау  —  с*іп-  %іін.  х)      е5Іп"  х Ах  сои  х: 

XIV.  Пусть  у  —  еС05,х;  будетЪ 

п 


л — і 


ж 


С0$.  X 


сох. л;  ,  г        п  \  пе        Ах  $іп.  ос 


С-  — )— 

4      С05.  XI 


СОі.  X/  СОІ.  л2 


XV.    Пусть  у  ~  Іо&.  (і  —  У(і — с   »>•  *));  положи  с    »?»•  х—р,  бу« 

детЪ 

у~1о&.  (і — Уі — и  потому 


п. 


п 

$771.  Xх 


5771.  X 

4 у- —  <?р  _  ,  .  п*        іх  сох.  аг 

25.77ІЛ2(   I -.1^  ^І  — 

XVI.  Пусть  з'П^.х*"1-*;  будетЪ 

.  Ш  Ах  ш.х^пх  (ш.  х  Іот.  соз.х — —  Х  ). 

4  °  СОХ.  X  ' 

XVII.  Пусть  у  ~  іап&.  их™;  будетЪ 

™  Т  .   тпЛх  Тапе.  пхт — 1        тпЯхнп.пх™  — ' 1  „ 

іу  Г~:  яййвяг.  ях     Ч(іапг.  их)  —  2 — 5  ~  =-т-?  . 

°  4        ,         '  СОЗ.ПХ2  С05.ПХт~*~1 

XVIII.  Пусть  у~соі.  яхт;.  будетЪ 

.  т  ,  ѵ       — тпЛх  соі.  пхт — 1  —  тпйх  со$.пхт — 1 

ау  ~тсоі.  пх       а(соі.  их)  ~  :  ~  ;  ^ггл  » 

4  '  .   •     Х771.  ПХ2-  51 1Ъ.  ПХ1П^~1 

а)  ПримЪры  на  правила,  произведенныя  изЪ  формулЪ  ѵ — Аліп.х^ 
У^іА.са.х  и  проч.  (ч.  66). 

і.  Пусть  у  —  А.зіп.  2хУі — х2;  будетЪ 

.        Д(дасУІ^сД)   ^ЛхУТ^+х'йУТ^)  Д(<**СГ — х2)  —  х*Ах) 

~ѴІ^4х2~(^'х2~)       ~         *-.2*2  (і— гх2)/!^»2 

  ід.х 

ѴТ —  х2  9 


какЪ  то  и  быть  должен ствуетЪ;  ибо  такЪ  какЪ  их~}/і  —  х2  есть  синусЪ 
дуги  двукратной  той,  у  которой  %  есть  синусЪ,  такЪ  что  у— аА.  і/я.х, 
то  явно  ,  что 

ИСІХ 


Лу~ 


Ѵі—Х2 

I 


II.  Пусть  у  —  А.  т.  ТТГ^  будетЬ 


'I  Х2\2     ^ХСІХ  2Л       _  —  ІІЖ 


4У. — ^(і-нх2)-^1       (і -}••*=)  ?  " 

ДИ.  Пусть  у  ~  А.  ш.  т/.-  ~х;  будетЪ 

9 
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4у: 


V'      з     /   — іх        ,уі  +  і     йх 


Ѵі-і^  4/' 


2 
2Х 


IV.  Пусть  у~А.  7йй|;.  Т^г^з  ;  будетЪ 

  /•  2Х    \        I       4х2   аЛх  (і  Ч-  х2},  (і+«а)2         ас?*  , 

.  «У  —  «Ѵі  —хѴ"  1  "^(і-х2)2  — (Г-^х5)"5-' (і— х2)2  

V.  Пусшь  ^  —  А.  ^ди^.  т'Н-**— і.  положи  ^і+х2— -і  _ будеіпЪ 

я*  У  X 


 а  4-х2  —  аУз  Ч-  Ж2  _2  +  ^Д2' — аУі-Нс2  а(у'і-1-я3-0У'і~Ь*а) 


—  сіх      .   Их  гіх(Ѵі-+-х3 — і) 

ж  ар  І~  —  ■ — — о  —    .  - 

г     яѴі+я2.      х  эсѴн-*2 

_  ,  сір 

Откуда,  поелику  ау  ~  "^р^а>  получится 

д.х 

какЪ  то  и  быть  долженствуетЪ;  ибо  А.  &г?/&/І+х2~~г~  |  А,         х  (*). 

х 

VI.  Пусть  у  ~ :  <гА- «5  будетЪ 

Лх 

  .А.  Х2П.  х  I/  а    •„  ~.\  Л- 5гп- х  

ау~е         а[А$іп.х)  е 

ИзЪ  сихЪ  примЪровЪ  явствуетЪ,  что  здЬсь,  какЪ  и  вЪ  случаЪ 
яервыхЪ  функцій  ,  когда  у  есть  какая  нибудь  тригонометрическая 
или  круговая  функція  количества  х  >  то  всегда  бываетЪ  и  предЬлЪ 

такЪ  же  некоторая  функція  того  же  самаго  количеств!*  х. 


 Ѵі — со;,  а         і — со;,  а   і  —  со?.  « 

(*)  Сіе  явствуешЪ  изЪтого,  что  *ап§.  |  « —  —  ;    ■     =г=: — — _,  - 

уі+со?.<х     ѵі — со$.  а2 

====>  і'.е<».  а — і   хес.  а— -і      Уі-[-Гаи&.  а2 —  і 

■  5Іп.  а:  сох.  а  /агс# .  а  """""       *ап#.  * 


ПРИБАВЛЕНІЕ  К  Ъ  Шй  и  ІѴй  Г  Л  А  В  А  М  Ъ. 


О  сыскангн  дмфференціалов'5  фунщій  нелвныхд. 

(68.)  ДоселЬ  мы  разсмашривали  функціи  лвныя  ( ехріісііае ) , 
яіо  есть  такія,  вЪ  коихЪ  переменное  количество  у  само  по  себЪ  рав- 
няется выражению ,  составленному  изЪ  другаго  перемЬннаго  количе- 
ства х  и  Постоянных!»;  теперь  слЬдз'етЪ  разсмотрЪть  функціи  пе- 
нены я  (ітріісііае),  то  есть  такія,  кои  представляютЪ  намЪ  уравНе- 
иія  между  двумя  переменными  количествами  у  и  х,  гдЬ  хотя  и  знаемЪ, 
что  одно  изЪ  сихЪ  количествЪ,  какЪ  у ,  неминуемо  должно  изобра- 
зиться чрезЪ  другое  х  и  количества  постояиныя ,  вЪ  уравненіе  сіе 
входящія,  однако  видЪ  сего  изображенія  весьма  часто  бываетЪ  вовсе 
намЪ  не  извЬстенЪ. 

(6д.)  И  такЪ  пусть  дано  будетЪ  уравненіе 
■ф^ЪхуЪ-і  _[_  сх^уп-*-^  (?^-і_Ьуп-^-г-....4-/>— кх^гІ~б. 

Поелику  явно,  что  вЪ  семЪ  уравненіи  отЪ  измЬненія  количе- 
ства х  такЪ  же  и  у  будетЪ  изменяться  ;  то  слЬдуетЪ  изЪ  того  , 
что  у  есть  некоторая  функція  количества  х  (ч.  2  и  3  ;  и  какЪ  чле- 
ны сего  самаго  уравненія  составлены  изЪ  степеней  количествЪ  у  их 
и  произведений  изЪ  оныхЪ,  то  явствуетЪ,  что  каждой  изЪ  СихЪ  чле- 
новЪ,  кромо  послЬдняго  /,  какЪ  количества  постоянного  ,  есть  такЪ 
же  фуикцДя  того  же  самаго  количества  х;  чего  ради  наше  уравненіе 
есть  не  иное  что,  какЪ  сумма  функцій  одного  количества  х,  взаимно 
одна  другую  изтребляющихЪ ;  но  понеже  сіе  изтребленіе  не  иначе 
произойти  можетЪ,  какЪ  потому,  что  одни  члены  входятЪ  вЪ  сію 
сумму  со  знакомЪ  а  другія  со  знакомЪ — ;  то  явствуетЪ  ,  что  оную 
сумму  всегда  можно  будетЪ  раздЬлнть  на  двЬ  взаимно  равныя.  И  такЪ 
означивЪ  одну  чрезЪ  у,  а  другую  чрезЪ  X,  мы  будемЪ  имЬть 

У  =  х, 

гдЬ  вЪ  случаЬ  нашего  уравненія  будетЪ 

У  —  ау*  4-  сх2уп~2  +  ...,  +  ѢУП~1  +      +  Ь  4-  I, 

и  X     Ьхуп— 1  -Ь  4-./ХІ  4-  Ъхуп~й  +  ....  +  кх. 

Теперь  придадимЪ  количеству  х  приращеніе  Да; ,  такЪ  чтобй 
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оное  сделалось  х  Дх,  тогда,  какЪ  у  гпакЪ  и  X  ,  какЪ  функціи  сего 
количества  х,  получатЪ  приращенія  ду  и  ДХ ,  и  уравненіе  у~Х 
сделается 

у  +  ду  -=  х  +  дх. 

Откуда,  по  отнятіи  у  ~  X,  найдется 

ду  =  дх, 

х  по  раздЬленіи  на  Дл;,  получится 

ДУ  АХ 
Ах  Ах' 

ПошомЪ,  вЪ  слЬдствіе  ееоріи  предЪловЪ  и  принятаго  намизна- 
коположенія  (ч.  произойдешь 

сіУ  йх 

іх  сіх' 
и  потому  напослЪдокЪ  будешЪ 

лт  —  ііх  или     — ііх  —  о. 

Поелику  же  по  изЪяснеинымЪ  выше  правнламЪ  ДифференціаЛь- 
яаго  Изчисленія  имЬемЪ 

—  пауп—1(1у  -\-  2схуъ—2<іх  +  (й  —  2)  сх*уъ—1&у      (я  —  і)  ^уп—^іу 
гИ-  -+-Му 

и  ІХ^у^г*Щ^(п — і)Ъхуъ— ^у-\-....+п/хПі~'І(іх-{-Ьуп— а^х_|_(я_ <2.)Ъхуп~~3<Іу 

-}-  -\-кАх'г 

то  получимЪ 

пауп—гЛу  —  Ьу^—1Лх — (п — і)Ьхуп—аЛу  -\-  2схуп-~2гіх      (и — о,')сх2уп— З4у2  д 

— п/хп—1<1х-\-  (и — і)%уп— 2Лу — Ьуп—2/іх — (я  — ъ)Ьхуп— 3Ау-\~...^г<1у —  Ых 
то  есть,  для  сысканія  дифференціала  уравненія  между  двумя  пере- 
менными количествами,  надлежитЪ  взять  дифференціалЪ  каждаго 
его  ѵлена,  лоситая  одно  леремѣнное  количество  функціею  другаго, 
иизЪ  лрошедшихЪ  дифференціаловЪ,  какЪ  членовЪ,  составить  ло- 
средствомЪ  тЪхЪ  же  знаковЪ  подобное  данному  диффереціаль- 
ное  уравненіеу  которое  и  будетЪ  требуемый  дифференціалЪ. 

При  доказательство  сего  правила  мы  полагали  ,  что  одни  изЪ 
•членоЕЪ  даннаго  уравненія  суть  положительные,  а  другіе  отрицатель- 
ные; но  есгаьли  будутЪ  всЬ  члены,  содержащее  вЪ  себЬ  перемЬнныя 
количества  у  и  х,  положительные,  а  одинЪ  токмо  послЬдній  постоян- 
ный членЪ,  какЪ  Іу  отрицательный,  или  обратно;  то  вЪ  такомЪ  слу- 
чай, по  принятіи  количествомЪ  х  приращенія  Дх,  члены,  содержащее 
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вЪ  себЪ  у  и  х,  измѣнятся  гаакнмЪ  образомЪ,  что  сумма  ихЪ  пребу-* 
детЪ  шаже,  то  есть  равная  последнему  постоянному  члену  /;  поче- 
му приращеніе  сей  суммы  будетЪ  нуль.  Между  тЬмЪ  ,  поелику  сіе 
не  иначе  быть  можетЪ,  какЪ  потому  ,  что  одни  изЪ  членовЪ  полу- 
чаютЪ  приращенія,  а  другія  приемлютЪ  уменьшенія;  то  явствуетЪ, 
что  сія  сумма  паки  разделиться  можетЪ  на  двЪ,  изЪ  коихЪ  одна  по- 
лучаетЪ  приращеніе,  а  другая  приемлетЪ  равное  оному  уменьшение. 
И  такЪ,  означивЪ  одну  изЪ  сихЪ  суммЪ  чрезЪ  У  ,  а  другую  чрезЪ  X, 
мы  будемЪ  нмЬть,  взирая"  на  уменьшеніе  какЪ   на  приращеніе   (ч.  4-)> 

дУ  т  —  дх. 

Откуда  ,  разсуждая  какЪ  и  прежде,  напослЬдокЪ  получимЪ 
'  ЛУ~  —  <ІХ,  или  ^У  ^  сіХ  ~  с; 
и  потому  вЪ  семЪ  случай  достигнемЪ  кЪ  тому  же  заключенію,  како~ 
вое  и  изЪ  предЪидущаго  случая  произвели. 

Или  еще,  естьли  предпослЪдній  членЪ,  какЪ  кх,  будетЪ  отри- 
цательный, а  прочіе  всЬ  положительные,  или  обратно;  то  вЪ  такомЪ 
случаЬ,  по  принятіи  количествомЪ  х  приращенія  Дх  ,  одни  изЪ  чле- 
новЪ могутЪ  получить  прирагценія  ,  а  другія  принять  уменьшенія  , 
такЪ  что  однЪ  изЪ  оныхЪ  безЪ  другихЪ  равняться  будутЪ  прираще- 
нію  к&х  предпослЬдняго  члена  кх;  и  тогда,  разсуждая,  какЪ  разсужда- 
ли  вЪ  ономЪ  предЪидущемЪ  случай,  достигнемЪ  кЪ  тому  же  самому 
заключенію;  но  можетЪ  случиться ,  что  всЪ  члены  получатЪ  однЬ 
піокмо  приращенія,  такЪ  что  сумма  оныхЪ  приращеній  будетЪ  рав- 
няться приращенію  &Дх  предпослЬдияго  члена  кх  ;  тогда,  по  раздЪле- 
ніи  каждаго  изЪ  сихЪ  приращеній  на  Дх ,  будетЪ  сумма  отношеній 
всЬхЪ  оныхЪ  приращеній  кЪ  Дх  равна  постоянному  количеству  к;  и 
какЪ  сіе  не  иначе  быть  можетЪ  ,  какЪ  потому  ,  что  ОднЬ  изЪ  отно- 
шеній,  по  мпрЪ  уменьшенія  Дх,  гозрастаютЪ,  а  другія  убываютЪ;  то 
явсшвуетпЪ,  что  здЪсь  сумма  приращеній  можетЪ  разделиться  надЕЙ, 
изЪ  коихЪ  первая  даетЪ  сумму  отношеній  возрасшаюшихЪ  ,  а~другая 
сумму  отношеній  убывающихЪ,  кои  совокупно  составляютЪ  постоян- 
ное количество  к.  И  такЪ  означивЪ  одну  изЪ  сихЪ  суммЪ  чрезЪ  дУ» 
а  другую  чрезЪ  ДХ,  мы  будемЪ  имоть 

т~  Н  —  л. 

Дх    1  дх 

Откуда,  вЪ  слЬдствіе  алгебраическихЪ  началЪ  ѳеоріи  предЬловЪ  (ч.  аЗ) 


-Го  — 


в  принятаго  нами  знакоположенія  (ч.  і4)>  произойдешь 

йх    '    Лх  9 
и  потому  напослЪдокЪ  будетЪ 

ЛУ  +  (ІХ  ~  Ых,  или  4У  +     —  Ы.ѵ  —  о, 
яіо  есть ,  тоже  самое  заключеніе  ,   кЪ  каковому  и  вЪ  предЪмдущихЪ 
СлучаяхЪ  мы  достигли. 

(70.)  Мы  здЪсь  замЪтимЪ,  что  постоянный  члѳнЪ,  какЪ  /,  на- 
ходящейся вЪ  данномЪ  уравненіи ,  по  взятіи  дифференціала  онаг© 
уравненія  всегда  нзчезаетЪ;  потому  что  приращеніе  постояннаго  ко- 
личества, и  следовательно  такЪ  же  его  дифференціалЪ,  есть  нуль , 
какЪ  то  и  выше  видЬли  (ч.  4-3). 

ИзЪ  чего  произходитЪ,  что  весьма  часто  два  различныя  дан- 
ныя  уравненія,  по  взятіи  дифференциала ,  даютЪ  одно  и  тоже  диф- 
ференциальное уравненіе. 
На  примЬрЪ  уравненія 

у2  ~  ах  +  Ь  и  у2  ~  ах, 
по  взятіи    дифференціала ,    даютЪ  одно    и  тоже  дифференциальное 
уравненіе 

О-уАу  ~  аіх. 

И  естьли  вЪ  уравненіи  у2  ~ах~\-Ь  придадимЪ  количеству  Ь 
различныя  опредЬленныя  величины  ,  чтобы  произошли  различныя 
уравненія;  то  преднайденное  дифференциальное  уравненіе  ауЛу  ~  а&х 
равно  всЬмЪ  имЪ  принадлежать  будетЪ. 

(71.)  ИзЪ  найденнаго  вЪ  предЪидущемЪ  (69)  члеиЬ  дифферен- 
ціальнаго  уравненія  мы  имЪемЪ 

&у   Ъуп—1  —  2схуп—2  + . . .  4-  п/хп—1  -+-  Ъуп—2  — ;  +  к 

йх       пауп    1  ■ — (и—  і)Ъхуп    -Ц-(а  —  2~)сх2уп'~ '3  — і  )%уп — 2.  ,{п—2.)Ьхуп — 3-}-...-\-і> 

Лу 

И  какЪ  у  есть  функція  количества  х,  то  явствуетЪ,  что  и  ^  есть 

•такЪ  же  функція  онаго  количества  х. 

При  томЪ  поелику  данное  уравненіе  даетЪ  для  у  вЪ  функціяхЪ 
количества  х  столько  величинЪ  ,  сколько   наиболыдій  указатель  я  со- 

Ау 

^іержитЪ  вЪ  с  ебЬ  единицЪ ;  то   явсшвуетЪ  ,  что  и  для  —  вЪ  функ- 


ціяхЪ  количества  х  будемЪ  нмЪть  такое  же  число  соотвЬтстіен- 
ныхЪ  величинЪ. 

(72.)  КЪ  поясненію  сихЪ  общихЪ  заключеній  предложимЪ  здЬсь 
некоторые  примЪры. 

I.    Пусть  дано  уравненіе 

у2  —  ітху  -{-  х2  —  а2  ~  о; 
будетЪ,  по  изЪясненному  вьщіе  правилу, 

ъуАу  —  &тх4р  —  ітуАх  -\-  2хАх  ~  0, 
или,  по  раздЬленіи  на  2,  получится 

уАу  —  тхАу  —  туАх      хсіх  ~  о. 
Откуда  найдется 

іу  ту  —  х 

Ах      у — тх ' 

Ау 

И  чтобы  получить      вЪ  функцш  одного  количества  х,  то  вЪ 

сіе  выраженіе  надлежитЪ  поставить  вмЬсто  количества  у  его  вели- 
чину, которая  изЪ  предложеннаго  уравненія  найдется 

у  ~  тх  -+2  У  а2  —  х2  -\-  т2х2, 
к  потому  сделается 

Ау  ч_ — х -\-т2х -+-тѴа2 — х2-\-т2х2   |   х-\-т?х 

'    "  йх  ■±^'а2-~\2-\~-т.2х&  ~  Ѵа2— /+т2и' 

КЪ  тому  же  самому  заключенно  достигнемЪ ,   естьли  возмемЪ 

дифференціалЪ  изЪ  самой  функціи  у  ~  тх  Ц-^  У  а2 —  *2  +  т2х2і  и  имен- 
но будетЪ 

— >хА~х-\-т2хАх~ 

ау  т  тАх 


і«  потому 


'  Ѵа2  • —  х2  ~\-  т2х2 


ах 


Ѵа2 — х2-\-т2х2 


Уравненіе  у2  —  ътху-\-  х2'  — -  а2  : — будучи  второй  степени, 
даетЪ  для  у  двЬ  величины,.  посредствомЪ  коихЪ  и  дифференциальное 
уравненіе  уАу  —  тхйу  —  туАх  +  хіх  —о,  изЪ  коего  йм&емЪ 

Ау  ту  —  х 


йу 

даетЪ  для  ^  шакЪ  же  двЪ  величины ,  соотвЪпгствуюшДя  величннамЪ 

функціи  у,  какЪ  то  выше  віадЪли. 

Ау 

КЪ  симЪ  самымЪ  величинамЪ  для  вмЪсто  раэрЬшенія  пред- 
ложеннаго  уравнения  и  извлеченія  изЪ  того  величинЪ  для  у  ,  мы  мо- 
жемЪ  достигнуть  еще  помощію  изключенія  количества  у  изЪ  двухЪ 
уравненій 

у2  —  ътху  +  х* —  а2  т  о, 
уАу  —  тхЛу  —  ту  Ах     хіх  и:  о, 
изЪ  коихЪ  второе  даетЪ 

х  (тсіу' — &х) 
У  —     Лу  — ■  т&х  9 

которая    величина    поставленная  вЪ  первое,    производить  уравне- 


на 


х2(т<1у~  Ах)2       атх2  (тАу—Ах)  . 
изЪ  коего  по  сокращеніи  имЬемЪ 

(х2  • —  а2  —  т2х2)Ау2  г-  (о.тх*  — ята2 — 2т3х2)<1х<іу  +  (х2  —  т2х^-т^а*)йх^—о. 
Откуда  находимЪ 

Ау2   ■  х2—т2х2—т2а2  


т- — т-ь  у  т2—~2 — = — л-  —  т  ■+■  у — г 

й»   '  а2 — 'а2 — т2#2  ■  1  г  л8 


'  —  ~"    х2--а2—т2х2    — — ■  '       л2  —  а2  —  т2х2 

ж  -4-  т2х 


Ѵа2  — ■  х2  -+■  т2  л2' 
какЪ  и  прежде  сего  нашли. 

II.    Пусть  дано  паче  общее  уравненіе 

у2  -\-  Ру  -\-  О.—  °І  * 
гдЪ  Р  и  0_  суть    какія    ниесть  функціи   количества  х;  будетЪ'по 
изЪясненному  выше  правилу 

яуАу  +  Р^у  4-  уЛР  +  ^0.~  о  ; 
»  естьли  пТЗложимЪ  гіР~р4хп  АС^ — дЛх  (ч.  53),  то  произойдетЪ 

2у^у       }>Ау  _|_  ^у^х  -ь  #Лх  ~  0. 

Откуда  получится 

Ау  \      фу  —  ^ 


—  75  — 

И  чтобы  получишь  Ш,  вЪ  функціи  одного  количества  х  ,  те 

бЪ  сіе  выражение  надлежитЪ  поставить   вмЪсто    количества  у  его 
величину,  которая  изЪ  предложенная  уравненія  найдется- 

у  —  —  ^р^іУр^ЧО.. 

Или  изключивЪ  изЪ  уравненія  о,у,іу  -{-  РЛу  -}-  уЛР  -\~  ЛС}_ —  а  коли- 
чество 

у  — -  _  + 

2йу  +  СІР' 

поставь  сію  его  величину  вЪ  данное  уравненіе  у8  -4-  Ру  +  О,—  0  5  отЬ 
чего  получишь 

.  (40.—  Р2)  і?г{~  (4-0.—  Р2)  ту  4-  О^Р2  —  ѵтО,  -{-  ^О.2  =  ^ 

и  оттуда 

которыя  величины  суть  тЪ  же  самыя,  каковыя  даешЪ  и  функцш 

,    У=  —  ^Р^^УР^ЧО: 

III.  Пусть  еще  дано  уравненіе' 

у3  —  Ъаху  -\-х3  ~  о; 
будетЪ  по  тому  же  правилу 

Зу2йу —  Ъихйу  —  ЗауНх  -\-  Зх2(іх  ~бу 
или,  по  раздЬленіи  на  общаго  множителя  Зу  получится: 

уягІу  —  ахііу — ауЛх  -\-  хЫх  ~  с> 

Откуда  найдется 

&у  ау  —  х2 

йх      у2  —  ах" 

И  какЪ  вЪ  семЪ  примЬрЪ  функція  у  определяется  чрезЪ  урав- 
неніе  третьей  степени,  то  она  должна  имЪть  три  величины;  и  по- 
тому ,  по  постановленіи  оныхЪ  поперемЬнно    вЪ  выраженіе  предЬла 

получится  и  для  него  такое  же  число  величинЪ. 

Или  естьли  изЪ  двухЪ  уравненій 

у3  —  Заху      х3~о  и 
у2йу  —  ахйу  —  ауііх  —  х2Ах  —  о 
изключимЪ  количество  у;  то  получимЪ   уравненіе  третьей   степени  ... 
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вЪ  разсужденіи  Ну  или  вЪ  разсужденіи  предЬла  -^,    изЪ    котораго  м 

найдутся  три  величины,  кои  предЬлЪ  сей  имЬть  долженЪ. 

Естьли  же  изЪ  преднаписанныхЪ  двухЪ  уравненій  изключимЪ  по- 
стоянное количество  а\  то  получимЪ  дифференциальное  уравненіе 

%ху34у  +  0.x*  у  Ах  —  х4//у  —  у^сіх  ~  о, 
которое  совсЬмЪ  независитЪ  отЪ  сего  постояннаго  количества  а  ,  и 
жЪ  которому  достигнемЪ  непосредственно,  преобразивЪ   данное  ура- 

вненіе  у3  —  Ъаху  -\-  х3  ~  о  вЪ  сей  видЪ  у2~^А-  —  да  ,    какЪ  то  удобно 

всякой  понять  можетЪ. 

(7З.)  Все  доселЬ  предложенное  вЪ  разсужденіи  дифференціа- 
ловЪ  алгебраическихЪ  уравненій  между  двумя  переменными  количества- 
ми, равно  имЪетЪ  мЬсто  и  вЪ  разсужденіи  дифференціалозЪ  трансцен, 
денгпныхЪ  уравненій  между  двумя  переменными  количествами;  кЪ  пояс- 
ненію  чего  предложимЪ  здЬсь  нЬкошорые  примЬры. 

I.    Пусть  у  Іо&.  х~х  Іо&.  у;  будетЪ 

А{у  Іо&.  х)  —  (і^х  Іо&.  у)  (ч.  69), 
и  потому  произойдешь 

йу  Іо&.  х  +  У  —  Г=  Ш  Іо&.  у  -Ь  :г-^; 
.  х  у  > 

откуда 

хуЛу  Іо&.  х  —  хуАх  Іо&.  у —  хНу  -{-у^гіх  іп  о'у 
и  какЪ  х  Іо&.  у  —  у  1о&.  х,  то  будетЪ 

хуНу  Іо%.  х  —  у2<1х  Іо&.  х  —  хЧу  -}-  уЧх  ~  о, 

и  потому 

хусіу  — у2іІх 
Или,  поблику  У^іі-—  Іо&.  .у,  будетЪ 

йу  _  хйу  Іо%.  х  -+-уЛх  —  уйх  1о%.  х 

в  оттуда 

%Щ.у  ~*уЧх-_ — х>  какЪ  и  прежде* 

хуЛу  • — у2сіх 

П.  Пусть  у2  —  ах  —  Ьеа  у  будетЪ 

X 

аулу  —  алх  ~  » 


куда  посгаавивЪ  вмЬсто  еа~у*  &а* 9  получится 

ЪуАу  —  аііх  —  -іі  —1 — #- 

и  оттуда 

йуііу — аіх — С=?  —I-  хіх  ~  $. 

а  ' 

х 

Или,  поелику  данное  уравненіе  разделенное  на  еа,  сдЬлаетсж 

х 

~  <*(У2  —  ах)  —  І; 
то  произойдетЪ  ф 

X  X 

{иуАу  —  й4х)  Г  —  (у3 — ах)  е  —  ~  в, 
и  оттуда  получится 

2у^У  —      — ?2(*х  -\-  хгіх  ~Су  какЪ  и  прежде. 

■  ■  а 

X 

И  естьли  данное  уравненіе  преобразивЪ  вЪ  сей  видЪ  у2~ йХ-\-Ьеа , 
поставимЪ  вЪ  сіе  дифференциальное  уравненіе  вмЬсто  у2  и  2у4у  ихЪ 
величины;  то  получимЪ  тожественное  уравненіе 

я  ^  * 

аАх  _|_  Ь  еа     —  д^х  —  хЛх  — —  е  а  ^х  4~  х^х  ГГ  о, 
а  а 

какЪ  то  и  быть  долженствуетЪ. 

ЗдЬсь  достойно  примЬчанія  ,  что  дифференциальное  уравненіе^ 

X 

найденное  нами  изЪ  тренсцендентнаго  у2 —  ах~Ьеа,  равно  принадле- 
житЪ  и  алгебраическому  у2 — ах~о,  когда    сіе  последнее  умножит- 
* 

ся  на  еа- 

Ш.    Пусть  у  —  а  сои  2.;  будетЪ 

а  х* 

и  потому 

Лу  хЛу — У&*  5;п%  У_ 

Но  поелику  ш.  2~ —      то  будетЪ 
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Ш-    —       "  —а  и  потому  чрезЪ  постановлен!*  произойдешь 


<2у  (^уйх  ■ —  х&у)Ѵа2  — у'2 

а    ох5  ? 


Я  оттуда 


я2Лу  ~  (уіх  —  хДу)  у  а2  —  у2. 

Или,  поелику  уравненіе  ?-  —  со5.У-  даетЪ 

а  х 

-  —  А.  со$.  7-л 

ж  а* 

то  будетТх. 

хЛу  — уіх  _         Ѵс  /  ,     —  іу 

-    .     -  ЩѵШ 

ж  оттуда  получится 


~у2.       уа2   у  2* 


х2гіу~(угіх  —  хАу)  У  а?  —  уг,  какЪ  и  прежде.» 


ГЛАВА.  У. 


О  дифференціалахЬ  въшшихЪ  лорлдковд* 

(74-)    ИзЪ  частныхЪ  случаевЪ  ,  доселЪ    нами  разсмотрЪнныхЪ, 
мы  видпли  ,  что  когда  у  есть  какая  нибудь   функція   количества  х, 

то  всегда  бываетЪ  и  предЪлЪ-  -2  шакЪ  же  никоторая  функція  того 

Ах 

же  самаго   количества  х  (ч.  53  ,  62  ,  67  ,  72  и  7З).    ЗдЪсь  докажемЪ 
сіе  предложеніе  вообще. 

Поелику  Есякая  функція  у  количества  х  представляетЪ  орди- 
нату нЬкоей  кривой  линіи  (  ч.  8  и  д  )  ,  а  всякая  кривая  линія  есть 
или  дуга  или  совокупленіе  дугЪ  (ч.  ю)  ;  то  положимЪ  ,  что  ВЗ  есть 
одна  изЪ  дугЪ  таковой  кривой  линіи  ,  отнесенной  кЪ  двумЪ  взаимно^ерІП 
перпендикулярнымЪ  осямЪ  АХ  и  АѴ,  посредствомЪ  координатЪ  АР~ж 
и  РМ~у  (ч.  и).  ПридавЪ  абсциссЬ  АР  — 3  х  какое  ниесть  прира- 
щеніе  РО_~Д:г,  проведемЪ  ординату  О.ЗЧ,  и  вообразимЪ  себЬ  кЪ  дугЬ 
ВЗ  проведенную  вЪ  точкЪ  ,М  касательную  МК  (ч.  12)  ,  до  пресЪченія 
сЪ  ординатою  СѴХ,  продолженною,  буде  нужно,  вЪ  точкЬ  К. ;  будетЪ 

по   проведеніи   прямой  МО,   параллельной  оси  АХ,  предвлЪ      —  ^9 

(ч   іЗ  и  і4)-  ПотомЪ  возмемЪ  другую  какую  ниесть  абсциссу  АР'  ~  х\ 
и     проведемЪ    соответствующую   ординату  Р'М'  ~  У;    чрезЪ  точ- 
ки М  и  М'  протянемЪ   прямую   ММ'Н',  пресекающую  ординату   0]Ч , 
Продолженную ,    буде  нужно,    вЪ  точке    Н,    и  взявЪ  между  М  и  М' 
какую     ниесть     точку     I ,    проведемЪ     отЪ     оной    чрезЪ  точку 
М'  еще  прямую  ІМ'К;  изЪ  определенія,  даннаго  вогнутости   или  вы- 
пуклости кривой  линіи,  явствуетЪ,  что  части  сихЪ  прямыхЪ  ММ'  и 
ІМ',  сопрягающія  точки  М,  М'  и  I  дуги  ВЗ  ,    будутЪ  падать  внутрь 
сея  дуги,  или  по  ту  ея  сторону,  сЪ  которой  она  вогнута,  а  продол- 
женія  ихЪ  М'Н'  и  М'К   вне  сея  дуги,  или  по  ту  ея  сторону,  сЪ  которой 
она  выпукла.    Почему   касательная  ,  вЪ  точкЪ  М   кЪ  дугЪ   ВЗ  прове- 
денная, не  можетЪ  падать  ни  по  прямой  М-'Н',  ни  виЪ  пространства, 
ею  и  дугою  М'З  содержимаго  ;  ибо  вЪ  протигномЪ  случае  между  ка- 
сательного   и  дугою  М'З  чрезЪ    точку  М'  можно  бы  было  провести 


многія  прямыя,  какЪ  М/К  вЪ  первомЪ  случае  ,  или  какЪ  М'НУ  и  М'К 
вЪ  другомЪ.  И  гаакЪ  сія  касательная  падаетЪ  между  М'Н'  и  дугою 
М'З,  какЪ  лежишЪ  прямая  М'КЛ  Положи  вЪ  сіе  ,  придадимЪ  абсцисс!) 
АѴ~х'  какое  ниесгаь  приращеніе  Ѵ/0^~^х/і  и  проведемЪ  ординату 
0_'№,  продолженную,  буде  нужно,  до  пресЬченія  сЪ  касательною  МУК.' 
вЪ  шочкЬ  К/*  будетЪ,  какЪ  и  прежде,  по  проведеніи  прямой  М'О',  па- 
раллельной   оси  АХ,  предЬлЪ  Но   для   подобія  треуголь- 

тт/г\/  ил  ш 

никовЪ  МЮ'Н'  и  МОН  мы  имЬемЪ  ^іг.  —        и  вЪ  слЬдствіе  предЪ  симЪ 
предложеннаго  явно,  что  вЪ  случай  дуги  В§,  со  стороны  оси  АХ  во- 
гнутой (N0  і),  отношеніе  :^-<>:Ё^и  НО.^Щ.   а  Бъ  случаЬ  дугиВЗ. 
у         ѵ         п  М'О'     М'О'     мо^мо3  3  3  9 

со  стороны  оси  АХ  выпуклой  (N0  а),  ^Ч^и  НО  ^  КО.  чего 

**  3  4  М'О' '    М'О      МО^  МО'  \п 

и  паче  вЪ  первомЪ  случай  —    а  вЪ  другомЪ  — ,  или  об- 

г  *          М'О' ^>  МО*  13  М'О'4^  МО 

ратно.  И  такЪ,  поелику       —  Ш-  и       —        явствуетЪ,  что  предЬлЪ 

'         МО        сіх     М'О'  Ах'* 

отЪ  прибавленія  или  убавленія  количества  х  изменяется  ,    и  по- 

6.x 

тому  есть  функція  онаго  количества  х  (ч.  2). 

(76.)    Доказавши,  что  предЪлЪ       есть  функція  количества  я?, 

которая  пусть  ~  />,  вЪ  слЬдствіе  доказаннаго  выше  мы  находимЪ , 
что  отношеніе  ^Й.  подобно  какЪ  и  Щ?,  по   мЬрЬ  уменьшенія  Дгг ,  измЬ- 

АХ9  Ах 

няться  станетЪ,  и  будетЪ  имЬшь  предЬлЪ  —  (ч.  іЗ  и  14.)  ;  и  какЪ 
вЪ  слЪдствіе  доказаннаго  вЪ  предЪидущомЪ  членЬ  предЪлЪ   сей  есть 


.вЪ 

4* 

причине  находимЪ,  что  отношеніе  Ш  ,  по  мЪрЬ  уменьшенія  Да;,  нзмЬ- 


паки  функція  количества  х}  то  положивЪ  .  ?  ~       мы    по  той  же 


Ах 


няться  станетЪ,  и  будетЪ  имЬть  предЬлЪ  — по  тЬмЪже  причинамЪ 

Их 

"положивЪ   —  — -  гі  МЬІ  находимЪ,  что  такЪ  же  и  отношеніе  ^  ,  по 
мЪрЬ  уменьшенія  Д#,  изменяться  дгаанетЪ,  и  будетЪ  имЬть  предЙлЪ 
и  такЪ  далІ>е. 

4к 


~  То  — 


Откуда  явствуетЪ,  что  взявЪ  какую  ниесть  фучкиго  у  коли- 
чества х }  мы  можемЪ  симЪ  образомЪ  вЪ  сысканіи  дифференціаловЪ 
поступить  отЪ  нея  столь  далеко,  сколько  угодно  будетЪ,  изключая  развЬ 
иЬкоторые  особенные  случаи  ,  вЪ  коихЪ  сіе  по  порядку  слЬдующее 
сыскиваніе  дифференціаловЪ,  послЬ  одного  или  двухЪ  или  трехЪ  или 
и  проч.  дЬйствій,  прекращается.  Почему,  дабы  тотчасЪ  видЬгпь  моле- 
но было  ,  сколь  далеко  отЪ  первой  функціи  у  количества  х ,  какЪ 
источника  всЪхЪ  последующих!» ,  мы   отдалимся,  Геометры  согласи- 

сір  ^(^зР  А2 

лися  вмЪсто  выраженія  т-,  какЪ  тожественнаго  сЪ_ — х— ,  писать 

ах  &х  Ах2> 

гаакЪ  же  вмЬсто  выраженія      ,  какЪ  тожественнаго  сЪ   или  сЪ 


сіх 

-л 

писать  — равнымЪ  образомЪ  вмЬсто  выраженія  — ,  какЪ  гао- 

<іх  йхі*  '  Ах 

&<1\  л/ЙЗу 


 _„  — ,  равнымЪ  обг>я'агі1ѴІ'^  иялЬгтттп  яипяжрпіѴ  ^г 

Ах1>  г 

жественнаго  сЪ   или  сЪ  ^^писать^-  и  такЪ  далЬе. 

Ах  Ах  Ах4} 

ВЪ  слЬдствіе  сего  согласія  мы  находимЪ: 

А2у  Ар  АЗу  Аа  гі+у  Аг  „  г 

—  — і   п  — -    у  —  —  —  .с  и  проч., 

Ах2  Ах  Ч'йхЗ  Ах  ''Ах±  Ах   г 

и  оттуда 

4*у  —  /]Ах3>  А3у  ~  гАхэ,  Аиу  —  нАх*  и  проч. 
(76.)  КакЪ  выраженіе  <#ѵ(~/>Лх)  называется  просто  дифферен- 
ціаломЪ  функціи  у  количества  ху  такЪ  выраженія  А2у{  ~уАх2),  А5у  (  :и; 
г//х3),  <ілу  (  ~  іАха)  и  проч.  вообще  именуются  дифференціалами  выш- 
шихЪ  лорядковЪ  той  же  функціи  у  количества  х;  вЪ  особенности  же 
они  называются  дифференціалами  втораго,  третъяго,  ѵетверта- 
го  и  проч.  порядка,  смотря  по  указателю,  надЪ  буквою  Л  поставляе- 
мому. 

(77.)  Поелику  р  есть  дифференціалЪ  функціи  у ,  разделенный 
на  Ах,  и  у  дифференціалЪ  функціи  р,  раздЬленный  на  Ах  ;  то  изЪ  то- 
го слЬдуетЪ,  что  дифференпДалЪ  втораго  порядка  А2у  ~  ^Аx2  функціи 
у  .получится,  когда  возмется  дифференціалЪ  дифференпДала  перваго  по- 
рядка Ау~рАх  той  же  функціи  у  9  почитая  Ах  за  количество  по- 
стоянное ;  и  действительно  поступивЪ  такимЪ  образомЪ ,   мы  бу- 


—  Зо  - 


демЪ  имЪпть  (ч.  ^.5)  А(Ау)  ~  Ар. Ах  ~  і\Ах.Ах  '~  уАх*,  то  есть  А3у~  А(Ау). 
ТакЪ  же  поелику  г  есть  дифференпДалЪ  функціи  у  ,  разделенный  на 
Ах;  то  явствуетЪ  ,  что  дифференціалЪ  шретьяго  порядка  Аэу  ~  г  Ах3 
функціи  у  получится,  когда  возмется  дифференціалЪ  дифференціала 
втораго  порядка  А2у  ~  <^х2  той  же  функціи  у  ,  почитая  Ах .  за  коли- 
чество постоянное;  и  действительно  постуяивЪ  такимЪ  образомЪ, 
мы  будемЪ  имЬть  (ч.  4-5)  А[А2у)  ~А<].  Ах?  ~гАх.Ах2  ~гАх3 ,  то  есть 
А3у~А{А2у).  РавнымЪ  образомЪ,  поелику  $  есть  дифференціалЪ  фун- 
кция г  у  разделенный  на  Ах;  тс  изЪ  того  слЪдуетЪ,  что  дифференціалЪ 
четверпгаго  порядка  А'у  ^2$АхА  функпДи  у  получится ,  когда  возмется 
дифференціалЪ  дифференциала  третьяго  порядка  А3 у  ~  гАх3  той  же 
функціи  уу  почитая  Ах  за  количество  постоянное  ;  и  действительно 
поступивЪ  такимЪ  образомЪ,  мы  будемЪ  имЪть  (ч.  4-5)  А{А3у)~Аг.Ах3> 
— іАх.Ах3  ~*Ах'у  то  есть  А*у  ~А{А3у)^    И  такЪ  далЪе. 

(78.)  КЪ  поясненію  сего  правила  предложимЪ  здЪсь  некото- 
рые примеры. 

I.  Пусть  у~ахп;  будетЪ  сперва 
,   Ау  —  пахп~~хАх  (ч.  62); 
потомЪ 

А2у  —  паАх.А{хп~1)  ~па{п  —  і^х^-Ах*, 
А3у  —  и(я-і>  Ах2. А  (хп~2)  =  и(й— і )(«— 2>хп~3Лх% 
4*у  —  я(«  -       ~2)  аЛх3.А(хп~3)—п(п  -  2)(п — Ъ)ахп~~ 4Ах\ 

и  такЪ  далЪе  до 

^ту—г2(„_1)(и_2)(„_3)  («-(да—  і))ахп-тАхт. 

Откуда  явствуетЪ,  что  когда  я  будетЪ  цЪлое  н  положитель- 
ное число  ,  то  функція  у  ~  ахп  будетЪ  имЪть  определенное  ^число 
дифференціаловЪ,  изЪ  коихЪ  самаго  вышшаго  порядка  будетЪ 

Апу—  »(« — 0(и — 2)  2-  ь"  о,Ахи-у 

каковое  выраженіе  болЪе  не  подлежитЪ  уже  ко  взятію  дифференп/іала, 
ибо  предЪлЪ 

—  ;/(  —  іѴ« — 2)  ....  2.1. а. 

иіо  есть  равенЪ  количеству  постоянному  (ч.  76). 

Пусть  п  ~  \,  —  2,  —  3;  ~  4-5  и  проч.,  такЪ  чтобы  была  функігія 
у~  лх,  ~  вх%  ^  йА'3,  ~  ах*  и  проч.;  будетЪ 


іу  или  А(ах)  ~  гАх,  А2у  ~  о,  А3у  ~  о  и  проч. 
л'у  или  </(лх2)  Ш  2лхЛх,  Ла.у  ~  2«Лх2,      ~оѵі  проч., 
'  Ау  или  ^(ях3)  ~  Злх2Лх,  Я2 у  ~  6<гх,1х2,  А3у  ~  баАх3,  Алу  ~о  и  проч. 
//у  или  ^(дх4)~4<гх-Ѵх,^2>Сі:і2ДХ:2^х2,^3'у~  24дх*/х3,л'*у — о^аАх*іА'у — 9 
и  проч.  и  проч. 

Пусть  еще  я  ~  —  і ,  ~  —  2,  ~  —  3,  ~  —  4  и  проч.,  шакЪ  что 

бы  была  функція  у — -3  т  ^ ^ —  \  и  про*-;  будетЪ 

#  или  ^  —  ~_ ^гУ=-х ;Г/3У  —  —^— и  проч. 
^или^— =^/2у—  6^*А3У=1  ^рі  ^у—і^^  и  про,., 

^ил„^@=^,^=^^^^,^=^  и  про,., 
^яли^Д)-^,^^^^-^^,^-^  и  про,, 
и  проч. 

_  3  _  4  

Пусть  теперь  у  — ;  а~\/х,  —  а~\/х  ~аУх7  и  проч.;  будетЪ 

Ау  или            ==  — =  =Щ  <* Ѵ=^^,  ^2^^  и  проч., 
2.Ѵх              4хѴх                %х2Ѵ  х  ібх^Ух 
,     ■  ѵ  «Дя    ^2 у  ~Д*Ц&3  ^  2^аЛхЗ   ^4у         —        8-  асІ*4 

и  проч., 

/  4_л  _  ~3«<**а  — -  3-7***3  ^  —-- 3-7-""»*1 

#у  ИЛИ  Л  Ѵа/*  і       4^-3  5  64.х2ЛТ?  256*3/*  3 

и  проч.    ;  и  пр°ч- 

И.  Пусть  у  ~  й  -+-#х,        +.Ьс  +  <гхг,      л  -Н  *х  +      +  **3> 
—  л  +  Ьх  4-  сх2Ч-  гх3  +  /х*  и  проч.;  будетЪ 
Ну  или  Л(л  +  #х)  ~ЬАх,А2у  ~о,43у  —  о  и  проч., 
4у  или  А(а  +  ^х  -4-  ^2)  =  *Лх  +  рхЛх,  А7 у  —  зсЖс",  ^уГГ  0  и  проч., 
Ау  или  Л(д  -Ь  Ьх  +  ос*  +  *х3)  =     +  36-х  +  3*х2)  ^  'АЩ  =  (2с  і  6*.ѵ 

~  (Ых3,      ~  о  и  проч., 
4у  или  ^-Ь*х-Ь^х'+«х3-Ь/х*)=:(^4-2^х  -|-Зех2-+-4/х3)іх?  А2 у  — 
(2с  -4-  бех  -Ь  12/х2)  4х2,  Л3у  —  (бе  +  з^/х)  Лх3 ,  А*у  ~  2^Ах\4&у  =  в  и  проч. 
а  проч. 

И 
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III.  Пусть  уп—^— -;  будетЪ  сперва 
•  о2  -4-  х* 

яотпомЪ 


сіу         —  га2х 

1х  (^+-х2)2  9 


потомЪ 


й2у  —  2д44-6дагс2 

^   (а2+х2)3  * 

йЗу  24о4х  —  24ЯХЗ 

йхЗ   (я2-+-*234  » 

Й4у  24а6  —  24оа4эс2-4-  і2оа2х4 

Йх4   (а2-ьх2)5  л 

  —  72оа6х  +  24оод4д:3  —  72оа2х* 

Іхі   С»5  +  *2)5  , 

м  проч. 

:ІѴ.  Пусть  еще  уП  *  ;  б удетЪ  сперва 

Уі —  х2 

Й7  ос  

йх  (і_х2^ 


АР-у   І+2Х2 

**2  (і-х2^' 

<*3?  9Х  -|_  6x3 

.^4.У   -    9  -4-  ?зх2  Ч-  Д4ж4 

 225Х  -ц  6о ^хЗ  +і  гох* 

а*5  ~~      (,_Ж2)^  5 


 22;+405ох2Ч-54дох4+72ох6 

и  проч. 

V.  Пусть  у—  Іѵ%,  х-  будетЪ  сперва 

4у—  ^и^-Л 

потомЪ 

— _       Ш —  і. 

х2      сіх2-   х3* 

■  43у  «1*3  яМу  _2 

  х)      АхЗ  х35 

4* у  —  64*4И  Й4>  —б 

х4         гіх4  х4 

ж  проч. 

VI.  Пусть  у~  хх ;  будетЪ  сперва 

4у  —  хх  &х  Іо%.  х  -г  хх(ІХі 

потомЪ 
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и  проч. 

VII.  Пусть  у  —  ш.  жиги:  сох.  х;  будетЪ  сперва 
~  Ах  сох.  х  и  Аъ~  —  Нх  ііп.  х> 

щонгомЪ 

А2у  ~  —  Ах2  хіп.  х  и  А2ъ  —  —  Ахг  сох.  ху 

<І3У  ~  Ах3  СОХ.  X  И  А3*,  ~  Ах3  $ІП.  X) 

А*  у  ~    Ах*  хіп.  х  и  А*т  ~  Ах*  со*.  а? 
и  проч.  и  проч. 

~~    VIII.    Пусшь  у  ~  Іап&.  х',  будетЪ  сперва 
Лу   і 


потомЪ 


Ах  соз.  х2  5 
А2у  а  яда,  х 

Ал2  СОУ.  X3  9 

Аіу   6 


Ах$       С(К.»4  сох.  х2  9 

А$У   24  5771.  X  8  $771.  Я 

сЬ:4        со$.х5  С05.Х3* 

А$У                  І20  І20  |  іб« 

сЪс*            СОХ.  X6  СОХ.  я4      '      С05.  X3 

и  проч. 

IX.    Пусть  у  —  Ал/я.  я;  будетЪ  сперва 

Ау   і 


потомЪ 


Ах      уг — хгл 


А2у   х  

Ах^  Гт„^2^ 


йЗу  і  -4-  іх2 

АхЗ  \у^-х^ 
Му  дх-+-  6x2 

АХ*  (!_Я2^* 

А$у  _  9  -4-  12.x2  -Ь  24x4 

я  проч. 

(79.)  Мы  доселЪ  полагали ,  что  вЪ  функціи  у  величества  я» 
оное  количество  х  изменяется  само  по  себЪ ;  но  ничто  не  препяга- 
ствуетЪ  намЪ  изменять  его  зависимо  отЪ  какого  ниесть  другаго  ко- 
личества и.    ВЪ  самомЪ  дЪліэ    удержавЪ  предЪмдуіцій    чертежЪ  и  Черт«  9 

11  * 


—  8$  — 

яредЪидущее  количества  х  и  функціи  у  вЪ  разсужденіи  онаго  знаме- 

нованіе  ,  продолжимЪ  ось  АУ  неопределенно  вЪ  противную  сторону 
АУ',  и  положимЪ,  что  вЪ  неопредЪленномЪ  пространстве  У 'АХ  опи- 
сана какая  ниесть  кривая  линія  Ъ$ ,  отнесенная  кЪ  двумЪ  осямЪ  АУ 
и  АХ  посредствомЪ  координатЪ  Ар  ~и  и  рт  ~  х  ;  явно,  что  когда 
ироведемЪ  прямую  тиРМ,  параллельную  оси  У'АУ  ,  то  на  оси  АХ  от- 
сЪчется  ею  абсцисса  АР  ~  рт  ~  х  ,  и  пресЬченіемЪ  ея  сЪ  кривою  лн- 
ніею  В§  определится  соответствующая  ордината  РМ  ~  у  ;  равнымЪ 
образомЪ,  когда  взявЪ  на  оси  АУ  другую  абсциссу  Ар1  ~и/п  протя- 
нувЪ  вЪ  кривой  линіи  Ь$  ординату  р'я'ил;',  проведемЪ  другую  пря- 
мую тФ'М' ,  параллельную  оси  У'АУ  ,  то  на  оси  АХ  отсЬчется  ею 
другая  абсцисса  АР/~р'т'~х/,  и  пресоченіемЪ  ея  сЪ  кривою  линіею  В§ 
определится,  другая  соответствующая  ордината  Р'М'ш^Л  И  такЪ  симЪ 
образомЪ ,  какЪ  количество  х  ,  гаакЪ  и  функція  онаго  у  изменяться 
будутЪ  зависимо  отЪ  количества  и,  и  следовательно  какЪ  х  ,  такЪ 
и  у  будутЪ  функціи  количества  и  (ч.  2). 

ПоложИвЪ  сіе,  иосмотримЪ,  чему  при  таковомЪ  измененіи  ко- 
личества х  и  функціи  онаго  уу  равняться  будутЪ  пределы    ~$        ^  я 

^  —  Г  И  ПрОЧ. 

іх  —  >  ах  — 

Поелику  у  и  х  суть  функціи  количества  и  ;  то   явствуетЪ  , 
что  и  пределы  ^и  ^  будутЪ  такЪ  же  функціи  количествам  (4.74);  пс" 

ложимЪ  изЪ  нихЪ^— Ри  ТдЪ  Р  и  О  суть  какія  ниесть  функ- 

йц  аи 

цім  количества,  будетЪ 

(іу  ~  ѴАи  и  йх  ~  0^и\ 

откуда  получится 


и  потому  будетЪ 

 йр  ООР—ЫО,   Л*  йх  -^сіи  сіи_ 

\ — ^х~~^^О^Іх   4         03  (УЗ 

Но  поелику  изЪ  положенія  ж.  —  Р  ѵі  —  —  О  имЪемЪ 
йи —  йи2    йи —  йизК   ~/  п 

то  произойдешь 


,Лх       1Аи  Аи2       Аи  Ли2-*'  сіиі* 
то  есть 

—  Ар  А2у   з    Ау  Аах 

Ах'      Ах2       Ах  Ах2' 

Теперь  положимЪ        Ш  —К  и  Щ- — ^—5,  гдБ  К.  и  5  будутЪ, 

Ли    Аи2        ....    Аи  Ли2 

какЪ  извЬстно,  паки  функціи  количества  и;  отЪ  чего  вьграженіе 

Аи  Аи      +.  %  ■ 

—  сделается  ^ 


й.3 


и  потому  будетЪ 

0*^:  —  роз _  (^з§  йр _  2(2зк  ^4_зП2рз^а 

  (іх  сіх  Ах  Ах  Ах 

О*** — р  о35  —  оз  А2  —  20К.  ^-н  зрз  ^ 

Аи  Аи  Аи  Аи  Аи 


05 ро^!_  ЗОКЗ  +  ЗРЗ* 

__        Аи  ііи  ~  .  - 

Но  поелику  изЪ  положенія  ^~Ки  ІЛ  —  8  имІэемЪ  и 

Лі2  Л2  гіы—  Аи* 

~         (ч-  7^)'  то  произойдетЪ 

 4й  г^х2  сі3у  ^   Ау  Ах  А3 х-  ^  Ах  А2у  А2х    .    л  ф  /А^Х\  2-,  ( ^х? 

Ыи2^3       АиАиАи*  ^  ^^Л*2'-  45  АиКАи2)  А'  Аиі* 

то  есть 

 А^   А*у  Ау  а^х  „А2у  А2х    ,    о  Ау  М2Х\2 

7х       Ак?        АхАх3  а^^  і^Ах^Ах2)' 

ПоложимЪ  еще  ^  —  ^— Т.и^ —  ^  ~  ІУ  ,  гдЪ  Т  и  17  суш* 

Аи      сіи3  Аи  Аи3 

функціи  количества  и;  отЪ  чето  выраженіе 

О2—  РО  —  ЗОКЗ  +  ЗРЗ^ 

— - —  __  сд  Влается 

й  потому  будетЪ 


5     0*4(0:?  —  РОИ  —  ЗСИК.5  4-  ЗРЗ2)  5 

1—  50.хсі2т  —  р<2іг  —  зок.3  зрзау(у$ 


Лх   0.1о^Х 

г  о/лт  ч-  2с>бт^  _  р^б,я^ — ^6шр — р<^ш§  ч 

3_3(265Ж  _  §0б^й  —  3(^уК8^  [  бРС^ЗЛЗ  4-  3(^52ЛР  V 

 ( —  5дбт^  ф  5Р0* та<2 |  1 5д 'кзжг  —  і5рсз*5чо)  \ 

О?*!  РО.2  2?  3025  ^  302К;  й      6Р08  ^ 

Ли  Лж  Ли  Ли    1  Ли 

.Оч]™  а-  30.82   _и  2(>т   ргш       зокз  ^( 

'  50.2Т^ц_  5РОу^-иі50ЯЗ  іб  Р52  ^ 

Ли    1  Ли   1  сіи  Ли 


\ 


0: 

Ли  Ли  ~~ 

с>іщ  ч-  зоаз^  н-  20=8Т  —  рсэзті  —  зцяз2 

50.28Т  -Ь  5Р08И  4-  і5  ОКЗ2  —  і5  Р8* 


О.7 

0з^_р0=^_^60.2зт-ь-  юрОзп-^-^кич-  і50кз2— і5рзз 

Но  поелику  изЪ  положенія   л  %    ~  Т  и    —  ~  II  имюемЪ  — 

Л3и  Ли3  Ли' 

Л4у    ЛИ        Л4х  „  п 

-_ і-и  —  — ,  то  произойдете 

" Ли4    аи  Ли4 


Лх 


ЛхЗ  Л4у        Лу  Лх2  Л4х  Лх2  Л2х  Л3у   ^  Лу  Лх  Л2х  Л3х  ~ 

Лѵ^ЛѵЛ       ЛиЛи^ЛѵЛ  Л^лЧі2Ли3'г  ^^ІиЛІаЛ^Лѵ3 

л  Лх2Лгу  Л3х    |       [-  Лх  Л2у  /Л2х\2  ~1у  /у2х\$ 

-      ^ТЛи2  Ли2  Ли3   •  Ли  Ли2  Клй^)  ^Ли  УЛи2) 


Лхі 
Лиі* 


то  есшь 

 Лг  І4у        Лу  ЛЛх       ^Л2х  Л3у    ,    •  \1  4у  сі2х  Л3Х         .  Л3х  Л2у 

у  Лх  Лс4     "лхЛхІ       ^Лх2  Лх3  Лх  Іх2  Лх3  '^Іх^Лх2 

-  Л*у  А 2   /й^сѵ  з 

'    Х  °  Лх2  \  іх2)  Лх  \Лх2)  * 

И  такЪ  далое. 

Мы  здЬсь  замотимЪ  ,  что  выраженія  сіи  найденныя  для  у,  г,  * 
х  проч.  суть  взаимно  одно  по  другимЪ  определяющаяся ,  какЪ  изЪ 
слЬдующаго  явствуетЪ. 

Поелику  ^  ~  р  и  а  ~л2і. — .  то  будетЪ 

1   Лх       14       Лх*        ЛхЛх2і  1 


—  т  — 

шакЪ  же ,  поелику  выраженіе  найденное    для  г  есть  то  же  <>  что  ш 

^!_^^_3^_^^)'!?   то  будетЬ 

■  ^^Зх     о  "  л2х 

ГШ—  —  Р     — о  а  —  • 
ах3         Лх*  сіх2* 

иотомЪ,  поелику  выраженіе  найденное  для  і  есть  тоже,  что  ш 

ё4у  иусі4х  ^■в^х^3у_,^-^у  ^2Х(і3х  .  і2уй3х  (  .  <іу  <№х  Л*х 
5*4       Тх ~Ах4  Тх2  Ак*    '      №4&7х*       ^ІЬР-Іх3   '   4 Ля2 1х? 

+з.  б^О'-з.  б^.-з^+з!©' 

.  —  гі4у  Лу  оЛх  гг  1^3У  сіу  і3х  ^  й2у  с12х  ~  йу  />2Х\  2  \  Л2» 
 Лс4       ^сіж4       0  ѴЛс^:     Тхіх3       ^Нх^^~^~  ^  ахКлх2)  /5а* 

/г/2)»         <ф  Л2Х\  гі3Х         л  /І2)'  й2х\  /Л2х\г 

"""""  41лс2    ~  5л  "^с5/  Лс*  \ Ія2       Ш  7х2'  \Іх2)  9 

то  будетЪ 

 <У4у  г/4х        .     <с13х        «  /г  ^гх. 

^4     Ріх*     47^    •  ЗЧКТх*)  ог^ 

и  такЪ  далЪе 

*  (8о  .  Поелику  выше  видели,  что  когда  количество  х  изменяет- 
ся само  по  себЬ,  независимо  ни  отЪ  какого  другаго  количества,  какЪ 

м,  тогда  вЪ  выраженія,  найденныя  для  ,  г~       *  ~  —    и  проч., 

Лх  (іх  йх 

дифференціалы  ѣышшихЪ  порядковЪ  Л2х>  іі3х,  А*х  и  проч.  онаго  коли- 
чества х  совсЪмЪ  не  входятЪ,  а  имЬютЪ  мЬсто  токмо  таковые  диф- 
ференциалы одной  функціи  у,  какЪ  изменяющейся  зависимо  отЪ  сего 
количества  х  (ч.  у5  и  76)  ;  то  изЪ  того  слЪдуетЪ  ,    что  дабы  изЪ 

найденныхЪ  вЪ  предЪидущемЪ  членЪ  обіцихЪ  выраженій  для  ^  3 

г —  Л  ,    і —      и  проч.  получишь  часганыя,  вЪ  предположеніи,  что  ко- 

(іх  дх 

личество  х  изменяется  само  по  себе,  а  функція  у  зависимо  отЪ  она- 
го, или  обратно,  вЪ  предположении  ,  что  функція  у  изменяется  сама 
по  себЬ,  а  количество  х  зависимо  отЪ  оной,  стоитЪ  гаокмо  вЪ  тЬхЪ 
выраженіяхЪ  выпустить  члены,  содержащее  вЪ  себЬ  дифференціалы  выш- 
шихЪ  порядковЪ  или  количества  х  или  функціи  у.  И  такЪ  изЪ  выраженій 

 ,  сір  сі2у         Ну  сі2х 

%       Ох        1х2        Шс  ІХ2' 


.  <іц  Л3у 

7х  ~ііх~3' 


Аусі3х       о  Л*У  <*г*  _І    о  ЛУ_  (ійх\2 
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 Аг  04у  Ау  А4х  х-  А.йХ  А3у   і_        Ау  А*Х  А3* 

ах —  7x4-     ТхТяА     07х*7х°  1     ®  7я7х*7Р 
""^  т-  Ак3  Ле2   '         Л*2  Ѵ^ж2/       А  ^  Лс  и*2/ 

и  проч. 

вЪ  предположении,    что  количество  х  изменяется    само  по    себіэ,  а 

функція  у  зависимо  отЪ  онаго,  мы  по  сему  заключенію  будемЪ  имЪть 

а  —*_Р  ^У 

4       Ах  Ах2* 

 а^  азу 

ах  —  ахѴ 

 Аг  '_  АЛу  . 

Ах  Лс4 

и  проч., 

какЪ  то  выше  сего  и  действительно  мы  нашли  (ч.  у5). 

ВЪ  предположения  же,  что  функція  у  измЬняется  сама  по  себе, 
а  количество  х  зависимо  отЪ  оной,  мы  по  тому  же  заключенію  по- 
лучимЪ 

 Ар  Ау  А2х 

Ах       Ах  Ах29 

г         Лу          *  Ау  А3х        «  Ау  /А2Х\2 

Ах   Ах  Ах*  "ѵ      Ах  \Ах2)  3 

,  ^  Яг  Ау^,^_.  Ау^А^хА^   д.  Ау  /А*Х\3 

ь       Ах   АхАх4*    ^     Ах  Ах2 Ах3  Ах\Ах2) 

и  проч. 

Чтобы  вЪ  истиннЬ  сихЪ  частныхЪ  выраженій  удОстовЪрить* 
ся  полнымЪ  образомЪ ,  то  мы  вЪ  шаковомЪ  предположеніи  сыіцемЪ 
ихЪ  непосредственно. 

Поелику  р  ~  ІЗ^  то  будетЪ  —  ^^—    и  потому 

Ах*  Ау  р3 


А  А  —  Г^и^  —  _Л^(ч.  75); 

Усіу/   р2      Ау2   р2^У 


откуда 


Ау2  Ах2 


у   Ар_^_  АуА*х 

Ах  Ах  Ах29 

выраженіе  точно  то  самое,  которое  для  ц  ц  предЪ  симЪ  нашли. 

ТакЪ  же,  поелику  ~  —  _  Л  —     и    *Р  —  Ял*  5    то  будетЪ 

р»».  Ау2  р2  Ау  ' 


-  &9  — 


•то  будетЪ 


^  —  __і —  — -1   и  потому 


йЗх  —  рАд-\-  здАр  . 


откуда 


7        г     Ф-з       ^  —      Чіз  '  {. 

 й<7   сіу  сШ   |    зз2  йу  АЗх    ,    р  ,  йуй2*\2<Ьс 

 Ах   Ах  ІхЗ~Т~  ~р   ОхЛхЗі^К      Ах  Ах2)  'Щ 

  Ау  АЗх   ,    о  &У  (^х\2 

'6Тх  \Ах~2'  9 


Ах  АхЗ 

■ыраженіе  точно  то  самое,  которое  для  г  и  предЪ  симЪ  нашли. 

РавнымЪ  образомЪ,   поелику^?  —  —  рйд  +  Здір       ,    _  Ык 

АуЗ  рЫу 

ж  Лр^фі  то  будетЪ^  — "^г  +  ^2  Ах__-ргч-п2     и  потому 

г       1  7  АуЗ   р4         Ау   р5        >  3 

і /А3х\  р5(  і —  г  Ар  —  рЛг  +  бдАд)  —  $рЦзд2  —  рг)Ар 

®\Ау~з)   р1° 

 —  р2Аг  -4-  брдАд  —  гщ2Ар  -4-  ^ргАр 

рб 

А4х  —  р2Аг  Ч-  брдАд — \$д2Ар  4ргАрѣ 

Ау4  ~  р^Ау  ? 

откуда 

іг  =—  рЧу  Л—  -Х-      ~и  &  

—       '  йх*\^         р  р2 

5         ІГ  Ау_АЛх    у         дг   і5<73. 

—  Ах   Ах  АхА  ~~Т*  1  °  р      '  р2  > 

и  какЪ  Іиі^Г—  10Г  — Л— ^  —  -Ц-З^С— ѴѴі'^ 

р2    *  Г  \       Ах  Ах2)  •  \Ах)  ~~    Т~  х  ^  Ах  \Ы2)  > 

то  будетЪ 

 гіг  Ау  А4х    ,  йу  й2л  АЗх  -  сГу  /й-х\з 

Г#»"|  Й^Й^^^Йхйх^йхЗ        1  ^  йх  \Дг«/  ' 

выраженіе  точно  то  самое,  которое  для  і  и  предЪ  симЪ  нашли. 
И  такЪ  далЬе. 

(8і.)  КЪ  изложенному  вЪ  послІэднихЪ  двухЪ  членахЪ  мы  п ри со- 
вокупи мЪ  здЬсь  слЬдующ,ее  замЬчаніё: 

12 
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Поелику  выше  видЪли,  что  когда  количество  х  изменяете* 
само  по  себЬ,  а  функцДя  у  зависимо  отЪ  онаг0,  тогда  Ру  есть  не 
иное  что,  какЪ  Л(^у),  почитая  4х  за  количество  постоянное,  Л3у  есть 
ме  иное  что,  какЪ  А(А*у)  ,  почитая  Их  за  количество  постоянное,  и 
проч  (ч.  77);  то  явствуетЪ,  что  и  вообще,  когда  х  и  у  измЬняют- 
ся  зависимо  отЪ  количества  к,  а  сіе  само  по  себЬ  ,  тогда  И'2х  и  И3у 
суть  не  иное  что,  какЪ  Н(4х)  и  ^/(^/у),  почитая  Ли  за  количество  по- 
стоянное, Л^х  и  И3у  суть  не  иное  что,  какЪ  Л( і2х)  и  Л(А2у),  почитая  Ли 
за  количество  постоянное,  и  проч.  Откуда  слЬдуетЪ,  что  естьли  Лх 
и  Лу  примутся  за  новыя  перемЬнныя  количества  ,  а  <і2х  и  Л*у  за  ихЪ 

дифференциалы;  то  поступивЪ  сЪ  выраженіемЪ  2>~  —    вЪ  сысканіи 

сіх 

дифференциала,  какЪ  сЪ  дробью,  мы  должны  достигнуть  до  того  ж* 

выраженія,  каковое  для  ^  и  предЪ  симЪ  нашли;  и  действительно  по~ 

ступивЪ  такимЪ  образомЪ,  мы  находимЪ 

.   йхй[іу)  —  Ауі  (<іх)   оІхсі2у  — •  Ауй2х 

р  __    , 

и  оттуда 

'   сі-р  АР-у  (іу  й2х 

сіх       йх2      Ах  Лх'1- 

РавнымЪ  образомЪ  слЪдуетЪ  ,  что  естьли  И2х  и  А*у.  примутс* 
за  новыя  перемЬнныя  количества,  а  Л3х  и  Фу  за  ихЪ  дифференціалы  ; 

то  поступивЪ  сЪ  выраженіемЪ  а — ^2  ^  —  —  йхі2у     Лул-х  по  Пр3. 

3  г  7      діх2       йхсіх2   сіхЗ  г 

виламЪ,  вЪ  Шй  главЬ  предложеннымЪ,  мы  должны  достигнуть  до  тоге 

же  выраженія,  каковое  для  г  и  предЪ  симЪ  нашли  'у  и  действительно 

поступивЪ  такимЪ  образомЪ,  мы  находимЪ  і 

,   Ах  (с/хі-у  +  й2усі2х  —  іІ*уА2х     сіусіях)  —  зЛх2  {с(хсі2у  —  АуА2х)А2х  '  * 

1—  ІхЪ 

  <1х2,<3у  . —  Ахіуі!3х  —  зсІх-А^уі-х      з^у  (гіал )2 

и  оттуда 

Лх       сіхЗ        ііх  их3        °Лх2  сіх*    '    **4х  Ках2/  ' 

И  такЪ  далее. 

Теперь,  чтобы  піЬмЪ  же  путемЪ  отЪ  сихЪ  общихЪ  выражеиій 
достигнуть  кЪ  частнымЪ,  мы  замЬтимЪ  ,  что  поелику  когда  х  и  у 
изменяются   зависимо  оніЪ  количества  «,  а  сіе  само  по  себЬ,  тогда, 
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жа  кЪ    то    выше    видЪли,  А*х  и  А*у  суть    не  иное  что ,  какЪ  Шх) 

и  А(Ау)у  почитая  Ли  за.  количество  постоянное,  А*х  и  А3у  суть 
не  иное  что ,  какЪ  А(А2х)  и  А(А2у)  ,  почитая  Аи  за  количество 
постоянное,  и  проч.;  то  явствует^,  что  когда  вЪ  общихЪ  выраже- 
иіяхЪ,  найденныхЪ  для  а  — ^    г  ~  ^  и  проч.  яри  такомЪ  изміэненіи 

аіх  Ах 

количествЪ  х  и  у ,  положимЪ  ,  что  которое  ниесть  одно  изЪ  нихЪ 
измЬняется  само  по  себЬ,  а  другое  зависимо  отЪ  него,  тогда  сіе  ко- 
личество сделается  Щ  и  ,  и  дифференціалЪ  его  иерваго  порядка  бу- 
дегпЪ  тотЪ,  который  долженЪ  быть  принятЪ  за  количество  постоян- 
ное. И  поелику  вЪ  такомЪ  случаЬ  дифференциалы  его  всЬхЪ  прочихЪ 
норядковЪ  изчезнутЪ,  то  симЪ  образомЪ,  то  есть  приемля  Ах  или  Ау 
за  количество  постоянное,  мы  изЪ  общихЪ  выраженій  найденныхЪ  для 

в     ''-Р  г  ~  —    и  проч.,  должны  получить  часшныя,  предЪ  сим'Ь  нами 

выведенныя  ,  какЪ  вЪ  томЪ  удобно  всякой    удостовериться  можетЬ. 

Отсюда  произходитЪ  ,  что  Геометры  не  смотря  на  то,  что 
совершенная  величина  дифференціалоЕЪ  Ах  и  Ау^  какЪ  то  мы  замЬти- 
ли  выше  (ч.  іб)  ,  здЬсь  вЪ  разсужденіе  совсЬмЪ  не  входитЪ,  не  рЬдко 
взираютЪ  на  оные  ,  какЪ  на  количества  переміэнныя  или  на  которой, 
ниесть  одинЪ  изЪ  нихЪ  ,  какЪ  на  количество  постоянное.  Но  всякЪ 
видитЪ,  что  сіе  дЪлается  единственно  токмо  для  сокращенія,  и  что 
вЪ  прочемЬ  нЬтЪ  вЪ  томЪ  никакой  другой  надобности. 

(82.)  КЪ  поясненію  сихЪ  различныхЬ  выраженій,  предложимЪ 
здЬсь  некоторые  примЪры. 

I.    Пусть  у~ахп,  гдЪ  х  и  у  изменяются  зависимо  отЪ  како- 
го ниесть  другаго  количества,  какЪ  и ,  которое  изменяется   само  по 
себЬ,  или  все  тоже,  котораго  дифференціалЪ  Аи  есть  количество  по- 
стоянное (ч.  79  и  8і);  будетЪ  сперва 
Ау  ~  пахп   *Ах,  и  оттуда 

(іу    п  I 

*  —      ~  пах 

потомЪ 

Ар  —  »(я — 1)ахп~*Ах,  и  оттуда 
а  -  І?  —  я(и— ]>*п~2- 
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посемЪ 

^  —  »(п — О  (й — 2)  ахп~3Нх,  и  оттуда 


г 


пошомЪ 

^гя(«-і)(» — 2)  (и — 3)  яхп—4Лх,  и  оттуда 


5  =     —  я(я  —  1 )  (п  —  2)  (и  —  3)  лх71-^, 


г/Г   

и  гаакЪ  далЬе. 

Теперь,  поелику  <;  —  ^  —  ^Т^'  бУДетЪ 
^  *У.Л2±—  п(п—  і)чхп-\ 

—  пах111-1  —  Л-  п(п—  і)дхТІ-%  и  оттуда 
Ах*  Ах*  ГГ   4  ' 

—  ялхп—І  Л2х      я(й—  і)^-71"-2^2; 

„    АЗу  Ау  АЗх  0  А2у  А2х     .     «  Ау  ,  Л*х  \„ 

пошомЪ  ,  поелику  г  _  -2  —  ^  —  3  ^  ^  +  3  Тх  (  , 
будетЪ 

гілз  йх3    '      >  Ах*  /  ах*  . 

—  Зтх4-1  (а^-У  Ч-  «("—О        2)  ЙХП~3 
=  ^х71-1  ^  +  3»(«—  О  *хп~2      -Ь  »(»— 0  (*— а)'*4-», 
и  отптуда 

&  у  —  пахп-Ы3х  Н-  Ъп  (я— і)  ахмАх№х  +■  й(я — О  (я— 2)  азР~-3фР% 
посемЪ,      поелику   $  _  ^  —  0^^+ 10^^^ 

^  А*х         -  ^  і2.ѵ  2          -  ^  >*  3  будешЪ 


пах^  Ш^е^аа^^гЗп  (я-і)^-2^4-я(я-і)(я-2)Лхта-з^ 

^4  гіл4  Ал3  Ах 

-і-  я(я  —  і)  (я  —  з)  (я  —  3;  «я"-"4 


пах 


+  6<Я  —  1)  (Я  —  ЗѴ71^  р  +        _  х)  („  _  2)(„  _  3)  дхП-4> 

іі  оттуда 

Л\у  ~  пах71—1  Н'х  +  фг(л  —  і)  ахп~^(1х43х  +  Зя(я  —  г)ах)1~ *42х* 
_|_  6я(»  —  і)  (я  —  ъ)ахп—Ъ(1х*№х  -Ь  »(« —  і)  («  —  а)  (я  —  3)дхЯг~і4</а;4> 
и  такЪ  далЬе. 

КЪ  тЬмЪ  же  заключеніямЪ  мы  можемЪ  достигнуть  и  непо- 
средственно, такимЪ  образомЪ,  какимЪ  найдены  выше  общія  для  г,  і 
и  проч.  выраженія  (ч.  Г/д),  какЪ  явствуетЪ  изЪ  слЪдующаго: 

ВзявЪ  количество  и,  о  которомЪ  тамЪ  упомянуто,  сперва  изЪ 

уравненія  Лу  ~  пахп^'гАх  будемЪ  имЬть 

Ау   п—і  Ах 

-^-  —  пах       — • 

сіи  Ли* 

потомЪ 

аШ)  —  паХ^-Ч  (*?)  +  я(и—  і  )ахп-2а'х  к  и 


то  есть 

м  оттуда 
посемЪ 


42у  ~  пахп~142х  ~\-  »(я  —  і  )лхи— 2Лх2; 

=  ялх71-^        +«Гя— і)  лх*-^Л & 
2»(«  —  і )  ахп~2  %  А  (^)  +  я(я  —  і )  (я  —  й)ахп~з<1х  —  и 


■.пах11-1- 


2Я  (Я  —  і)<?ХП    2іи   4-и(я—  і)  (Я— 3)ЙХ71~ 3  йи  ^г3, 

то  есть 
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пах*-г  і2і-\-  3<«  —  I)  ах11-2     %  +  <я— і)  («— а>**-*  ^(ч.  75\ 
к  оттуда 

А<у  —  пахп—1А3х  +3я(«  —  і)***-24х  і2а?  4-  и(«  —  і  )(«  —  а)  «"Ле*, 
и  такЪ  далЬе. 

Отсюда  ясно  видно,  что  естьли  взирать  будемЪ  на  Лх  и  Ау  какЪ 
яа  перемЬнньія  количества,  а  на  Л2а;  и  Л-у,  какЪ  на  ихЪ  дифференціа- 
ды,  потомЪ  на  А2х  и  А2  у,  какЪ  на  перем"Ьнныя  количества,  а  на  А3х  и  А3  у 
какЪ  на  ихЪ  дифференціалы  ,  и  такЪ  далЪе;  то  посредствомЪ 
правилЪ,  вЪ  Шй  главЬ  предложенныхЪ,  мы  достигнемЪ  весьма  краш- 
кимЪ  путемЪ  точно  кЪ  тЬмЪ  же  заключеніямЪ,  каковыя  здЬсь  произ- 
вели изЪ  истинныхЪ  началЪ  (ч.  8і).  ч  • 

Пусть  количество  х  изменяется  само  по  себЬ,  или  все  то  же, 
пусть  дифференціалЪ  его  Ах  примется  за  количество  постоянное  (ч. 
6і);  будетЪ  А2х~  о,  А3х  ~  о,  ААх  ~  о  и  проч.,  и  потому  получится 

А1  У  ~п(іі—і) ахп~~2Ах2, 

А3у~п(п  —  і)  (и  —  о,)ахп~~3Ах3, 

А3у  —  п(п  —  і)  (я  —  2)  (я  —  3)ахп— Чх* 

и  такЪ  далЬе, 
какЪ  то  нашли  непосредственно  прежде  сего  (ч.  78). 

Пусть  функція  у  изменяется  сама  по  себЬ  ,  или  все  то  же  , 
пусть  дифференціалЪ  ея  Ну  примется  за  количество  постоянное 
(ч.  8і);  будетЪ  А*у  ~  0,  43у  ~  е,  А'у  ~  о  и  проч.,  и  потому  произой- 
дешь 

пахп—х  А2х  4-  »(«  —  О  ях71- 2  Ах2  ~  о, 
пах"— 1  Ах3  4-  3»(я— -  і)  ахп—2Ах  А2х  +  к(я  —  і )  (я  —  2)  йхп~3^=  о, 

пах71— гА*х  -і  $я{п  —  \)йхп—*Ах  А3х  -\-  Зи(я  —  і)  ахп—2і2х2  -г 
вп  (и  —  і)  («  —  2)йХП— 3^ха        _|_  й(я  ~  і)  («.-.*-  2)  («  —  3)  ЙХП— ^4Х*  —  «, 
ж  гаакЪ  далЪе; 
откуда  получится 
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  X2  3 

4*х-  (гі~-і)  (2.П—1)  (зп-і)  Іх4 

  л3  # 

я  тпакЪ  далЪе. 

Пусть  «~і  ,~25~3  и  проч.  ,  такЪ  чтобы  была  фунадція 

5  ~  ах,  ~  ах2,  ~  ах і  и  прбч.;  будетЪ  : 
вЪ  слу чаіэ  я  ~  і , 

Ау  ~  аЛх^у  ~  аА2ху43у  ~  аА3хуА* у ~  й^л,-  и  проч.; 
вЪ  случай  я~2, 

~  ьахііху  42у  ~  %ах47х  -\~  іпАх2уА3у  ~  2ахА3х  -^-  6аАхА*ху 
ЛАу—^ах(іАх  ^  8аАхА3хі-6аА2х2  и  проч.; 
вЪ  случаЪ  п  —  3, 

~  Зах2Ах,  А2уи:Ъах2А7х  -\-  бахАх9,  А3у  ~  Ъах243х  -\-  \ЪахАхА*х  -\-  баАх3 , 

</*>'~Зга2/*х-[-24йх^х//3х+і8йх^2х2і-Збл^2^2л"  и  проч. 
и  проч. 

Прилагая  кЪ  симЪ  простЪйшимЪ  случаямЪ  общія  выраженія , 
найденныя  для  у,  г,  $  и  проч.,  мы  достигнемЪ  кЪ  гаЬмЪ  же  заключе- 
ыіямЪ,  какЪ  явствуетЪ: 

ВЪ  случай  у~ах  имЪемЪ 

Ау  ~  аАху  р~~~а,Ар~оиа~^~о; 

Ах  Ах 

почему  л*у.  ^У**—  —  оі  икакЪ-^~*,  то  будетЪ 

1    Ах*       Ах  Ах2  Ах 

А2у  А2х 

и  оттуда 

і2у  ~  аА2х\ 

потомЪ  ,  поелику  гП-Цв,  имЬемЪ 

АЗу     Ау  Аіх  ,   г>  А2у  &2х       р  йу  /&2Х\$  , 

и  какЪ  ІІ  ~  а  и  —  — а  ^*?,  то  будетЪ 
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іхЗ          іхі  \&х*)     '        \Ах*)    Ахі' 

и  оттуда 

=Г  лЛ?х, ' 

и  такЪ  далЬе. 

Теперь  вЪ  случао  у  ~  дх2  имЪемЪ 

4у  ~  чахс-іх,  р  —         2дх,  Л/>  —  2<х<іѵ,  2д,  Л#  Ш  0  и  г  :п       —  «  : 

<іх  <іж  дх 

почему^  Луі^х^.  2а.  и  какЪ^— 2дх,  та  будетЪ 

Ах2      сіх  Ах2  Ах 

А2у  А2х  , 

 2#Х  - — -  -4—  2Л, 

к  оттуда 

Л2у  ~  ъах(і2х  -|-  2аах29 
и  такЪ  далЬе  и  далЬе. 


II.  Пусть  у  ~       — х7;  будетЪ 


и  такЪ  далЬе. 


Теперь,  поелику  ^  =^  —  ^тл  произойдешь 

-*  і2л  1    -,  и  оттуда 


4*у  —  ~х!^   <**2 


««по  А  поелику  Г^І^З  3  2  М 
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*Ъ   —х     сІЗх  о /      х       сРх    ,  і       ч  йгх 

  X  0Х  у  3  Л2Л  Зд; 

и  оттуда 


43у  — 


■  х  ІЗх  3:Ш2Х  ЗхЛхЗ 


и  такЪ  далЪе. 

Или  полагая,  что  х  и  у  измЬняются  зависимо  отЪ  какого  на- 
есть количества  //,  а  сіе  само  по  себЪ,  будемЪ  имЬть  сперва 

(іу   —  х  йх, 

Ли      уг ,  хъ.  <іи 

потомЪ 

Щ — -==  лСі) — ^(^=р)  I 

  — •  х     д  /&х\  йх  йх 

<№у  ■ —  х    Лгх      ,        і  Ах2 


•    (ч  75Ѵ 

и  оттуда 


ю.,  • — х.і2х  сіх11 
«  У  ~  1  <  


Уі  —  х2         (і — х2)з 
ИОсемЪ  находимЪ 

сіх  і  /йх\  і  /       1       \  сіх" 


(і~-х2)§   гіи     ѴЛі/  Ѵ(і— х2)і  Уйи2 

УТ^Гх2  (і— х2)3 

2  йх  д  /Лх\  %хйх  СІХ2 

(і  —х2)%  с(и    ^*'       (і—  л23*  йц2' 
г/З-у   _х       с/Зх  3        Лсй2х  Зх  сЬгЗ 

^З       у^ТГ^а-  (^Зс2)5    гіи йи2        (і  — х2)!"  <*"3* 

и  оттуда 

  —  хіЗх         $хйхй2х  Зх-іхЗ 

Ѵі  —  х2        [і—  х2)!       (і— *2)?а 

и  такЪ  далЬе. 
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Ш.  Пусть  у  —  Іо§.  я;  будетЪ 

,        Их   Ау   і 

,^  —  іІХ  ,  Ар   I  - 

,  ЧхАх  _СІ<1    2 

Ш  такЪ  далЪе. 

Теперь,  поелику  получимЪ 

^2?   1   Й2Х  I 

Лс2       1с  ЙХ2  X2' 

и  оттуда  * 

щ  А^х   Ах*. 

_Ъ,    поелику    /=^|-_30^+3|(^,  бУЛеп,Ъ 

А*у         і  й3х   і_о/і_^.  і  \  сі2х       о  і  /й2хчо   .  2 

^Гз  1с"йзГ3_'—    Ѵхйх2       ссѴгіх2  х  \йх2/     '  хЗ 


і  й3х  0  і  й2ос    ■  ; 


и  оттуда 


Й3Х  ЗАхА2Х     ,  2ЙХЭ 

 ^ — — ГГ> 


а  х2       1  х° 

и  такЪ  далЬе. 

IV.  Пусть  у  —  А.  мм.  х;  будетЪ 

,  йх  Лу  


/Г^х2   г"     гіх       Уі  —  х2 
хйх  Ар   X 


,   (і+ах2)йх   й<7         і  Н- 

и  такЪ  далое. 

Теперь,  поелику  4=^— получимЪ 

й2^   I         с^х    ,   х  

йх2       /ТТ^^^^Сі-гхг)^  ■* 

и  оттуда 

Ѵі — х2        (х — х2^ 

«отомЪ  будетЪ 


I  (І3Х     ,  3#        дРх     г       I  +  2Х3 


ц  оттуда 


и  шакЪ  далЪе. 


Уі  —я2   '  (і— «2)І       С1— «^1  * 


V.  Пусть  еще  .у  гг  А.соі.  х;  будетЪ 

— Ах     _      Лу  ■ — і 

'       тЛ  — х2  >'        Лх      Ѵі  х2- 

 хйх   йр    * 


ц  —        зх2>/х   <Щ  .  —  (х  #"аяа)  | 

(і  — х2)і    '  Лх  (і— к2)з  I 

и  шакЪ  далЬе. 

ПогаомЪ ,  какЪ  явсгавуетЪ  изЪ  предЪидущаго  примера )  про- 
изойдетЪ 

■  гі2я  жйя2 


Л2ѵ 


,3  5 


У"і — ■  х2       (і—  х2)з 
   ^3;с          ?<$хй.хс12х        (і  +  2Х2)йхЗ 


/і  — х2        (і — х2)§  (і — я2^  - 

и  гаакЪ  далЪе. 

VI.  Пусть  дано  уравненіе  или  неявная  функція  у  количества  хг 

ХУ  ~\~  х2  Ч~  &х  Л  &У  Ч~  с  —  °>  будетЪ 
хЛу  4-  У^*  -Ь  2хЛх  4-  й^х  4~  ^<(У  —  о,  или 
(#  4~  #)     -\~  (у  +•  2х  +  с-)<іх  т  о,  или  еще 

С*  +  л)  ~  -Н-МН-й— х, 

и  Оттуда 

х)  р  +  у  ~Ь  2х  -}-  й  —  о; 

потомЪ 

(#  ~Ь  *)  ^  +      +•     4-  2^Х  ~  С,  ИЛИ 

12  * 


и  оттуда 

(*-+-*)*-+-2(/>4- 1)  —  с, 
посемЪ 

0  +  х)  Ц  Ц-  ^ія  +  2^  ~  о,  или 

;.(*+-*)  ^4-*+*  е- 
Ах  9 

и  оттуда 

04-  х)  г-\-3<і~о; 
потомЪ 

(*  Н-  х)  іг  +  Ых  4-       щ  о,  или 

«*    1  '  (ІХ 

и  оттуда. 

(*  4-  х)  5  +  4^  =  о ; 

и  такЪ  далЬе. 

Теперь  естьли  положимЪ  ,  что  у  изменяется  зависимо  отЪ  ко- 
погтоТа  тОЖе'  Чт°   ^иФФеРенціалЪ   Лх  есть  количество- 

ПП    1       65  т0  П0Ставляя  вмЬсто  *    и  проч.   пхЪ  величины  , 

приличныя  семѵ  положеніго,  получимЪ  * 

и,  оттуда 

{Ь  4-  $)  ^  4-  4_         _  0. 

потомЪ 

или,  7 поелику  ^  4-  а;  —  —  2(^4_  і  ):  ^>  будетЪ 

и  оттуда 
посемЪ        _ " ч 

или,  поелику  *  +  *  =—  о  будетЪ 
и  оттуда 

4-  ьДгуру  — -  ^ 

ш  такЪ,  далЬе. 
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Есгаьли  же  положимЪ  ,  чпго  х  изменяется  зависимо  отЪ  коли- 
чества у,  или  все  тоже,  что  дифференціалЪ  сіу  есть  количество  по- 
стоянное; то  поставляя  вмЪсто  <?,  г,  /  и  проч.  ихЪ  величины  ,  при- 
личныя  сему  положению,  будемЪ  имЬть 

и  оттуда 

(Ь  -4*-  л:)  ЛуЛ2х  —  афуіх.1  —  2//х3  ~  о; 

потомЪ 

или,    поелику  Ъ       х  ~  а ^ ^?);        будетЪ  ^ 

Й^'+|)и^.З;(в^-.1)ёР=0,  -и  еще 
и  оттуда 

2:{уах4  ?х  +  2<1х2Л3х  —  ЪАуй*х?  —  ШхіР-хР  ~  о;; 
посемЪ 

\       іхсіхч    1         ал  Лс2  ах?3  \Лс2/  > 

— і-  Д  Г 1  —  — - 3  —  —  О,  или. 

&  +  *)     — іодф  4- 1 5  (-а) 3  4-  4  йг. — 12  Ы  ==  о, 

илиу  поелику  #  -{-  ас — «ж  ( і  -4-  ^х\;  будетЪ 

Й^/  СІХ2 

2  С1  -ь  & — 10  ада  -ь 1 5  Ы )  4  ^  5? — 1 2  Ы  =  °> 

ИЛИ" 

2  ( 1  ~Ы  .7^4—4(5^-^4)  йзлгз  +  3  (і  о      6)  (~2у —о, 

или  еще 

^+і)^-4(4І+5)^  +  3(б|+ю)©^ог 

ю  оттуда. 
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йПуЛх^^х  -Ь  &іхЫ'Х  —  іШуШЧі&і  ^щЯхЧШЧ  --}-  *Шу4ах84  Зоіх^х*— о, 
и  іпакЪ  далЪе. 

(83)  ТЬ  же  самыя  правила  ймЬюгаЪ  мЪстпо,  когда  вЪ  предложен- 
ныя  для  сысканія  дифференціаловЪ  выражекія  или  функдіи  входятЪ 
И  дифференціалы  перемЬнныхЪ  количествЪ  х  и  у,  гдЪ  уесть  нЬкото- 
рая  обыкновенная  функція  количества  5С,  какЪ  изЪ  сл|)ДуюіцихЪ  при- 
зиЬровЪ  явсяівуетЪ. 

I.  Пусть  дана  дифференциальная  функція -2!.^,  гдЬ  у  есть  нЪко- 

сіу 

торая  обыкновенная  функція  количества  х. 

Поелику,  полагая  —  ~  ру  имЬемЪ — — У_.  гдЪ  р   есть  нЬ- 

1  сіх  сіу  — р,іх  —  р 

которая  обыкновенная  функцДя  количества  х  (ч.  ПІ^)\  то  явствуетЪ, 
что        есть  такЪ  же  обыкновенная  функція  количества  х ;  пусть 

сія  функціяіп  я,  будетЪ 

^ — ^ІІ  2. 

іу       Р 9 

и  потому 

Лу  йр 

их   #2    1  рьЧ^ 

куда  поставляя  ъмЪсто  у — .^2.АЛѵі  у      —  >  получимЪ 

сіх2      ііх  Ах2-  (іх 

  Лу  "  А^у      йу  й2х\ 

Тх~~    '     Уау^УІх2  5x3**/» 
и  оттуда 

'  «(у  сіу'2  .  .  ^ 

Естьли  надобно  будетЪ  найти  дифференціалЪ  втораго  порядка 

функпіи  я>  то  положи  вЪ  -"У'Д  НО'  и  проч.,  буд^мЪ  имЬть 

'  гйс"       I    у  <іх  « 

р         ^  _  _   - 


и  оттуда 


'Ч   сія,          р2  сіх      р2сіх    1     р3  ОХ 

 ту  ■         |  Я; 

куда  поставляя  вместо  г  — ^  —  р — - — ѵ 

личины,,  получимЪ 

 /        ^У\  А2х      у  <і3у  у  йЗх  . 

 V  1      р2)  Ах2      р2  7x3    '  ~р  сШ  ~* 

 ѵ         2^_7\  сі3х    ,     у  СІЗх       у  йЗу        щ2у  ^ 

—  \  1        р2)  сйё  "  '        5x3       ^сіхЗ  ~І~~рЗ  У 
и  такЪ  далое. 


сі-х  „  „/ 
ах2 

"ал2 

щу  й7х  -  . 

й(\2у 

р2  д.х2  1 

?3 

II.    Пусть  дана  дифференциальная  функція  ~і~ 'О'2  >   ГДІ>  У 

есть  некоторая  обыкновенная  функція  количества  х. 

Поелику,  полагая  ^  -^.  Ѵі  имоемЪ  у  Ах2  -р  йу2  ~  уѴ/х2  -1-  р2Лх2  ~ 


ИхУ\-\-р2ч  ГД^>  Я  есть  обыкновенная  функція  количества  х  (ч.  74); то 
явствуетЪ,  что  і/іх2  -\  ~  іу*  есть  дифференціалЪ  нЬкоторой  обыкно- 
венной функціи  количества  х  ,•  пусть  сія  функція~&>  будетЪ 

&Ъ  —  У  Ах2  -\  Лу2  з  Ах  У  і  -[-  р2  и 


—  У\  -г  р  }  или  полагая      —  р',  рі~у л  -\-  р2. 

ПоложимЪ  еще  -^-  —  а'  ІІІІ — V  и  проч.,  какЪ  прежде  полага- 
ла: •*  йх  " 

ли  _Й — "^?^ — ~  Т  и  проч.  ;  будетЪ  - 


/   Р'Р 


йр'~ 


и  оттуда 

иотомЪ 
и  оттуда 


  Р^х   ,  рф 


4ц> 


йх     Ѵі  +  р2  Ѵі+р2-' 

сідір^р^і^р'2)^ 


ар  &сі 

I  "іх  +  Р( 1  сіх  4*-+Ъ(і+>р*) 


Лх  (і-і-р-)*  (і+р2)±  9 

и  такЪ  далВе. 

Поставляя  вЪ  формулу      —      І1 —  вместо  ^         нхЪ  величины 

'  1         Ѵі  -і-  р2      '  , 
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получимЪ 

их*  ах^— 

л?  _  і2*  у7Т7-і-  И^—Р:Ы_  й5  "ГІ?^ 

—  а*2  к    1  г  г  .  -— — — -==. — у 

V*  -+-  р2  Ѵі-ь-р2 

к  оттуда 

Или,  полагая,  что  л-  и  у,  и  следовательно  г  ,   изменяются  за- 
висимо отЪ  какого^ниесть  количества  к,  мы  будемЪ  имЬть 


—  гі  /—Л  _ і_  ^  /7 


то  есть 


м  оттуда 

^2^- .  Ах<1-х-+-йус12у 

Ѵйх*~+-а.у*  3 
то  же,  что  и  прежде  нашли. 


При  чемЪ  явно,  что  выраженіе  сіе  есть  не  иное  что  какЪ 
(і.уЛх^  іу^  приемля  Их  и  4у  за  количества  перемЬнныя,  а  &х  и  &у 
за  ихЪ  дифференциалы  (ч.  8і). 

Теперь,  поставляя  вЪ  формулу?/  —    ±  К 1  ±  ?2>  вмЬсто  г  и  г' 
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ихЪ  величины  *У-*ЛЛ*  3§Й+  З^ (Й)*я  — — ■ —  3 
З^/^)2,  будемЪ  имЬть  \ 

^^3У  Ах        ~  Л2х\ 

7^~~Р  их*    6Ч  йх2 —  (і  +  ^З1  ' 

(ѴЗя  „        „  сі2Х         .    .      „.  ,в*у        с(3Х  Ы2Х\  , 

(І+-Р2)* 


(і  +  ©2) 


и  оттуда 

л  &   —   ^  ) 

(гіх2  -+•  Ау2У* 

каковое  выраженіе  есть  не  иное  что,  какЪ  й  (  -^І     ЛУ^У\  приемля 

не  только  йх  и  ^у,  но  и  Л2х  и  (і2у  за  количества  перемЬнныя,  а      и  ^*,у 
за  ихЪ  дифференціалы. 
И  такЪ  далЪе. 

(г/х2  -4-  ^л/2^  і 
III.  Пусть  дана  функція  1_ —         і  - 

Полагая  &  —  р  и  |?  —  ^„  ^  д  ,  мы  имЬемЪ  Ух*Щ*)*  ± 

3  з; 

(('1  +  р2)  Лх2У  —  (і  4-  />2^2  (іх3  и  ^х^/2^  —  —  цЛх3 ,  и  потому  будетЪ 
данная  функція  — <^.ѵ-  -\-  сіу2)  — ,  0+.#і2і_  9    пго    есть  обыкновенная 

•    с/хсі2у  —  і.уі2х  Ц 

функція  количества  х;  пусть  оная  щ  такЪ  что  я  ~  С1^-^  р  .  ош;^ 
куда  произойдетЪ 

 р  —  т  С>  +?е)  — 


14 


—    Юб  т— 

=з?(1+^-^Р!(І-р2-з(7^) 

(д.2Х\    ,  '  і 


йл-^2_у  —  сіуи2х  (д.хл2у  —  ЛуРху 

и  оттуда 


^   Ціу.12у-±-1хгІ2х)У,і^-+-<Іу2  (г/х2  -4-  ^У2)^   (ІАІЗу  —  Луііл') 

<іхсі2у —сіук-х  [уІхЛ^-у- — іу.і-х)2 

3 

то  есть  то  же,  что  и  (1(У—  ?г"І~  ЛУ_  У%\   9  приемля  сверхЪ  Ах  и  Ну  еще 

\&хй.2у — -(іуЗР-хІ 

Н2х  и  Н2у  за  количества  перемЬнныя,  а  Н3х  и  Н3у  за  ихЪ  дифференциалы. 
IV.  Пусть  еще  дано  уравнение 
а9- Ну2  -}-  хуНуНх      Ых2Ух2  -+  У*  — 
Полагая    ^  ~  р,  мы  имЬемЪ 


л2/>2  -)-  />.ѵу  +■  ^Ух2  -(-•  уъ  л  о, 
и  оттуда 

аа2рИр  +  А-уі^     />х<у  +  руЛх  -\-  ЬСХ^  —  0^  или 

Ѵх2-+-у2 

>    (ш>р       х  ^  +/>ж  Ъ^1±і 

ч     г  1    л&х   1  ^  *       1  г4  1    ^~2_^  — — то.  или  еще 

(з^  +  ху)  ч  +  ^ов  +■  ру  +  =  о, 

куда  поставляя  вмЪсто  $  и  р  ихЪ  величины,  получимЪ 

(««?  |         (Іл-1'2)  +  х  2  +у  2  ЙЙР=^ 

Ухг  -т~У 

и  оттуда 


і 


Приемля  же  <іх  и       за  новыя  перемТэнныя  количества,  а^2х  и 
Л2у  за  ихЪ  дифференциалы,  мы  находимЪ 

(ъаЧу  4-  к>Лс)  4*^  +  (ху//у  +  яШУх2  4-  ^')Л2х  4-  у.ѵѴг  4-  х^хі^2  4- 
к^Ш^-ЙІ^Ь  или 

(ъаЧу  +  хуЛх)  {(12у  ^  <і5х)  -\-{чаЧу2  4~  йхуШу  4  Шх^Ух*       ,уг)  ^ 

4-  уахЧу  4~  хахау2  4 — - —  — — —  иг 

Ѵх2+у2 

и  какЪ  второй  членЪ  сего  уравненія  есть  не  иное  что,  какЪ  удвоен- 
ная первая  часть  даннаго,   то  будетЪ 

{ча2Лу  4-  хуЛх)  (Ш*у  —  &у&&)  +•  уАхНу  4-  хйхЧу2  4-  КхАх*-+-уіхЗау)  __  ^ 

у,«а40'2 

то  есть  шо  же,  что  и  прежде  нашли. 

ВЪ  заключеніе  сего  о  дифференціальныхЪ     функціяхЪ  мы  здЪсь 

замЪтимЪ,  что  оныя,  какЪ  и  ѳбыкновенныя  алгебраическія  функціи, 

сверхЪ    естественно  представляющегося  различія  по  порядкамЪ  диф- 

ференціаловЪ  ,   различаются   еще    по  размЬреніямЪ    оныхЪ  ,  считая 

каждой  дифференціалЪ  перваго  порядка  за  количество  одного  размЪ- 

ренія,  каждой  дифференціалЪ   втораго  порядка  за  количество  двухЪ 

р  азмЬреній,    каждой  дифференціалЪ  третьяго  порядка  за  количество 

трехЪ    размЬреній,    и  такЪ  далЬе.    И  такимЪ    образомЪ  выраженія 

ех>12у  +  у2ііх2     ах?Апу  А-уЧ^х4  .  , 

.   и    '       ~^         суть  дифференціальныя  финкцш,  одна  раз- 

йу2  йут 
мЬренія  нуля,  а  другая  размЬренія  п — т. 

(84О  Из'Ъ  сихЪ  послЬднихЪ  двухЪ  членовЪ  мы-усматприваемЪ,  что 
дифференціальныя  функціи,  содержащія  вЬ  себЬ  дифференціалы  выш- 
шмхЪ  порядковЪ  количествЪ  х  и  у  ,  чрезЪ  приличное  вспіавливаыіе 
преобразованы  быть  могушЪ  вЪ  функцію  количествЪ  .ѵ,  у,  р, 
г  и  проч.,  естьли  оно  будутЪ  размЪренія  нуля,  или  вЪ  функцію  тЪхЪ 
же  количествЪ,  умноженную  на  Лх71,  естьли  будутЪ  размЪренія  я, 
гдЬ  размЬренія  разумеются  токмо  вЪ  разсужденіи  Нх  ,  Лу  ,  (12х  ,  д.7у  9 
4*х,  (і^у  и  проч.  $  ибо  функціи  сіи,  содержащія  вЪ  себЬ  дифференциалы 

Щ  * 


—  Ю8  — 


в  ьтшшихЪ  порядковЪ  количеспгвЪ  х  и  у,  произходятЪ,  какЪ  то  выше  ви- 
дали (ч.  82  и  83)>  отЪ  постановлеиія  вмЬсто  р,  ^і  ги  проч.ихЪ  величинЪ 

%&У__т^*  ^„^^_З^^Ц_  3^(^)2  и  проч.  ОднакожЪ 

«ЬсЙХ2        СІХСІХ29  СІХ3        СІХСІХ3         ^  Ах2Ах2    1  іхУ-іх-у 

есть  весьма  многія  мзЪ  сихЪ  функцій,  содержащихЪ  вЪ  себЪ  диффе- 
ренциалы вышшнхЪ  порядковЪ  количествЪ  х  и  у  7  копторыя  совсЬмЪ 
не  подл  ежагаЪ  таковому  преобразование). 

ТакЪ  функція  4х  +  у^.__У^2У   какЪ  =  іх  —  ^(^У  __^х)  = 

^х — .  ^  .  (АхА2у — АуА2х)7  преобразится  вЪ  (і — ^І)  Ах  ~  ^І^ЗІАху  тоесть 
Ау2  Р2  Р2, 

звЪ  функцию  количествЪ  у,  у  и  <],  умноженную  на  Ах. 

РавнымЪ  образомЪ  функщя   ~      і_.  какЪ  —  ,  пре- 

<1хЛ2у  -  іу,і2х  • — &х&2у-&у<1*х* 

образится  вЪ  З2   }  гао  еС1ПЬ  ВЪ  функцію    количествЪ  р  и  ^  ,  ко- 

торая  не  умножена  ни  на  какую  степень  отЪ  Ах,  потому  что  предло- 
женная функцДя  есть  вЪ  разсужденіи  Ах7  АууАйхшА2у  размЪренія  нуля. 

Или  еще  функція  !^!=*і^,  какЪ  —  ^  _^  ,  не- 
посредственно  преображается  вЪ  — д.  ИтакЪ  далое. 

НапротивЪ  того  функція  йхл2х  ■+■  д.уі2у ^  гааковаго  преобразованія 

Ѵйх2+д.у2 

не  приемлетЪ. 

РавнымЪ  образомЪ,  когда  дифференциальной  функціи  перваго 
порядка  Ях,  ~  уАх  -\-  хАу  ,  гдЪ  у  обыкновенная  функція  количества  х  % 
возмемЪ  дифференціалЪ,  то  есть  когда  преобразивЪ  ее  вЪ  сей  видЪ 

/  й%  ,       д.у  , 

^ыщемЪ 

<?'= 

 А*-  *'**  Т(<^_У  "У  д"*\    I  9аУ 

(іж  д.*2  Чх2       Их  йх2У  "Т~  ~ 


и  оттуда 


—  юр  — 

Й  =  (Г  +  *Ѣ)  —  Т       +  2  Р  =  Г X  1,  или 

гіх2       V     1      йх>  лх1    1     Л  'л-       сіхах^у    1      ах      ^  ая-   1       сіх~  1  их' 

то  получимЪ  функцію         Т  'г'^  —  ^а . —  2,  которая  не  можетЪ  пре- 

й'асф'  сіхд.у 

образмться  вЪ  функцію  количествЪ  л-,  у,  р  к  г,  какЪ  то  всякой 
удобно  изпышашь  можетЪ.    И  такЪ  далЪе. 

ВЪ  разсужденіи  сихЪ  дв)всЪ  родовЪ  дифференціальныхЪ  фѵнкцш, 
содержащихЪ  вЪ  себЬ  дифференціалы  вышшихЪ  порядковЪ  количествЪ 
х  и  у9  то  достойно  прммЬчанія,  что  первыя  удержкваютЪ  всегда  то 
же  _свое  знаменованіе  ,  которое  бы  изЪ  сихЪ  количествЪ  ни  поло- 
жено было  изменяющимся  зависимо  отЪ  другаго,  а  сіе  само  по  себЪ, 
или  все  тоже,  котораго  бы  изЪ  сихЪ  количестзЪ  дифференнДалЪ  пер- 
ваго  порядка  ни  принятЪ  былЪ  за  количество  постоянное  (ч.  8і);  и 
что  напротивЪ  того  другія  перемЬняютЪ  свое  змаменованіе  вЪ  слу- 
чай того  или  другаго  положенія. 

ВозмемЪ  напримЬрЪ  функдДю  ^  • —  й-У&~х  ~  и  положимЪ, 

что  у  ~  хп ;  будетЪ 

іу  —  пхп—Чх  ж  42у  —  пхп~~ *<1*х  4-  п(п  —  і)хп~24х2у 
и  потому  функція  %  сдЬлается  — : 

 -  -  -    —  ИІП —  1  )х  . 

о"хЗ  4  у 

Естьли  примемЪ  Ах  за  постоянное,  то  будетЪ  ^утя^г—  і)д,п — 24х29 
Я  функція  ^  сделается  — 

' — іх-т—  жг*  — — 1>  , 

то  есть  точно  таже  самая  величина,  которая  найдена  и  вообще. 
ТакЪже  естьли  примемЪ  Лу  за  постоянное,  то  произойдетЪ  (і2у~пхп~~1сі2х 
4-  »(я  —  і)  хп~2ах2  -  о,  или  ^х  —  —  Сд—0*с2?  и  фунщія  *  сделается— 


X 


-^-Г  —  г"3  —  Кп — О*  а 

то  есть  та  же  самая  величина,  каковая  найдена  вообще  и  вЪ  случаЬ 
нерваго  положенія. 

Естьли  между  х  и  _у  и  не  предположимЪ  извЪстнаго  отношеніа; 
то  ^остигнемЪ  кЪ  таковому  же  заключена©,  то  есть: 


-  ІІО  — 

Полагая  Ах  постояннымЪ,  мы  имЬемЪ         —  >  и  функція  г  сдЬ- 
лается  ~ 

йхі2\       —  й2у   , 

1хТ~ —       —  9^ 

потомЪ  полагая       постояннымЪ ,  мы  имЪемЪ  л  —        Ж  ^2. ,  и  фѵнк- 

3   

ція'  сдЬлаепіся 

й.уд^х  йу  Ухх  

йлЗ   сГхй2   9' 

то  есть  та  же  величина,  которую  для  сей  функціи  иыше  нашли,  не 
полагая  ни  которой  изЪ  дифференціаловЪ  Нх  и  ,іу  посшояннымЪ. 

ВозмемЪ  ещефѵнкцію  г  —   ^х._Іі1й-у---'_2' . 

Полагая  Их  посшояннымЪ,  мы  имЬемЪ  ([  ~  _^ ,  и  функція  х,  сдЬ- 

лается  ~  /  іу^- 


(  *У~у 

(іх2  +_ф^)2   (аѵ2+^2)^   V      йхЧ  (і  4-?5]  2 

<Ьсй2^     '       дсіхЗ         "        ^  ^  » 

потомЪ  полагая  й?ѵ  посшояннымЪ,  мы  имЬемЪ  д  — — -і'^?,   и  функція 

сіх2 

X  сделается  ~ 

(.Ѵх2+  сІу-)3  (йх2  +  ^2)а  (і  •+- 

—  йуа2х  ^іксЗ  5 

то  есть  та  же  величина,  которую  для  сей  функціи  выше  нашли,  не 
полагая  ни  которой  изЪ  дифференціаловЪ  Ах  и  Ау  постояннымЪ. 

НапротивЪ  того,  естьли  возмемЪ  функцію  %  ~  усі  х  ^Х-%2!' ,  и 
1  йхсіу 

предположимЪ  между  х  и  у  какое  ниесть  отношение,  какЪ  напримЬрЪ 

у  ~  хп ;  то  мы  найдемЪ 

Ну  ~=  пхп—\іх  и  Л<>  —  пхк~\Рх  тг-  »(«  —  і)хп— 2^2,- 

потомЪ  ,    полагая   Лх    постояннымЪ,   имЬемЪ  А2у~п^п —  і)хп—Л/х2,  й 

функція     сдЬлается  ~ 

х"у  п;л-і]^-'^   п  г. 

\&Х'іу  пхп  *с1х2 

полагая  же  Ау  постояннымЪ  ,  имЬемЪ  А7у~пхп~~л А7х-\  п{уі — \)хп~~2Ах-~о, 

или  А2х  — —(п-і)ах  ^  и  фуНк1!дя  г  сделается" 
х 

уі2х  — (п—~ і).хпЪс2  ,        п — і 

^сіхіу         Их  л*1 — ЧЦй  .  п  9 

величина  совсЬмЪ  различная  отЪ  найденной    вЪ  случай  перваго  пред- 

положенія. 
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Но  естпьли  ни  которой  изЪ  дифференціаловЪ  сіх  и  4у  не  поло- 
жится постолннымЪ  ,  то  поставляя  вЪ  функціга  а  вмЬсто  Лу  и  (і~у 
ихЪ  величины,  мы  получимЪ 

уа2х  -4-  тсіту  х;гі2х  -\-  х{пхп~1сі2х  4-  п(п ! — • 1  )хП    ^&х2)  (п~т-і)х  й2х  <   п  |  ^ 

д.х&у  пх"- — 1йх2  'ті  йх^ 

величина,  ни  сЪ  которою  изЪ  преднайденныхЪ  не  сходствующая. 

Естьли  и  не  предположится  извЬстнаго  отношенія  между  х 
и  у;  то  достигнемЪ  кЪ  таковому  же  заключенію,  то  есть: 

Полагая  йх  постоякнымЪ,  импемЪ  ц  ~~      ,   и  функція  х,  сдо- 

и  х  ~~ 

лается  ~ 

хй.2у   *  хц&х11  ^xд.x2  цх^ 

д.хсІу       сіхЛу  <іу  р) 

полагая  же  ііу  постояннымЪ,  имЬемЪ  а-гг-т- — .  ф'^?,  и  функція  ^  сдо- 

йх  Ах* 

лается  ~~ 

у42х   —  уаіх'1  —  <]усІх  . — 

йхіу  рЛхіу  ріу  р2У 

величина,  которая  не  иначе  можетЪ  быть  равна  преднайденной,  какЪ 

только  вЪ  частномЪ  случаЬ,  а  именног  когда  будетЪ  х  —  2-  ,  или 

йу   у  "щ 

йх  х 

Но  таковой  непостоянности  вЪ  знаменованіи  сихЪ  функцій , 
содержащихЪ  вЪ  себЬ  дифференціалы  вышшихЪ  порядковЪ,  нимало 
опасаться  не  должно,  по  слЬдующимЪ  причинамЪ: 

і)  ВЪ  самомЪ  приложении  ДифференцДальнаго  Изчисленія  всег- 
да бываетЪ  ,  что  перемЬнныя  количества,  какЪ  х  и  у  ,  изменяются 
зависимо  или  другЪ  отЪ  друга  или  отЪ  какого  ниесть  количества, 
какЪ  и;  и  мы  единственно  на  семЪ  предположеніи  основали  Есе 
ученіе  о  дифференціалахЪ  вышшихЪ  порядковЪ  (ч.  у5,  76,  77 
и  79).  Почему  когда  перемЬнныя  количества  ,  какЪ  х  и  у  ,  изменя- 
ются независимо  ни  огаЪ  какого  другаго  количества,  какЪ  тѵ, 
которое  изменяется  само  по  себЬ ,  или  все  то  же,  копюраго 
дифференціалЪ  Ли  перваго  порядка  есть  постоянный,  тогда  диф- 
ференцДалы  сіи  с12х,  А2у,  <^х,  43у  и  проч.  ничего  значить  не  будутЪ. 
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й)  Когда  положимЪ,  что  перемонныя  количества ,  какЪ  х  иу, 

изменяются  зависимо  отЪ  какого  ниесіпь  другаго  количества ,  какЪ 
и,  а  сіе  само  по  себЪ,  или  все  то  же,  что  дифференціалЪ  его  Аи  есть 
постоянный,  тогда  не  можемЪ  уже  положить,  что  бы  одно  изЪ  коли- 
чествЪ  х  и  уу  какЪ  х,  измЬнялося  само  по  себЬ,  а  другое  у  зависимо 
отЪ  него,  или  все  тоже,  чтобы  дифференціалЪ  его  Ах  былЪ  постоян- 
ный, ибо  вЪ  противномЪ  случаіэ  и  будетЪ  изменяться  не  само  по 
себЪ  ,  а  зависимо  отЪ  количества  х ;  что  противно  первому  поло- 
женію. 

ІТослЬ  сихЪ  замЬчаній  ,  веЬ  затрудненія  сами  собою  уничто- 
жаются.   ВЪ  самомЪ  дЪлЪ: 

ТЬ  изЪ  функній  ,  содержащихЪ  вЪ  себЬ  дифференціалы  выш- 
ІііихЪ  порядковЪ  ,  которыя  преобразованы  быть  могутЪ  вЪ  функнію 
количествЪ  х9  у,  ^  и  проч.,  сохраняютЪ  ту  же  свою  величину  при 
положеніи  Ах  и  Ау  постояннымЪ  потому,  что  вЪ  нихЪ  вмЬстЪ  сЪ  ^і 
г  и  проч.  вмЪщается  и  начальное  положеніе  ,  по  которому  найдены 
для  сихЪ  количествЪ  обшДя  выраженія  (ч.  уд),  и  которое  следова- 
тельно вЪ  нихЪ  можно  переменять  безЪ  перемЪны  ихЪ  величины  , 
полагая  и  т  х  или  ~  у,  ибо  количество  и  взято  по  произволенію. 

НапротивЪ  того  тЪ  изЪ  функцій,  содержащихЪ  вЪ  себЬ  диф- 
ференциалы „вышшихЪ  порядковЪ,  которыя  не  могутЪ  быть  преобра- 
зованы вЪ  функцію  количествЪ  х,  у,  р,  с[  и  проч.,  даютЪ  при  положе- 
ніи  Ах  или  Ау  постояннымЪ  ложныя  слЪдствія  потому,  что  какЪ  вЪ 
нихЪ  не  вмЪщаются  ^ ,  г  и  проч.,  то  вмЬсто  не  вмЪщается  и  началь- 
ное положеніе,  то  есть ,  что  х  и  у  изменяются  зависимо  отЪ  ко- 
личества  и,  а  сіе  само  по  СебЪ,  или  все  тоже,  что  дифференціалЪ  Аи 
есть  постоянный;  и  какЪ  между  тЪмЪ  положеніе  сіе  остается;  во 
всей  цЬлости,  ибо  безЪ  того  диффереиціалы  вышшихЪ  порядковЪ  ни- 
чего значить  не  будутЪ,  то  явствуетЪ,  что  вЪ  функціяхЪ  сего  рода 
не  можно  полагать  Ах  или  Ау  постояннымЪ. 

И  такимЪ  образомЪ  не  должно  считать  сихЪ  функцій  за  не- 
лЬпыя,  какЪ  думаетЪ  обЪ  нихЪ  г.  Кузень  и  отЪ  части  знаменитый 
ЕйлерЪ,  тЪмЪ  паче,  что  онЬ  всегда  получаютЪ  определенное  знаме- 
нованіе,  когда  известно  будетЪ  отношеніе  количествЪ  ос  и  у  кЪ  дру- 


—ИЗ  — 

гому  какому  ниесть  количеству,  какЪ  и,  котораго  дифферетііалЪ 
перваго  порядка  принятпЪ  за  количество  постоянное. 

ПоложимЪ   напримЬрЪ   вЪ  семЪ  предположеніи  у  ~  хп  я  х~и% 
ніакЪ  что  у  щ  и2п ;  будетЪ  >. 
Ау  —  %пи*п~1М}  А2у  —  2я{й» —  і)й2П~Ѵи2,  Ах  и  аЫи  я  А2х  ~  яНи*  ? 

И   потому  <рункція  %  ■ — уА2*-+-  хД2у  Сд^лаегася  -^т 

сіхіу 

аи2П./-ц2  -+-  2п(2я  і)и2п.<и2  і      п(2п  —  і) 

аийи.2.пи2П — Іс,и  2п 
Пусть  теперь  возмется  Ах  за  постоянное;  преобрази  функцію 

X,  сперва    вЪ  сей    видЪ  ( у  !^,..\   %— - V  —  —  ,  потомЪ  вмЬсто  А~х  по- 

Ъ<іх  А2и 
тственную    сему    положенно  ,    —  —  _ _ ^ 

а  вмЬсто  *і2.  величину  общую  Л^2-   ,  потому  что   здЪсь   Ли  не 

йи.2  йи2  (іисіи2 

есть  уже  постоянное  количество;  отЪ  чего  функція  %  сдЪлается  щ 

у         .  йх  і2и    ,        /й2у        (іу  й2и\\^йх  сіу  — у  6хй,ги      хЫі2у — х^уЛ2л 

\      У  5и  Х  ѴЛі*       йиіи2))'  йийи'  аийхйу 

  х  ілі  і2у  —  (уіх  хгІу)і2и 

'  аийх^у  *  ■■ 

И  какЪ  у~и2Пѵі  сс  ~  м2 ,  то  будетЪ 
А]  —  чп  шШтЛАщ  А* у  ~  о.;Ш2П~-7А2и  ф  ъп{ъп  —  і)  и"п~~ 2Аи2  ., 
Ах  —  я  іи  и  А2х  —  чиА2и  -\-  ъАи2^о', 

откуда  А2и~ — и  потому 

и -  -~ .  ■ 

и2у  —  —  ктт~Чи*  +  2<2Я  —  і>2П—а</«*:іг  4»(я  —  і)ийП~2Аи2,  и 

хАиА7у  1  4»(й  —  г)и2пАм3^ 

потомЪ 

(уАх  +  хАу)  А2и  —  {іиш  Л-1Аи  ф  ыш*п+Щ  х  —      =  — а(я  +  і)Л«3  , 

И  такЪ  функиія  с  сделается  ~ 

4«(п— і)ц2Піл 1  -+-я(п  -\~  і)и2ПйиЗ  в.п(п — і)  -4-  п  -+-'г  і  4-  п{2П  —  і) 

іиіи2.  2пи2п    хсіи  2.п  "  з.п  * 

то  есть  та  же  самая  величина,  которую  и  предЪ  симЪ  нашли. 

(85  )  ДоселЬ  мы  принимали  дифференціалЪ  перваго  порядка 
котораш  ниесть  изЪ  количествЪ  х  и  у  за  постоянный;  но  ничто  ие 
препятствуетЪ  принимать  за  дифференціалЪ  постоянный  и  какую 
ниесть  дифференнДальную  перваго  порядка  -функцію  сихЪ  количествЪ 
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х  и  у,  какЪ  напримЬрЪ  уЛх^  у4х-  4-  4ух  и  проч.;  ибо  дифференціалЪ  Ли 
по  проиэволенію  приняпіаго  количества  и  можетЪ  представлять 
намЪ  всякую  таковую  дифференциальную  функцію  сихЪ  количествЪ 
х  и  у.    И  такЪ: 

I.  Пусть  4и~у(1ху  то  есть,  что  уіх  принято  за  количество 
постоянное;  будетЪ 

Аи  

7х  — У 

Аи  А2х  ((у 

Ах^Х2  (ІХ3 

ііи  АЗх    ,    гч  сЫ  а/2Л\2  А2у        Ну  Л^-х 

Тх  АхЗ  ~Т~  3  Ох  \1х*)   Ах2  3x3*** 

п  такЪ  далЪе. 

Во  второе  уравненіе  поставляя  вмЬсто  —    равную    величину  , 

(*Х 

взятую  изЪ  перваго,  получимЪ 

А2х  Ау 

У  Ах2  Ах> 

Ж  оттуда 

А2х         '    і  сіу. 

<іх2  у  Ах> 

потомЪ  поставляя  ту  же  величину  вЪтретіе  уравнение,  какЪ  и  вмЬсшо^І?, 
мы  будемЪ  имЬть 

1  ахз  *      у  \&х)  — ах*  *    у  \Ах'  3 

ж  Оттуда 

АЪх  і_іРу    .    ^  т  /*У\2 

АхЗ   у  Ах*    '       у2  Ѵ/х^  9 

в  такЪ  далое. 

Теперь  поставляя  сіи  величины  иайденныя  для  —         л  проч. 

Ах2*  сіхЗ 

вЪ  общія  выраженія  количествЪ      г  и  проч.,  мы  получимЪ  величины 
сихЪ  количествЪ  вЪ  предположеніи  усіх  постояннымЪ: 

Ч  ах2'^~ Ахіх2  51*   'у\Тх)  ' 

'  йхЭІлкхЛу  4х2       ^у2\Ах)  )  ~Г  о  у  ^іл»  Т 

 ^Ь\л    <*у_  4Ъ  I   1  /*У\ъ 

ж  тлѵЪ  далЬе. 


II.  ПолежимЪ,  что  Ли  ~  у<іх2  -}-  <1уг9  то  есть,  что  количеств» 
х  к  ;  изменяются  зависимо  отЪ   количества  ,  котораго  дифференці- 

алЪ  ~  У<іх2  -г  Йу*у  ЩЩ  все  то  же4  котораго  дифференцкиЪ  ~\/4х2  -\-4ул 
есть  постоянный. 


Поелику  Аи  ~  Уіік2  —        то  будетЪ 


■  по  причин!)  что  днфференціалЪ  іи  есть  постоянный,  произойдет!»: 

Ау  ,&у       іу  д.гх\ 

/42у       Ау  с(ъхѵ2 

 <1п  <іЗзе    і  -,  л  <*и  /і2л\п   'а*5       ТхАхѴ  . 

ІіхЛхЗ ~Т"  ^йжѴі^/     —- _ 

Іу  /і*у  (Іу^Зх        -  і2уА7х  /<*2*Ч2\      йуі  г&*у       сіу  й-х\2 

Лх\йхЗ      аіхіхЗ      _  7х~*  ^Ах\ІГ2)  /       Ах2  \7х~і       Тхйх*)   ш 

Г 


4* 

их 

я  такЪ  далЪе. 


Во  второе  уравненіе  поставляя  вмЪсгао  _  .равную  величину^ 

азятую  изЪ  перваго,  получимЪ 

_  / ,    і  Ѵ4У%аиР»  <*у/й*у  <і>  <*2х\ 

^ 1  ™»  Ѵіх/  /  Ах*  —  ах  \іх*      ах  іхУ* 

ж  оттуда 

лгх        Лу  а*ут 

ах2  —    Ах  іх5» 

иотомЪ  ягу  же  величину  поставляя  вЪ  нгретіе  уравненіе  ,  будемЪ 
тиЬты 

-(^-а2)^+з(і+(і)г)©8= 

15  * 


/Ллу       Ау  А*х\& 

Хах2  ~Ах7х2) 


,   Ау /іЗу     АуіЗх  -  ЛЬ_ ^х   і    о  ЛУ  /^2х\2\ 

Щй       '   Ах\17і~  ОхАхЗ       ^  Ах2ах2~т"^  Ш\&*4  )' 


ИЛИ 


А2у       Ау  А2Х\*> 

 азх       ~  /^2х\2  Ох  Ох2'      ,ф  АЗу        гЛу  А2уА2х  . 

Ах*-       ■  \7х^    .    /^чо      Г* сіх  гііфсЛё*^Р^ 

поставляя  же  вмЪсгао       —  Ауо^у  подучим1]. 

Ах2  - —      ах  ах2-1  3 

(А2У   і  /^уз^ЪЧг 
ах3  |   /<іу\о  ахах39 

и  оттуда 

А3Х    Ау  *13у         /       ,      /Ау\2\  /АЛУ\2 

Ох3    гіх  Ох3        V 1    '     Ксй)  )  \Ізё)  9 

и  такЪ  далЪе. 

а2х  АЗзе 

Теперь  поставляя  сш  величины,  найден ныя  для  . —  _  и  про*. 

ах2*  АхЗ 

ѣЪ  общія  зыраженія  количествЪ  г  и  проч.,  мы  будемЪ  имЬть  вели- 
чины сихЪ  количествЪ  вЪ  предположеніи  і/ііхг  -\-  ііу2  постояннымЪ  : 

Ч — '-ах2       ах  Ах'2  Ах2    *\Ах)  ах2  \  А  "Т\  ах)  )  Ах29 

 &:*у    Ау  а3х      л  А2у  а2х  ,  д  ау  і0.2х\п 

 1х3~А~х7х3  Ах2  ах2-!    ІГ  ах  УАх5) 

азу 
ах* 


*  такЪ  далЪе. 

Естьли  мы  изключимЪ  и  проч.  у  находя  изЪ  преднаА? 

денныхЪ  уравненій 

а2у   А?хѵАу   Ах  А2х 

Ах^—~    таЧ2'а~х~  ауАх2* 

ЛЬ  —  (  (л  _і_  0і\г\  •  * 

АхІ  V       АхЗ        \х     '     \іх)  )  \  ,ул)  )•  ±%  ^ 

  Й>  АхЗ        ау  \1  ~  Ѵйу/  )  \Ах2)  * 

іі  такЪ  далЪе;  | 
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іпо  получимЪ  - 

  іхі2*       іу  А2х   Лс2-+-  сіу~  А*к 

Я   АуТх^       АхАх*   АхАу  ах1* 

г        *****  л±(л   \(^\2\(^\г  :*'^Т^Н»  \  ъйУгАЛх\ш 

'    •  Ауіх*       (іу\1  \.<іу/  )  Ѵ/хѴ         йхсіх*    '  -    йуКіхѴ  *^Ах\Ах2/ 

  Ах2     іу2  с?3х 0  ^х2  4-  4у2  /і2хч2  ^х  /        /^*\2\  С^Лг 

  йхйз--  гіх?    *    °      &с  /7     V  АхѴ         $|  V     '    Цу/  /  \  Ах2) 

 "         </хй>     ѴйжЗ       ^Ѵ^х2/  /  Цу7'  ГХІ&Г* 

и  шакЪ  далЪе. 

Откуда  явствуетЪ,  какЪ  поступишь  долженствуетЪ  вЪ  сы- 
сканіи  дифференціала  такой  функціи,  вЪ  которой  находится  выраже- 

иіе  ~Уііх2  -ц-  Ау2  и  оное  принято  будеіпЪ  за  количество  постоянное. 

(86.)  ВЪ  заключеніе  сея  главы  остается  токмо  рЪшить  сей 
вопросЪ:  какимЪ  образомЪ  данную  дифференціальную  какого  киесть 
порядка  функцію,  вЪ  которой  некоторый  дифференціалЪ  принятЪ  за 
постоянный,  преобразить  вЪ  другую,  вЪ  которой  _6ы  былЪ  принятЪ 
всякой  другой  дифференціалЪ  за  постоянный,  или  вЪ  которой  бы  ни 
одинЪ  изЪ  днфференціаловЪ  не  былЪ  принятЪ  за  постоянный?  Во- 
просЪ сей,  послЬ  подробностей,  вЪ  которыя  мы  вошли,  не  заключа- 
етЪ  вЪ  себЬ  уже  никакой  трудности:  ибо  чрезЪ  приличныя  встав- 
диванія  предложенную  дифференциальную  функцію  вЪ  семЪ  случаЪ , 
какЪ  то  выше  видЬли  (ч.  84.),  мы  можемЪ  всегда  преобразить  вЪ 
функцію  количестзЪ  х,  уу  />,  г  и  проч.;  почему  сдЬлавЪ  сіе,  к 
вмосто  г  и  проч.  посгаавивЪ  выраженія  ,  нриличествующія  новому 
воложенію,  мы  будемЪ  имЬть  требуемую  функцію. 

НапримЬрЪ  естьли  дифференциальная  функція  х,  ~  ?Х*3У  нан- 

хААу 

дена  вЪ  предположеніи  Ах  посшояннымЪ  ,  и  требуется  ее  преобра- 
зить вЪ  другую,  вЪ  которой  бы  ни  одинЪ  изЪ  дифференціаловЪ  не 
былЪ  принятЪ  за  постоянный;  то  полагая  ^.-^ц  и^  —  г>  МЬІ  ^У" 

демЪ  имЬть  А'у  —  ^Ах2у  А3у  ~  гАх39  и  функпдя  ъ  сделается  ~ 

гАхЗАх  гАхѣ 

хдАх2     ~   ^x  * 

вЪ  которую  формулу  поставляя  вмЬсто  ^  Я  г  общія  ихЪ  выраже»ш? 
мы  получимЪ 
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іІЛу     Ау  сИ*      *      Ые_г  ъАу  /"*І*\2\Лгі 

 4*3  ~~  7к  Ах!       ° 4х»  Ох*"*"  ° Ах\Ах>/   Ах(Шіу  —  Ауіі •)  %ігх 

  ,сі2у        Ау  А2х\    х(Ах,і*у  —  сіу^х)  х  * 

Щах*        Ах  Ах*і 

И  естьля  ту  же  функцію  х.  Ш  ^х^у"     требуется  преобразить 

вЪ  другую  таковую,  чтобы  вЪ  оной  днфференціалЪ  -\М'х^  -\~  4у2  былЪ 
постоянный;    шо  функцію    ецо  обративЪ    сперва    вЪ  сѳй  видЪ  *  — ; 

Т~х—  |  поставимЪ  потомЪ  вмЬсшо  ц  \і  г  выраженія,  приличествующих 
настоящему  положению,  и  мы  бѵдемЪ  имЬть 

ЛхНЬ  4-  4*уА*у* 
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ГЛАВА  П. 

О  сысками  дмфференщаловЪ  фцнкцш  жногихЬ  леремінныхд 

колжесіжЪ* 

(87.)  Есгаьли  многія  перемЬнныя  количества  х,  у  и  а  взаимно 
другЪ  отЪ  друга  совсЬмЪ  не  зависятЪ,  то  хотя  всЪ  онЪ  перемЪн- 
ныя,  однако  быть  можетЪ ,  что  когда  одно  изЪ  нихЪ  возрастаетЪ 
или  убываетЪ,  тогда  прочія  непременны  пребываютЪ.  Ибо  такЪ 
какЪ  между  ими  никакого  сопряженія  не  полагается,  то  измЪ- 
неніе  одного  не  производить  измЬненія  вЪ  прочихЪ.  Посему  прира- 
щенія  Ду  и  количествЪ  у  и  г  совсЪмЪ  не  зависятЪ  отЪ  прира^ 
щенія  Ах  количества  х;  и  потому,  когда  х  приметЪ  прира- 
щеніе  До;  и  сдЬлается  х  -\-  Дэс,  тогда  количества  у  и  а  или  тЪ  же 
останутся  или  по  произволенію  какЪ  ниесть  изменятся  и  сде- 
лаются   у  -\-  &у  и      -\-  Д?:.    И  такЪ   отношенія    приращеній  сихЪ 

количествЪ  у  и  х.  кЪ  приращенію  количества  х,  то  есть  Ш  и  Дг  ,  бу- 

і  Ах  Ах 

дугпЪ  или  ничто,  или  количества  никакому  закону   неподверженныя  ; 

посему  оныя  и  предІЬловЪ  ^2  и  —.  имЬть  не  будутЪ ,  и  слЪдовательно 

Ах  еіх 

такЪ  же  количества  у  и     не  будутЪ  имЬть  дифференціаловЪ  4у  и 

Но  вЪ  самомЪ  приложеніи  по  большей  части  буквами  у  и  Я 
означаются  функціи  количества  х,  или  неизвЪстныя,  или  такія,  ко- 
ихЪ  составленіе  изЪ  количества  х  и  постоянныхЪ  скрыто;  и  вЪ  та- 

комЪ  случаЬ  отношенія  _^  и        помЬрЬ  уменьшенія-  Дяг,  изменяться 

Ах.  ДХ 

станутЪ  и  пределы  ^ѵі—  имЬть  будутЪ,  и  слЪдовательно  такЪ  же 
'  Ах  Ах 

количества  у  и  г  будутЪ  имЬть  дифференціалы  Ау  и  Ля. 

Между  тЪмЪ  ,  хотя  бы  количества  |  и  ?  и  не  зависЪли  отЪ 
количества  гс,  или  все  тоже,  не  были  функціи  онаго,  однако  вЪ  сы- 
сканіи  дифференціаловЪ  функцій,  составленныхЪ  изЪ  сихЪ  количествЪ 
х,  у  и  а  и  постоянныхЪ,  мы  можемЪ  поступать  по  одному  и  гпому- 
же  правилу ,  изЪясненному  выше  (  ч.  4$  )  9  какЪ  изЪ  слЬдующаго 
квствуетЪ. 


(88.)  Пусть  X  и  У  какія  ниесть  функціц  количеспівЪ  х  и  у,  я 

2  функція,  составленная  какимЪ  ниесть  образоіѵ.Ъ  изЪ  сихЪ  функцій. 

Поелику  количество  у  не  завиеитЪ  отЪ  х,  то  явствуетЪ,  что 
при  произвольномЪ  измізненіи  количества  х,  другое  ■  количество  у  мо- 
жетЪ  измЪняться  такЪ,  какЪ  угодно  будетЪ;  и  такЪ  пусть  у  изме- 
няется какЪ  какая  ниесть  по  произволенію  взятая  функція  количе- 
ства х  ,  которую  мы  вообще  означимЪ  чрезЪ  /х  ,  такЪ  что  бы  было 
уравненіе  у  —  1х;  тогда  и  У ,  какЪ  функція  количества  у  ,  будетЪ 
функція  тогоже  количества  х;  и  потому  кЪ  сыскаиію  дмфференціала 
функціи  составленной  изЪ  X  и  У,  изЪясненное  выше  общее  пра- 
вило (ч.  4-8)  приложено  быть  можетЪ. 
И  такЪ: 

Пусть  г  ~  X  ±:  V;  будетЪ  по  сему  правилу 

Пусть  х,  ~  ХУ;  будетЪ  по  томуже  правилу 
&ъ  —  УЛХ  4-  Ші 
Пусть  я  ~  _  ;  будетЪ  по  оному  правилу 

^  —  2  4X4-  кЛ  (-І)— ^  —  Шт 
у  1  ѴУ/          У        уа  * 

«,..  Поелику  же  функція  у  т/х  взята  нами  по  произволенію,  и  при- 
томЪ  мы  не  определили,  какая  именно  есть  сія  функція;  то  явству- 
етЪ, что  симЪ  самымЪ  мы  и  допустили  независимость  количества 
у  отЪ  количества  ху  и  потому  упомянутое  правило  получило  теперь 
доказательство  вЪ  разсужденіи  функцій  двухЪ  перемЬнныхЪ  коли- 
чествЪ  х  и  у,  которыя  взаимно  другЪ  отЪ  друга  не  зависятЪ. 

ПодобнымЪ  образомЪ  докажется  сіе  правило  и  вЪ  разсужденіи 
функцій  трехЪ  перемЪнныхЪ  количествЪ  х,  у  и  2,  которыя  взаим- 
но   одно  отЪ  другаго  не  зависятЪ,  полагая  СЕерхЪ  у  —/ху  еще  х,  ~ 

Л*>  у). 

И  такЪі 

Пусть  ѵ  ~  X  V  —  2,  гдЪ  2  функція  количества  а  ;  будетЪ 
по  сему  правилу 

ф»  =  ѵ/Х  ч-  ЛУ  —  Л2. 
Пусть  ^      ХУ2;  будетЪ  по  тому  же  правилу 
4ѵ~  У2ЛХ  +  У2Л"  +  ХУЛ2 


Пусть  <6  — "  ±1;  будетЪ  по  оному  правилу 
Лѵ  ~  ІІХ  -Х-  х  ЛУ  +  ХУЛ  (-) 

2  2  \  2  ' 

•    УіХ,    Х<2У   ХУЙ2 

  ~2      '       2  22  ' 

Или  еще  пусть  Ь  будетЪ 

У2        7П  2     V  У/        УѴ  2  / 

  г.'Х        Х<2У  Хй2 

—  У2        У"2  У22* 
И  такЪ  далЬе. 

Но  понеже  мы  выше  видЪли,  что  дифференціалЪ  какой  ниесть 
функціи  одного  перемЪннаго  количества  равняется  некоторой  другой 
функціи  сего  количества,  умноженной  на  его  дифференціалЪ  (ч  74); 
те  мы  можемЪ  положить  ЛХ~Р./х>  <ІЧ~ОАу  и  42  ~К4  %л  гдЪ  Р,  О. 
и  К  суть  нЬкоторыя  функціи  количествЪ  х,  у  и  %  ;  оігіЬ  чего  прёдЪ- 
идущія  формулы  примутЪ  иной  видЪ  ,  а  именно: 
ВЪ  случаЪ  «  —  Х±:У,  будетЪ 

4%  ~  Р<іх  ±  0_/у; 
вЪ  случаЬ*я~ХУ,  будетЪ 
Л*  —  ЧѴНх  і-  Х^Ыу  ; 

I  -4-  Х  ■  ' 

вЪ  случай  г  —  _  ,  будетЪ 

^  ЩІУ 

—  У  У2  *  . 

ТакЪ  же  вЪ  случаЪ  <ѵ  ~  X  -\-  У  —  2,  будетЪ 

Лѵ  —  Ѵііх  Н-  О^/у  —  К^; 
вЪ  случаЬ  <ѵ  —  ХУ2,  будетЪ 

йѵ  —  У2Р<Лс  -і-  Х2  СЫу  -Н'ХУК^; 
вЪ  случае  ѵ  ~  цД,  будетЪ 

 УР^х   ,   Х^у  ХУКіз. 

—  2  "Т~  -2  "  г2- > 
или  еще  вЪ  случаЪ  ѵ  — —  будетЪ 

^  Рсіх     хд^у  хкі» 

 У2~       У22        у  г2"* 

И  такЪ  далЬе. 

Іб 
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Отсюда  произходитЪ  ,  что  упомянутое  общее  правило  ,  вЪ 
разсужденіи  функцій  многихЪ  перем'ЬниыхЪ  количествЪ  обращается 
вЪ  следующее : 

Для  сысканія  дифференціала  всякой  функцги  многихЪ  ле- 
■ремѣнныхЪ  количествЪ,  надлежитЪ  взять  сперва  дифференціалЪ 
ея  вЪ  разсужденіи  одного  леремѣннаго  количества  ,  лочитая  всѣ 
лрочія  за  лостояниыя\  лотомЪ  взять  дифференціалЪ  ея  вЪ  раз- 
сужденіи  другаго  леремЪннаго  количества  ,  лоситая  всѣ  лроѵія 
за  лостоянныя ,  и  такЬ  далѣе  ;  и  налослЪдокЬ  всѣ  сіи  частные 
дифференціалы  сложить  вмЪстЪ  :  произтедшая  сумма  и  будетЪ 
'    требуемый  дифференціалЪ  таковой  функціи. 

(89.)    Между   тЪмЪ   признаться   должно ,  что   правило  сіе 
такимЪ  образомЪ  доказанное,  не  имЬетЪ  того  твердаго  основанія,  на 
каковомЪ  поставлены  всЬ   доселЬ  предложенные    правила .;    ибо  оное 
Произведено  изЪ   частныхЪ   случаевЪ.    Но   по   счастію  Геометрія  и 
здЪсь  подаетЪ  намЪ  средство  доказать  сіе  правило  со  всею  строго- 
сти и  всеобщностію,  какЪ  изЪ  слЪдующаго  явствуешЪ. 

Поелику  функція  г  количествЪ  х  и  у  есть .  некоторое  алге- 
браическое выраженіе  ,  составленное  изЪ  сихЪ  количествЪ  ж  Ш  у  и 
г.остоянныхЪ;  то  явствуетЪ,  что  между  функнДею  ^  и  количествами 
X  и  у  имЪется  уравнеиіе  ,  которое  Еообще  мы  означимЪ  такЪ  : 
у,  —  о,  и  которое  есть  таково,  что  по.  различнымЪ  величинамЪ, 
придаваемым!)  количествамЪ  х  и  уг  и  самое  количество  г  приемлетЪ 
такЪ  же  различныя  величины  ;  ибо  ошЪ  измЪненія  количествЪ  х  и  у, 
функнДя  &  сама  изменяется  (ч*  2). 

ПоложивЪ  сіе,  проведемЪ  три  оси  АХ,  АУ  и  А2  взаимно  пер- 
*Іерт.  1С*иеНдИКуЛЯрНЫЯ>  и  ВЗЯвЪ  на  двухЪ  изЪ  нихЪ,  какЪ  АХ  и  АУ,  отЪ  точ- 
ки взаимнаго  ихЪ  пресЬченія  А  какія  ниесть  абсциссы  АР  и  АО  >  поло- 
жимЪ  оныя  АР  ~  х  и  АО.— у,  и  отЪ  концовЪ  ихЪ  Р  и  О  проведемЪ 
прямыя  РК  и  О^  ,  параллельныя  'осямЪ  АУ  и  АХ  5  точка  взаимнага 
ихЪ  пресЪченія  N  будетЪ  находиться  отЪ  оси  АУ  вЪ  разстояніи 
N0.  —  АР  ~х,  и  отЪ  оси  АХ  вЪ  разстаоякіи  NР  ~  А(^  —  у;  потомЪ 
отЪ  сей  точки  N  проведемЪ  ординату  КМ,  параллельную  оси  А2,  или 
перпендикулярную  кЪ   плоскости  ХАУ ,  таковую ,   чтобы  положивЪ 
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омуіо  Ш1  ~  я  ,  вышло  Р(х,  у,  г)  ~  о.  Явно,  что  симЪ  образомЪ  вЪ 
кеопредІэленномЪ  пространство  АХУ2  определяется  точка  М  та- 
ковая, что  когда  отЪ  нея  проведется  ордината  МЫ,  параллельная 
оси  А2,  и  отЪ  точки  пресЬченія  ея  N  сЪ  плоскостію  ХАУ  абсциссы 
N0.  и  КР,  паралелльныя  осямЪ  АХ  и  АУ,  то  оныя  удозлегпворяіотЪ 
свойству,  изображаемому  уравненіемЪ  К(х,  у,  %Уи2  о ;  и  какЪ  абцис- 
сы  АР  —  (ЖТ  и  А()  ~  РЫ  взяты  но  проязволенію  ,  то  явствуетЪ  ,  что 
чрезЪ  подобное  предЪидущему  строеніе  мы  можемЪ  имЬть  вЪ  про- 
странств!!) АХУ2  безчисленное  множество  точекЪ  ,  какова  есть  М  , 
отЪ  коихЪ  когда  проведутся  ординаты,  параллельныя  оси  А2,  и  отЪ 
точекЪ  пресЪченія  ихЪ  сЪ  плоскостію  ХАУ  абсциссы',  параллельныя 
осямЪ  АХ  и  АУ,  то  оныя  удовлетворять  томуже  самому  свойству, 
изображаемому  уравненіемЪ  БѴх,  у,  ~  о.  ИзЪ  чего  слЪдуетЪ  ,  что 
должна  быть  нЪкая  непрерывная  поверхность  ВСВЕ,  прямая  или  кри- 
вая, на  которой  всЪ  шаковыя  точки  находятся  ,  или  все  то  же,  ко- 
торая всЪ  возможныя  ординаты  ограничиваетЪ  такимЪ  образомЪ  , 
что  каждая  изЪ  оныхЪ  сЪ  соответствующими  абсциссами  удовлетво- 
ряютЪ  свойству  ,   изображаемому  уравненіемЪ   Р(х,  у,      ~  о. 

(до.)  Теперь  для  узнанія  бЪ  какомЪ  случай  функціл  #  коли- 
чествЪ  к  и  у,  или  уравненіе  между  х,  у  и  я ,  даетЪ  прямую  поверх- 
ность или  плоскость,  и  вЪ  какомЪ  кривую  поверхность,  возмемЪ  са- 
мое общее  первой  степени  уравнение  ~  Вх  -\-  Су  -{-  Б,  и  по  раз- 
дЪленіи  его  на  А,  положимЪ  —  — а,  ^~^и?~с;  отЪ  чего  оное  сдЬ- 

А  А  А 

лается  г  ~  ах  4-  Ьу  -)-  с.   ІТотомЪ  ,  проведши    три  оси  АХ,   АУ  и  А  2  Черт.  цІ 
взаимно  перпендикулярныя,    на  одной   изЪ  нихЪ,  какЪ  А2,  отсЬчемЪ 
АБ  —  с,   и  проведемЪ  прямыя  БѴ  и  параллельныя  осямЪ  АХ  и 

АУ;  посемЪ  вЪ  плоскостяхЪ  ХА2  и  УА2   сдЬлавЪ   углы   ѴТЖ  к  \ѴЮ8 
таковые,   чтобы    были   Ып&.  ѴВК~  а    и  іап&.  \ѴВ8  —  Ъ  ,  проведемЪ 
ЧрезЪ  стороны  ихЪ  ВК  и  ВЗ  неопределенную  плоскость  ВСВК8  ,  ко- 
торая и  будетЪ   та  самая,  кою  взятое  нами  уравненіе  представля-- 
етЪ.    Ибо  взявЪ  абсциссы   АР  —  х   и  АО_—  у  и   протянувЪ   прямыя ' 
РЫ  и  параллельныя  осямЪ  АУ  и  АХ  ,  изЪ  точки  взаидшаго  ихЪ 

пресЬченія  N  проведемЪ  до  пресЬченія  сей  плоскости  ВСВКЗ  вЪ  точ- 
кЪ  М.  ординату  ЫМ  — пресекающую    плоскость  ѴВѴѴ   вЪ  шоч- 

16  * 


1 24  — 


к"Ь  Ь  ;  попіомЪ  проптянувЪ  ,  параллельныя  оси  А2,  прямыя  РК  и  0§, 
нресЬкающія  БѴ  и  Б\Ѵ  вЪ  шочк-ахЪ  Н  и  К  ,  отсЬчемЪ  ЬО  ~  НК  ,  и 
проведемЪ  прямыя  НЬ,  КЬ,  КО,  КО,  КМ  и  8М:  по  гааковомЪ  строеніи 
мы  находимЪ,  что  поелику  НК  равна  и  параллельна  ЬО  ,  будетЪ  ОК 
равна  и  параллельна  НХ ;  и  какЪ  по  причинЬ  параллельныхЪ  плоско- 
стей РКМК,  УА2  и  0_ЫМ8,  ХА2,-  пресЪченныхЪ  плоскостію  ѴБ\Ѵ,  НІ. 
равна  и  параллельна  БК,  то  будетЪ  и  ОК  равна  и  параллельна  БК, 
к  потому  такЪ  же  КО  равна  к  параллельна  ПК ;  равнымЪ  образомЪ , 
по  причинЬ  тЬхЪ  же  параллельныхЪ  плоскостей  РКМК,  УА2  и  ЦКМ8і 
ХА2,  пресЬченныхЪ  плоскостію  БКМ5,  будетЪ  БК  равна  и  параллель- 
на М8,  и  потому  такЪ  же  КО  равна  и  параллельна  М8  ,  и  следова- 
тельно ОМ  —  К8.    И  такЪ  ЬМ  ~  НК  4-  КЗ,  и  КМ  ~  АБ  4-  НК  -}-  К8. 

Поелику  же  БН~АР~х  и  БК  ~  АО_~у,  то  будетЪ  НК  ~ 
хіап&.  ѴБК~дх  и  К5  —  у  іая$..  \ЙІ>8  ~ Ьу~  и  какЪ  АБ ~  су.  то  произой- 
дешь КМ~:~~  г.  ~ — ах  -\-.&у:-\-  с,  то  есть  взятое  нами  уравненіе. 

ЕГ  обратно,  когда  дана  будетЪ  прямая  поверхность  или  пло- 
скость БСБК8  ,  то  есть  дано  будетЪ  положеніе  ея  вЪ  разсужденіи 
осей  АХ,  АѴ  и  А2  ;  то  уравненіе  ,  ее  изображающее ,  или  функцдя  , 
ординату  ея  представляющая  ,  будетЪ  первой  степени.  Ибо  пусть 
АБ~г,  АВ  ~  (I  и  АС  ~  е;  чрезЪ  что  положеніе  плоскости  ВСБКЗ  вЪ  , 
разсужденіи  осей  АХ ,  АУ  и  А 2  опредЬлено  будетЪ  ;  но  изЪ  подобія 

шреугольниковЪ  БНК,  ВАБ  м  БК8,  САБ  мы  имЪемЪ  НК  —  СЛ  и  К8  — 

у  &■ 

'2,  чего  ради  КМ  —  ъ  —  ™  _і_  °1  _1_  ст  или  полагая  Шк-  ѴБК  —  _і  а 

и  Ш%  ."ѴѴБЗ  ^р—  —  #,  будетЪ  «  ~  ах  -\-  Ьу  4~  с  ,.  тоже  самое  уравненіе. 

Откуда  слЬдуетЪ,  что  вообще  всякая  функція  количествЪ 
х  и  ут  кромЬ  того  случая,  когда  она  первой  степени,  предсгпавляетЪ 
ординату  некоторой  кривой  поверхности.  Ибо  ,  естьли  положимЪ  , 
что  какая  либо  функція  я  количествЪ  х  и  у  ,.  будучи  не  первой  сте- 
пени ,  представляетЪ  ординату  плоскости,  то  по  доказанному  предЪ 
еимЪ  ,  та  же  самая  ордината  изображалася  бы  и  функніею  первой 
степени ;   что  само   себЬ  противорЪчигпЪ . 

(д  і .)  ДостигнувЪ  до  сего  общаго  заключетя  вЪ  разеужде- 
віи  предетавленія    веЬхЪ  функций  двухЪ  перемЬнныхЪ  количествЪ 
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лосредстпвомЪ  кривыхЪ  поверхностней,  сдвлаемЪ  общее  замочаніе  н* 

сіи  послоднія.  Оное  состпоишЪ  зЪ  гаомЪ,  чшо  о  всякой  кривой  по* 
верхности  мы  сказать  можемЪ  ,  что  она  есть  или  поверхность  сЪ 
одной  и  той  же  стороны  вогнутость  или  выпуклость  имеющая,  или 
совокупленіе  таковыхЪ  поверхностей.  Ибо  плоскости  содержимыя 
тремя  прямыми,  три  изЪ  точено  кривой  поверхности  соединяющими, 
падаютЪ  или  всегда  по  одну  и  туже  сторону  сей  кривой  поверхно- 
сти, или  по  ту  и  другую:  естьли  всегда  по  одну  и  ту  же,  то  кри- 
вая поверхность  будете  та,  которая  имеете  вогнутость  или  выпук- 
лость сЪ  одной  и  той  же  стороны;  но  естьли  по  ту  и  другую  сто- 
рону, то  кривая  поверхность  будегпЪ  иметь  вогнутость  или  выпук- 
лость сЪ  той  и  сЪ  другой  стороны,  и  следовательно  будетЪ  состоять 
изЪ  двухЪ  или  более  поверхностей  ,  сЪ  одной  и  той  же  стороны  во- 
гнутость или  Еыпуклосгпь  имоющихЪ. 

(92.)  И  такЪ  симЪ  образомЪ  разсужденіе  наше  о  всякой  кри- 
вой поверхности  призедеио  кЪ  разсужденію  о  поверхности  ,  сЪ  ко- 
торой гиесть  стороны  вогнутость  или  выпуклость  имеющей.  По- 
сему мы  можемЪ  теперь  полагать,  что  всякая  функція  количесгавЪ 
х  и  уу  кромЬ  случая  ,  когда  она  есть  первой  степени,  представля- 
ешь ординату  некоей  кривой  поверхности  ВСВЕ,  со  стороны  кото-Черт.  іа. 
рой  ниесть  плоскости  ХАУ  или  ХА2  или  УА2  вогнутой  или  выпук- 
лой, по  крайней  мЬро  вЪ  пространство  ,  между  какими  ниесть  пре- 
делами содержащемся. 

(дЗ.)  По  утвержденіи  таковаго  предлоложеніяг  возмемЪ  какую  Черт,  \щ, 
ниесть  поверхность  ВСЭЕ,  сЪ  одной  и  той  же  стороны,  а  именно  со  сто- 
роны г.лоскости  ХАУ,  зогнутость  имеющую,  и  наней  какую  нибудь  точ- 
ку М,  отЪ  которой  проведемЪ  ординату  ІѴШ,  параллельную  оси  А2,  и  отЪ 
точки  N  абсциссы  К(^и  МР^  параллельный  осямЪ  АХ  и  АУ;  потомЪ  чрезЪ 
координаты  (Ж  и  КМ  и  координаты  РК  и  N^1  протянемЪ  плоскости, 
которыя  сЪ  кривою  поверхноспіію  ВСГ>Е  пресокутся  и  сЬченіями  сво- 
ими сосшавягпЪ  на  ней  нокоторыя  кривыя  линіи  СН  и  ІК  ,  сЪ  одной 
и  той  же  стороны.  Еогнутость  имЪющія  г  и  следовательно  ніэкото- 
рыя  дуги  (ч.  ю);  проведемЪ  кЪ  симЪ  дугамЪ  ОН  и  ІК  вЪ  точке  М 
касательчыя  МК.  и  М8  (ч- іг) ,  и.  чрезЪ  нихЪ  плоскость  КМ5  ,  кото- 
рая, говорю,  будетЪ  находиться:  вне  или  сЪ  выпуклой  стороны  крн- 


вой  поверхности  БСБЕ,  и  будетЪ  прилежать  кЪ  ней  столь  близко, 
что  между  ими  чрезЪ  точку  М  ни  единой  плоскости  провести  не 
можно.  Ибо: 

і)  Естьли  положимЪ  ,  что  плоскость  КМЗ  пресЪкаетЪ  кри- 
вую поверхность  ВСБЕ  ,  составляя  сеоимЪ  сЬченіемЪ  некоторую 
овальную  линію  МЫ,  содержащуюся  между  касательными  МК  и  М8  , 
которыя  находятся  внЬ  той  кривой  поверхности  ВСОЕ ,  какЪ  и 
остальная  часть  плоскости  КМЗ,  что  за  овальною  линіею  ;  то  пря- 
мыя,  протянутыя  отЪ  точекЪ  отсЬченной  части  кривой  поверхно- 
сти, взятыхЪ  близь  овальной  линіи,  до  точекЪ  дугЪ  МН  и  МК  ,  не- 
минуемо пресЪкутЪ  плоскость  КМЗ  ,  и  будутЪ  находиться  частію 
надЪ  плоскостію  КМЗ  и  частію  подЪ  оною,  и  потому  такЪ  же  пло- 
скости ,  проходящія  чрезЪ  точку  М  и  сіи  прямыя  линіи,  будутЪ  на- 
ходиться частію  надЪ  плоскостію  КМЗ  и  частію  подЪ  оною  ,  и  сле- 
довательно частію  внЬ  кривой  поверхности  ВСБЕ  и  частію  внутри 
оной  ;  что  противно  опредЬленію,  данному  вогнутости  или  выпукло- 
сти сЪ  одной  и  той  же  стороны,  и  следовательно  такЪ  же  полоѵ.енію. 

2)  Естьли  же  положимЪ,  что  между  плоскостію  КМЗ  и  кри- 
вою поверхностію  ВСБЕ  или  МНСБК  чрезЪ  точку  М  можно  прове- 
сти какую  ниесть  плоскость  гМ$  ;  то  оная,  довольно  продолженная  , 
неминуемо  пресЬч-етЪ  дуги  МН  и  МК  ,  ибо  вЪ  противномЪ  случаЬ 
между  ими  и  ихЪ  касательными  МК  и  МЗ  чрезЪ  точку  М  могли  бы 
быть  проведены  многія  прямыя  ,  и  потому  продолженная  сія  плос- 
кость гМі  будетЪ  содержима  прямыми,  сопрягающими  три  изЪ  то- 
чекЪ кривой  поверхности  ВСБЕ  ,  и  вЪ  тоже  время  частію  своею 
гМі  будетЪ  находиться  внЬ  или  сЪ  выпуклой  стороны  сей  кривой 
поверхности  ВСБЕ;  что  не  возможно. 

И  такЪ  плоскость  КМЗ  находится  внЬ  или  сЪ  выпуклой  стороны 
кривой  поверхности  ВСВЕ,и  прилежитЪ  кЪней  столь  близко,  что  между 
ими  чрезЪ  общую  ихЪ  точку  М  ни  единой  плоскости  провести  не  можно; 
Таковая  плоскость  называется  касателъною  кЪ  кривой  поверхности. 

Откуда  слЪдуетЪ  ,  что  между  плоскостію  КМЗ  и  кривою 
поверхностно  ВСБЕ  или  МНСБК  чрезЪ  точку  М  и  ни  единой  прямой 
линіи  провести  не.  можно.  Ибо,  естьли  одна  прямая  проведена  будетЪ, 
хпо  останется  между  кривою  поверхностью  и  плоскостію  КМЗ  нЬко- 
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торое'  пространство  ,  которое  позволить  провести  и  другую  пря- 
мую; почему  можно  будетЪ  провести  и  самую  плоскость  ;  что  про- 
тивно предЪ  симЪ  доказанному. 

ИзЪ  чего  еще  слЬдуетЪ,  что  естьли  чрезЪ  точку  М  разсЪчет- 
ся  какЪ  кривая  поверхность  ВСБЕ,  такЪ  и  касательная  кЪ  ней  пло- 
скость КМЗ,  какою  ниесть  другою  плоскостію,  то  сЪченіе  сей  другой 
плоскости  сЪ  плоскостію  КМ8,  какЪ  прямая  линія ,  кЪ  сЬченію  той 
же  другой  плоскости  сЪ  кривою  поверхностью  ВСБЕ  }  какЪ  кЪ  кривой 
линіи,  будетЪ  касательная,  какЪ  то  удобно  всякой  понять  можетЪ. 

(е)4-)  ПослЬ  сихЪ  началЪ  мы  можемЪ  уже  доказать  со  всею 
строгостіго,  что  вообще  когда  а  есть  какая  нибудь  функпДя  коли- 
чествЪ  х  и  у  ,  дифференціалЪ  ея  равняется  суммЬ  дифференіііаловЪ 
сей  самой  функнДи  г,  изЪ  коихЪ  одянЪ  взятЪ  вЪ  разсужденіи  одного 
перем"Ьннаго  количества  х  ,  почитая  другое  у  за  постоянное  ,  а  дру- 
гой, вЪ  разсужденіи  другаго  перемЬннаго  количества  у,  почитая  пер- 
вое х  за  постоянное,  какЪ  то  изЪ  следующего  явствуетЪ: 

Поелику  всякая  функція  %  двухЪ  неремЬнныхЪ  количествЪ  хиу 
представляетЪ  ординату  нЬкоей  кривой  поверхности  (ч.  89)  ,  а  вся- 
кая кривая  поверхность  есть  или  поверхность  сЪ  одной  и  той  же 
стороны  вогнутость  или  выпуклость  имЬющая ,  или  совокупленіе 
таковыхЪ  поверхностей  (ч.  91);  то  положи мЪ  ,  что  ВСБЕ  есть  одна  Чер.  іЗ. 
изЪ  таковыхЪ  кривыхЪ  поверхностей,  отнесенная  кЪ  тремЪ  взаимно 
перпендикулярнымЪ  осямЪ  АХ  ,  АѴ  и  АЪ  ,  носредствомЪ  координатЪ 
С>]М  —  АР—  ѵ  ,  Р."\Г  31  А()  —  у  и  КМ~^,  имЪ  параллельныхЪ  (ч.  92). 
ІТридадимЪ  абсциссамЪ  АР  —  х  и  А^- у  произвольныя  й" взаимно  другЪ 
ошЪ  друга  не  заЕисимыя  приращенія  Ѵр  ~  Д.ѵ  и  ~  Д_у,  такЪ  чтобы 
оныя  абсциссы  сдЬлалнся  Ар  —  х-\-&х  и  А^  —  у-\-Ау  ;  отЪ  хониовЪ 
ихЪ  р  и  ц  протянемЪ  прямыя  рк  пф>  параллельныя  осямЪ  АУ  и  АХ 
до  взаимнаго  ихЪ  пресЬченія  вЪ  к  ,  и  продолжимЪ  (Ж  до  пресЬченія 
рк  вЪ  Ь  и  РЫ  до  пресЬченія  ф  еЪ  г ;  будетЪ  ф  ~  (^Ъ.  ~  Ар  ~  х  +  А« 
и  рк  —  Рі  ~  А(]  ~  у  -}-■  Ау.  ПотомЪ  ото  точекЪ  Ь  і  и  к  проведемЪ  до 
пресЬченія  кривой  поверхности  ВСОЕ  ординаты  Ъп  ,  іп  и  ко,,  парал- 
лельныя оси  А27  и  ілІЬдовательно  такЪ  же  параллельныя  прежней 
ординатЪ  Ш1 ;  и  какЪ  сія  кривая  поверхность  со  стороны  плоско-  - 
сти  ХАЧ  имЬешЪ  или  вогнутость  или  выпуклость  ,  то  явствуетЪ  у 
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*ГИІ0  ординаты  ея  не  могутЪ  быть  равныя  между  собою,  ибо  сіе  свой- 
ство принадлежишь   одной  токмо  плоскости  ,   параллельной  плоско- 
сти  ХАУ  ,   коея  уравненіе   изобразить  можно  такЪ  :  яг.  — ;  д  ;  почему 
ордината  КМ  ц      сделавшись  ординатою  Ъ.т,  когда  одна  изЪ  абсциссЪ 
АР  ~  (^Ч  ~  х   получаетЪ  приращеніе  Р/      ІЧЪ  —  Дх ,   или  ординатою 
\п  ,  когда   другая  изЪ  абсциссЪ   А^)  —  РЫ  ~  у  получаетЪ  приращеніе 
О/]  ~  М/~Ду,  или  наконецЪ  ординатою  коу  когда  обо  абсциссы  полу- 
чаютЪ  прираіценія  ,   должна  будстЪ  такЪ  же  получить  приращеніе , 
а.  именно  по  прозеденіи  чрезЪ  точку  М  плоскости  МНКІ ,  параллель- 
ной ХАУ  ,  оное  -будетЪ  вЪ  перзомЪ  случаЪ  Нѵ?  ,   вЪ  другомЪ  Ін  и  вЪ 
третьемЪ  Ко,  то  есть  Нт  ~  Д?,,  когда  измЪняется  одна  изЪ  абсциссЪ 
АР  ™       ~  х  ,  а  другая  постоянна  пребываетЪ,  Іп  ~  Д2,  когда  измЪ- 
няется -другая  изЪ  абсциссЪ  А()  И  РК  щ  у,  а  первая  постоянна  пребы- 
ваетЪ ,   и  наконецЪ   Ко  ~  Дя  ,  когда  измЬняюшся  обЬ  абсциссы  АР  ~ 
0^}  ~х  и  А0_—  РК"~у.  ПротянемЪ  чрезЪ  ординаты  NN1,  Ъ?я,  іп  и  ко 
плоскости   ОІ*Ш?яЬ ,   ШЩліі  и  РКМо& ,   которыя  сЪ  кривою  поверхно- 
стію  пресЬкутся  ,   и  сЬченіями  своими   составятЪ  на  ней  ,  какЪ  то 
выше  видЬли  (ч.  дЗ) ,  нЬкоторыя  дуги  Мда ,  Мп  и  Мо ;  проведемЪ  кЪ 
первымЪ  двумЪ  изЪ  оныхЪ  касательныя  МК  и  М8,  и  чрезЪ  нихЪ  пло- 
скость МКТЗ,  которыя,  какЪ  то  выше  же  видЪли,  будетЪ  касатель- 
ная кЪ  кривой  поверхности  ВСБЕ,  какЪ  и  прямая  МТ,  составляющая 
общее  пресЬченіе    сей  плоскости    сЪ  плокостію  РЫМо^  ,  касательная 
кЪ  третьей  изЪ  тЪхЪ  дугЪ  Мо.    ПротянемЪ  чрезЪ  ординаты  Ът  ,  \п 
и  ко  еще  плоскости   ікоп   и  Ъкот ,  которыя,   какЪ   то  явно,  будутЪ 
параллельны  первымЪ  двумЪ  изЪ  прежнихЪ  плоскостей  (^ЫМя/п  и  РЫМя/, 
и  пресЬкутся  сЪ  касательною  плоскостію  вЪ  прямыхЪ  §Т  и  ЯТ,  па- 
раллельныхЪ  МК  и  М8,  каждая  каждой,  какЪ  и  сЪ  кривою  поверхно- 
стію  вЪ  дугахЪ  оп  и  от  ;   и  наконецЪ  замЪтиЕЪ  ,  что  соотвЪтствен- 
ныя  точкЬ   М  координаты    дуги  Мт  суть   КМ  "-  2   и  (Ж  ~  х,  дуги 
Ми  суть  КМ~г  и  РЫщу    и  дуги  Мо    суть  МИ  ~  г   и  ІШ ,  озна- 
чимЪ  сію   послЬднюю   какою   ниесть   буквою  и,  такЪ  чтобы  было  ея 
прирашеніе  Щ~МК~Ди.  ИзвЪстно,  что  отношеніе  — — — — ,  по  мЪ- 
рЪ  уменьшенія  К^  ~  МК  ~  Д#,  изменяться  ст^нетЪ,  и  будетЪ  имЬгпь 
предЬлЪ  , КТ  — *  ~  (ч.  іЗ  и         и  какЪ,  по  мЪрЬ  уменьшенія  К&~МК~ 


129 


Ди  ,  уменьшаются  и  Р/>  —  МЬ  —  МН  —  Ах  и  П  N7  ~  МІ  ~  Ду  ,  то 
явствуетЪ,  что  вЪ  то  же  время  и  отношения  Ш*  и  —  измЪняться 

3         7  1  МН  МІ 

станутЪ,  и  будутЪ  имЬть  предЪлы  ^  —  ^2"  и  І5- —  -Ж.    ІГоелнку  же 

мн      <іх    мі  #3; 
явно,  что  оставляя  абсциссу  АО_—  РІч[  ~у  непременною,  не  дЬлаемЪ 

предЪлЪ  Ёк  — -г*'  постояниымЪ,  который,  какЪ  известно,  от'Ь  прибав- 

МН  сіх 

ленія    или    убавленія    абсциссы   АР  —  0]М  —  х    будетЪ  измЪняться 

(ч.  у^);  то  изЪ  того  слЪдуетЪ,  что,  положивЪ  оный  ~— — ^х  —  Р,  мы 

МН 

будемЪ  имЪть  чрезЪ  Ах  ~  ѴАх  дифференціалЪ  ординаты  или  функціи 
X, ,   взятый   вЪ  разсужденіи   одного   количества   х(ч.  і5)  ;  подобнымЪ 

образомЪ  разеуждая  и  о  предЪлЪ  Л      ^5  ,  докажемЪ  ,  что,  положивЪ 

МІ  <іу 

оный  ~0.>  мы  будемЪ  имЬть  чрезЪ  ііт.  '  ОАу  дифференціалЪ  орди- 
наты или  функціи  г,  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  количества  у.  Напро- 

тйвЪ  того  предЪлЪ  ^Т— ^5,  яко  зависящій  отЪ  двухЪ  первыхЪ,  будетЪ 
изменяться  какЪ  отЪ  прибавления  или  убавленія  абсциссы  АР— 
такЪ  и  отЪ  прибавленія  или  убавленія  абсциссы  АО —  РN  ~  у,  и  по- 
тому, положивЪ  оный  5Т      —  ~К,  мы  будемЪ  имЪть  чрезЪ  Ах  КАи 

дифференціалЪ  ординаты  или  функціи  х ,  взятый  вЪ  разсужденіи 
обЬихЪ  количествЪ  х  и  у.  И  такЪ  остается  доказать  токмо ,  что 
іъ  ~  КАи  —  ѴАх  г+-  ОАу. 

На  сей  конецЪ  отсЪкши  КО  ~  НК  и  проведши  прямыя  ОК.  я 
01 ,  мы  примЪчаемЪ  ,  чшо  поелику  КО  равна  и  параллельна  НК ,  бу- 
детЪ ОК  равна  и  параллельна  НК  ,  и  потому  такЪ  же  равна  и  па- 
раллельна МІ;  чего  ради  находимЪ  ,  что  будетЪ'  такЪ  же  и  01  равна 
и  параллельна  МК,  и  потому.  такЪ  же  равна  и  параллельна  8Т;  почему 
будетЪ  18  -  ОТ,  и  КТ~  НК  +  І8.  И  такЪ 

т>  КТ   РК_І  15 

мк  —  МК   '  МК" 
Пусть  уголЪ  КМН ~«  и  уг.  КМІ  ±  Е ;  будетЪ 

МН  —  МК  ш.  «  и  МІ~  МК  СО!.  С|      -  - 
и  потому 

р_НК   НК  п         15   ,  13 

МН   МК  кле  у  Л-С-  ідТ  ■  


МН       МК  сох.  х  МІ  '       МК  со*,  е  Р 

17 


іЗо  — 


откуда  получится 

НК  -  МК  .  Р  ш.  и  и  15  ~  МК .  О.  соз.С , 
и  потому  сделается 

КИК.Рш.я    ,    МК.  О  сох.  €  т>  г   л  » 

=  —мк  1  гік— = Р  ш'*  +  %т'  С> 

и  будетЪ 

ііх  ~  Кгіи  ~  Р//«  со:,  и  -\-  0%и  сох.  б". 
Поелику  же  отЪ  уменьшенія  Ш  ~  МК  ~  Ди    уменьшаются  и 
Р/>~МЬ  —  МН  —  Дх  и  С><7  —  N7  ~  МІ  ~  Лу  ,  то  явствуетЬ,  что  всег- 
да будетЪ 

Дк  со$.  л  ~  Дх  и  Ди  со*.  €~  Ъу  , 
и  оттуда  , 

Ди ;   і       и    Ди   і 

дх       сох.  а        д^       сох.  6  * 

и  какЪ  отношеній  Аи  и  лм     гавныхЪ    постояннымЪ   количествамЪ  . 

дх  Д7 '  ' 

предЬлы  ^  и  —  сугиь  щ'Ь  же  самыя  постоянныя  количества,  (ч.  і4)  $ 
Ах  Лу 

то  будетЪ 

І*  —  -1-  и  ^  —  іі^  ИЛИ 

(іх       сох.  а      сіу       сох.  € 

Ли  С05.  сс~  (іх  и  (іи  со$.  С~4у9 
м  потому  напослЬдокЪ  получится 

4  г  —  РЛх  +  (Му. 

(д5  )  Пусть  теперь  будетЪ  какая  ниесть  функція  ф  трехЪ 
перемЬнныхЪ  количествЪ  х,  у  и  ,  и  пусть  дифференціалЪ  ед  езя- 
тый  вЪ  разсужденіи  одного  х  ,  почитая  у  и  %  за  постоянныя,  ~Р</х, 
потомЪ  дифференціалЪ  ея,  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  _у,  почитая 
х  и  %  за  постоянныя,  ~  0/Іуі  и  наконецЪ  дифференціалЪ  ея,  взятый 
вЪ  разсужденіи  одного  я,  почитая  х  и  у  за  постоянныя,  ~К.^;  -при- 
меняясь кЪ  произведенному  предЪ  симЪ  нами  заключенію  вЪ  разсуж- 
деніи  полнаго  дифференциала  функціи  а  двухЪ  перемонныхЪ  количествЪ 
х  и  у  ,  мы  надпжно  уже  положить  можемЪ  ,  что  полный  дифферей- 
ціалЪ  функціи  ѵ  ^Ц/(х>  У  >  я) ,  взятый  ие  почитая  никотораго  изЪ 
количествЪ  х,  у  и  ъ  за  постоянное  ,  будетЪ  Ьѵ     Рй'х      ОУу  КЛ«. 

БЪ  самомЪ  дЬлЬ ,  поелику  вЪ  функціи  ѵ~/{хуу>      каждое  изЪ 
количествЪ  л  ,  ^  и      можно  измЪкять  такЪ,  какЪ  угодно  будетЪ;  то 


ноложимЪ)  что  г  измѣняется  какимЪ  ниесгаь  образомЪ  зависимо  отЪ 

х  и  у,  которыя  вЪ  прочемЪ  сами  изменяются  независимо  одно  ошЪ 
другаго,  такЪ  что  будетЪ  какая  ниесть  функція  количествЪ  дг  и  у+. 
которую  мы  означили  такЪ  :  т  ~/'(х>  у);  почему,  поставляя  сію  вели- 
чину количества  к,  вЪ  функцію  ѵ  ~  Их  ,  у  ,  «)  >  мы  будеьЛ  имЬть 

•а  =2  Р(х,  у)  , 
и  по  доказанному  вЪ  предЪидущемЪ  членЬ 

4%>  —  А(іх  Ч-  Шу  у 
гдЪ  А  и  В  суть  нокоторыя  функціи  количествЪ  х  и  у. 

Поелику  же  изЪ  положенія  ^"/'(х,  у)  слЪдуешЪ  ,  что  будетЪ 
такЪ  же  х  — РКУі  *0  и  У  —  і"'С*>  *0  і  ш0  в^  слЬдствіе  доказаннаго  вЪ 
томЪ  же  предЬидущемЪ  членЪ  произойдетЪ 

</х  —  С  /у  +        и  </у  —  Шх  +  №  , 
гдЪ  С,  Б  и  Е,  Р  суть  такЪ  же  нЬкоторыя  функціи  количествЪ  у,  %  и  х}  я. 

Почему ,  поставляя  сіи  величины  вмЬсто  Ах  и  ііу  вЪ  выраже* 
ніе  найденное  для  Фѵ  ,  мы  получимЪ 

Лѵ  —  А(СНу  +-  Шг)  +  В(Е(іх  +  , 
или 

ВЕІх  -Ь  АСЛу      (АБ  -I-  ВР)  /« 
или  еще 
=  Р</х  +  0//у  -ь  К.</«  , 
гдЪ  явно  ,    что   Р  —  ВЕ  ,  0_~  АС  и  К  гз  АБ  -\-  ВР    суть  нЬкоторыя 
функціи   количествЪ  х  ,  у  и 

И  какЪ  функція  2,~/'(х,  >)  взята  нами  по  произволенію ,  и 
притомЪ  мы  не  определили ,  какая  именно  есть  сія  функція ;  то 
^зствуетЪ  ,  что  симЪ  самымЪ  мы  и  допустили  независимость  коли- 
чества х,  отЪ  количествЪ  х  и  у  ;  и  потому  полный  дифференціалЪ 
функціи  ѵ  ~/(х>у  ,  имоетЪ  преднаписанный  видЪ  вообще  при  не- 
зависимости каждаго  изЪ  количествЪ  х  ,  у  и  отЪ  двухЪ  прочихЪ. 
ТакимЪ  образомЪ  поступить  можемЪ  далое  и  далЬе  вЪ  доказатель- 
ство сего  общаго  правила  находить  дифференциалы  функпДй  многихЪ 
перемЬнныхЪ  количествЪ. 

(дб.)  КЪ  поясненію  сего  правила  мы  предложимЪ  здЬсь  нЬко- 
торые  примЪрьі. 
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К    Пусть  ъ        ^ — ;  будетЪ 

Уа2— я2 

и  ,  

П.  Пусть  я  —        4-  уе  ;  будетЪ 

І— 1  -—1 

л  =  і(ху  +  у2)71    V*  +  ~С*У  4-  У2)*  +  2^у) 

,1 , 11-1      ——————————  в 

71  , 

пУ(ху  -\-уу)п — * 


Ш.  Пусть  г— ^-ь^  .  будетЪ 


Уху  -\-у2 


■п   771  .  т_ 


Ужу  -+-у2Л.Уах-+-  х2  —  У  ах  +  *2і  •  Уху  +Уг 

Л*  —  71  

П   а&е  +  мсйх  т,  -уЛх +  хіу -т- ауйу  _ 

Уху  -г  у2 '  -т-  —  —  Уах  -г  *  •  "1Г~ 


тУ  (  ах  +  х2)™— 1  ѴСху+у*) 


і  \п — 1 


У(  эсу  +  .у2  )2 

IV.  пусть  х,  —  у  Іо&.х  ;  будетЪ 

(к.  —У^!-\-АуІо$.х. 

X 

V.  Пусть  ъ~хУ;  будетЪ 

Аг  —  ухУ—Ых  -+-  хУ  Лу  Щ.  *. 

VI.  Пусть  я  ~  т.  х  сов.  у  ;  будегаЪ  ' 

А*.  ~  Ах  сов.  х  сов.  у  —  Ау  №.  х  віп.  у. 

VII.  Пусть  г  =  Алі«.-;  будетЪ 

У 

,         ,,х\     /        х2  у<іх  —  хЛу 

А%—А(  -  ):уі   

\у/    ѵ  у2       уУуі  —  Х2 

VIII.  Пусть  %~А.  1ап&  | ;  будетЪ 

^  -  V  •  (  1  +  р)  —  ~^Ту^ 

IX.  Пусть  у  —  — ^  :  будетЪ 

Ѵх2-\-у2 


  —  с^хуйх  _^е%({х2А-у2)Ау — у2Ау)   |  е*усіх 

(ха+.у2)*  (х2~\-у2)^  Ѵк2+ул 
 еъ(х2йу  —  хусіх)   ■  еъуА% 


X.  Пусгаь  ѵ  —  е*А  .  тж.  х "~  ^*;^— ?1 ;  будетЪ 


(х  +  Ух2~у2)(х2—у1)*Ух  х  +  Ѵх2-і-у2 

(97.)  Теперь  слЪдуетЪ  предложить  о  дифференціалахЪ  выш- 
ШИхЪ  порядкогЪ  функцій  многихЪ  перемЪнныхЪ  количеств!). 

Пусть  ^  функція  двухЪ  перемЬнныхЪ  количесшвЪ  х  и  у  и  диф- 
ференціалЪ  ея  перваго  порядка 

4%  —  РЛх  Н-  Оіу. 

ПреобразивЪ  сіе  уравненіе  вЪ  слЬдующш  видЪ         Р  -+-  0.^  и  положивЪ 

—  —  р  и  — 21  ~  7і ,  мы  будемЪ  имЬть 

Ах  Лх  ~г  Ах  гіх  ? 

и  оттуда  ,  не  полагая  никоторой  дифференціалЪ  постояннымЪ  5 

<іх2      аѴйя2       гіх  ~~ <~~  сіх  гія  Ѵйх2    '  Ах  Ах2)  ^ 

куда  поставляя  вместо  отношенія  —  его  величину,  получимЪ 


^  і  о  (&у     Лу  А2*\   ,  /Рѵ  о 

гіх2  гіл   '   АхАх~*~      \~Ах2      Ах  Ах2)    >    \   ~  си'*»2' 

и  оттуда 

то  есшь  дифференціалЪ  функціи  %,~/(х>  у)  найдется  потому  же 
общему  правилу ,  лоѵитая  ,  сверхЪ  Р  и.  0_,  еі^е  и  за  лере- 
мінныя  количества ,  а  Л2х  и  42у  за  ихЪ  дифференціалъі. 

Мы  здЬсь  замЬтимЪ  ,  что  вЪ  доказательств!)  сего  заключенія 
предполагается  ,  что  количества  х,  у  и  изменяются  зависимо  отЪ 
какого  ниесть  одного  количества  ,  какЪ  и  (ч.  79)  ;  что  и  вЪ  самомЪ 
приложеніи  мЪсто  имЬетЪ  ,  и  без'Ь  чего  дифференциалы  вышшихЪ 
порядковЪ  сихЪ  количествЪ  ничего  значить  не  будутЪ  (ч.  87). 


I 
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Еще  замЪгпимЪ  ,   что  естьли  по  свойству  вопроса  вЪ  функціи 
а*.  у)  не  будетЪ  предполагаться,  что  количества  х,  у  и  изме- 

няются зависимо  отЪ  какого  ниесть  особаго  количества,  какЪ  к;  то 
вЪ  такомЪ  случаЪ  не  только  одинЪ  которой  ниесть  изЪ  дифференці- 
аловЪ  Их  и  ііу  за  постоянный  принятЪ  быть  можетЪ,  но  и  оба  вмостЬ. 
Ибо  ,  такЪ  какЪ  функція  измЪняется  зависимо  отЪ  количествЪ 
х  и  у  ,  кои  напротивЪ  того  изменяются  не  зависимо  одно  отЪ  дру- 
гаго  :  то,  вЪ  слЪдствіе  изЪясненнаго  выше  (ч.  77  и  8і.),  мы  можемЪ 
дифференціалы  ихЪ  Ах  и  (іу  принять  за  постоянныя. 

И  такимЪ  образомЪ  послЪднее  уравненіе  сдЪлается 

что  изЪ  предЪидущаго  доказательства  произвести  можемЪ  потому,  что 
здЪсь  предполагаемое  тамЪ  особое  количеству  и  ;  (    —  \  есть  ко- 

г  ,  сіх  / 

личество  постоянное.  ВЪ  прочемЪ  сіе  самое  докажеіпся  непосред- 
ственно такЪ  ; 

Поелику  у  совсЬмЪ  не  зависитЪ   отЪ  количества   х  ,  то  у  мо- 
жетЪ быть  всякою  функціею  количества  х,  и  следовательно  можетЪ 

быть  функціею  первой  степени  ;  почему  будетЪ  -У.  количество  пс- 
'  '  Ах 

дтоянное   (ч.  і^.)  ,   и  потому   изЪ  уравненія  ~  —  Р  -{-  о_^!.  получимЪ 

Ах  Ах 

А 

\&х>  АР,А0__Ау 

Ах  Ах    1    Ах  Ах 3 

и  оттуда,  поелику     измЪняется  зависимо  отЪ  х,  будемЪ  имЬть  (ч.  76) 

 АР  А$_Ау 

Ах%      Ах   '   4х  (іх ' 

то  есть 

Что  бы  иайти  теперь  дифференціалЪ  третьяго  порядка  той 
же  функціи  х,  двухЪ  перемЬнныхЪ  количествЪ  х  и  у ;  то  дифферен- 
ціальное  уравненіе  втораго  порядка  Агх,  ^  АЩх  +  АЩу  -ррЛ2х  -\-  ^ у 
преобразивЪ  вЪ  сей  видЪ 

А2Ъ__АѴ    ■   АЦЛу       рА*х   .  рй*у_ 

Ах2—"Ах*АхАх~Т~  Ахг**-Ах2 
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А2у   і  Лу  й2х    <Ѵ*х   ,  Ах  а2х 

Ах2       *       Ахій23  Ах2      *   *  АхАх*2 

да  А2х  (ІР  |  р  А2х  |  а2* 

?~Ь*ахах2  ах~^ах~ах         ах2  ~І~^а~хая5 

или,  поставляя  вмЬсто  — ;  Р  ~\~  О^? 


1    Ах  Ах 

мли  еще,  полагая 


<*Р  — Р'  и^— О.', 


а* 

погпомЪ,  взявЪ  дифференцДалЬ  ,  получимЪ 

гіх  ах       г  Ах       ^Лх ~ 4  фх~ 

и  оттуда,  не  полагая  никоторой  дифференціалЪ  постояннымЪ 

аза  (ІгсРх  ^а^а'х       ^(Л2;/і3хч2  а2Р      аР  а2х    ,    /<*20,  а(^ааху!у 

«Пс3       ахгіх3"  а~л  2  Ах2    '      Ах\Аха)   ах2      Ах  Ах^    '    Ѵіх2        йя  ах=  Лія 

I    о  <*%уЛа;У       ^ _1_  О   АуА_<х  3^^_і   з^У/^  «Чг^  . 

~Т~  'Ах\Ах2       АхАх2'    '        ^х3       с*х4х5         ах^ах2""      ахіах3/  /-> 

куда  поставляя  вмЪсто  -~  и        ихЪ  величины  ,  будемЪ  имЬть 

Л'ъ   А*Р  аР  А*х   ^   .  А*0_      АС^А^Х}  Ау    ,       а<2_/ а^у  4у  азх  х 

Л*3  аха       ахах3'*    Ѵ^х2        йх  5ха/5х~'"    гіхѴах»  АхАха) 

-  Ѵ*а       Дхіх*  ах3.?*2  ~    ахѴах2-'  ~  \  ^ах/гіх3 

4_  3  Г  -  -4-  О   3  ГР  +  О.  ^  V — V? 

~     ѴДх:~<4*  Ах~   Ах2*^Ак2;Ах2  V         ^АхЛіх-)  * 

и  оттуда 

Ллг  П  ^2р^  Н-  ^О^У  -+-  2/ЛѴі2х  ф  2^0^2у  Н-  Р^3х  +  О^3^  , 
то  есть  здЬсь  то  Же  общее  правило  мЪсто  имоетЪ. 

ВозмемЪ  еще  функцію  с  трехЪ  перемЪнныхЪ  х,  /  и      и  пусть 
дифференціалЪ  ея  перваго  порядка  будегаЪ 

Ѵрчаненіе   сіе  преобразивЪ   вЪ   слЬдующій   видЪ      —  Р  -{-  0  —  — г-  В.— 

Ах  Ах   1  Ах 

и  положивЪ  р  ,  —      р'  и  —  - — -  д- ,  мы  будемЪ  имЪть 

х  ах  Ах  лх 

^  —  А1-+_р  1Яо_ Ик  ■  о _і  к  # 
ах  —  Ах~гАх  ~г  Ах7>  ч<и  I  ах» 

н  оттуда  ,  не  полагая  никоторой  дифференціалЪ  постояннымЪ  , 

а2о;  а-иа2^  ар  .  а^а>     ака^  .  г)/А2у     ^а2хч    клу2г  а%а2х\л 

4х2       АхАІс2  Ах   <   АхАх   <~Лх  Ах   '    ^іа^       ^Ах2)~І~   ^Ахг       АхАх2)  > 
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куда  поставляя  вмЬсто  отношенія  ^  его  величину  ,  получимЪ 

Ах2  Ах       Ох  Ах    '    Ах  7х  \  их2       ІхЛх2)    *       \Ах2       Ах  Ахй' 

~  V     1      ах  Т    Ах  )  Ах2- 9 

и  оттуда 

(і^ѵ  —  Шх  -Ь  <Щу  4-       +  Р'/2*  -+-  о^'у  Ч-  ь</3*  > 
то  есть  общее  правило  равно  міэсто  имЬет'Ь.  И  такЪ  далЪе. 

ПодобнымЪ  образомЪ  поступать  надлежитЪ  и  при  сысканіи  диф- 
ференціаловЪ  функцііі  ,  составлекныхЪ  изЪ  перемЪнкыхЪ  количествЪ  , 

какЪ  х  и  у,  и  купно  дифференціальнаго  отношенія   ^  \  ибо  когда  по- 

ах 

ложимЪ^~р,  то  таковая  предложенная  функнія  сдЬлается  функнДею 

трехЪ  перемЬнныхЪ  количествЪ  х,  у  и  р;  и  потому,  по  доказанному  предЪ 
симЪ  общему  правилу  взяьЪ  сей  послЬдней  функціи  дифференціалЪ  и 
вмЬсто  ^  поставивЪ  приличное  настоящему  положешю  выраженіе  9 
мы  будемЪ  иметь  дифференціалЪ  предложенной  функціи. 

Пусть  ,  наприморЪ  ,  требуется  найти  дифференціалЪ  функціи 
&  ~  л2  (^)2  -+-  ХУ^      Ъ~ѴХ*  Н~"  У2  >  не  полагая  никоторой  изЪ  дифферен- 


ціаловЪ  4х  и  Ну  постояннымЪ ;  положи  —  ццЯ,  и  предложенная  функ- 
ція  сделается 


откуда,  взявЪ  дифференціалЪ,  получимЪ 

Ах  йх      1  ОХ     1  СІХ       1        у^г  -±-у2  ' 


куда  поставляя  вмЬсто  р  и  _Г  ихЪ  величины  ,  мы  будемЪ  имЬть 


ар 
Ах 


—  (2Д*-і-  — \~ХУ)(  '-У-  ^І— )-]_  у  *  _|_  X  (    '  )  — I   — : 

<<х     \      Ах    1       /\іх2      Ах  Ах2'    }      Ах    1      ѵсііс/     1       у*2 -|- -уг 


Естьли  и  сей  функціи  требуется  сыскать  дифференпДалЪ,  то, 

ѳзначивЪ   оную  чрезЪ  ѵ  и  положивЪ  ~  —  р  и       —  —  -т-^  ~~  4  >  полу- 
шаг сія~     Ах  Ах2  ■■■■ 
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пимЪ  функпДю  чегпьтрехЪ  перемЬниыхЪ  количестЛ  хі  у,  р  и  я 

-о  —  (2^  +  ѵ)*      ѵ/>  +  х?3     &±Ц?  ; 
откуда,  взявЪ  дифференціалЪ  ,  будемЪ  имТнпь 


куда  поставляя  вмЪсшо  #,  а  и  ~--~г  ихЪ    величины,  напослЬ- 


.   а  тл  — 

0.x  ах 

докЪ  получимЪ 

Кі  +  (|^:ѵ(0-|^-))     *(«  +  ^)° 
и  , —  •  г- 

При  чемЪ  заіЛтить  надлежитЪ,  что  еимЪ  образомЪ  мы  имЪемЪ 
дифференціалЪ  функціи  ѵ  ~  ^  ,  а  не  второй  дифференціалЪ  функігіи 

3;  ,  какЪ  то  изЪ  предЪидущаго  всякой  удобно  понять  можетЪ. 

(98.)  ИриложимЪ  теперь  предЪидущія  заключенія  кЪ  функціямЪ 
однороднымЪ  ,  которыми,  какЪ  извЬстно  ,  называются  тЬ  изЪ  функ- 
цій  ,  у  коихЪ  сумма  размЬреній  перемЬнныхЪ  количествЪ  во  всЪхЪ 
членахЪ  есть  одна  и  та  же,  когда  функціи  сіи  суть  ціэлыя;  когда  же 
дробныя  ,  то  симЪ  именемЪ  означаются  тЬ  изЪ  функндй  ,  у  коихЪ 
сумма  сія  во  всЪхЪ  членахЪ  числителя  есть  одна  и  та  же,  какЪ  и  во 
всЬхЪ  членахЪ  знаменателя,  будучи  вЪ  нрочемЪ  одна  отЪ  другой  раз- 
лична, или  одна  и  та  же.    Каковы  суть  функціи 

Уху+уг  '  ху  +  су*  3 

изЪ  коихЪ  первая  есть  размЬренія  3  ,  другая  размЬренія  2  ,  третья 
размЬренія  о,  четвертая  размЬренія  —  ~  и  проч. 

Главное  свойство  сихЪ  функцій  состоитЪ  вЪ  томЪ,  что  естьли 
*Ъ  нихЪ  положимЪ  то  онЪ  обращаются  вЪ  функлДюсего  вида  Т*п> 

X 

18 
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гдЪ  Т  функція  количества  і  и  постоянныхЪ,  входящихЪ  вЪ  предло- 
женную функцію  ,  а  п  число  ея  рязмЬреній.  Ибо,  поставляя  вмпсто 
у  —  /а:,  каждый  членЪ  таковой  функціи  ,  буде  она  цЪлая ,  обратимЪ 
вЪ  ту  же  степень  количества  х  ,  умноженную  на  постоянное  пред- 
стоящее и  нЬкоторую  степень  количества  і }  и  потому  обратимЪ 
ее  вЪ  функцію  вида  Тх71;  естьли  же  функція  дробная  ,  то  чрезЪ  та- 
ковое постановленіе,  по  изЪясненному  теперь,  обратимЪ  числителя  вЪ 
функцію  вида  8х*Ч  а  знаменателя   вЪ   функцію  вида  Кх^,  и  потому 

самая   функція   обратится  вЪ  функцію  вида    -?  х^~~ который  отЪ 

предЪидущаго  не  разнствуетЪ  ,  потому  чшо  когда  положммЪ  _  Т 
и  р  —  ц  —  п  ,  то  оный  обратится  вЪ  сей  самый  видЪ  Тхп .  И  та- 
кимЪ  образомЪ  приведенныя  выше  однородныя  функціи  чрезЪ  тако- 
вое постановленіе  сдЬлаются 

(99.)  Отсюда  слЬдуетЪ  другое  свойство  однородныхЪ  функ- 
цій  у  состоящее  вЪ  томЪ  ,  что  естьли  положимЪ ,  что  х,  есть  одна 
изЪ  таковыхЪ  функцій  размЬренія  п  двухЪ  перемІэнныхЪ  количесшвЪ 
х  и  у  у  и.  Ах,  ~  Р.Ах.     ОАу-  ея  дифференціалЪ  ;    то  всегда  будетЪ 

Рх     Оу  ~  щк 

Ибо  положи  У-  —  ?  ,  такЪ  чтобы  было  у  ~  іх  ;  отЪ  чего  функ- 
ція  х  обратится  вЪ  Тхп ,  гдЬ  Т  функція   одного   токмо   количества  ь 
і  (ч.  д8)  ,  и.  потому  дифференціалЪ  функціи  х ,  которая  теперь  сдЬ- 
лась  функігіею- количесшвЪ  х  и  /  ,  найдется 

Ах  —  пТхѴ-~1Ах  -г-  хпѴАг  ,  полагая  АТ~  ТШ  ; 
почему  дифференфалЪ    сей    функціи    х,    вЪ  разсужденіи    одного-  х 
будетЪ 

Ах  ~пТхп~1Ах. 

И  какЪ  ,  по  причинЪ  что  у~ — іх  у  имЬемЪ>  Ау  ~  іАх  -}-•  хА(  ;  то, 
по  постановление  вЪ  Ах  ~ѴАх  -\-  0>Ау  вмЬсто  Ау  его^  величины  сдЬ- 
лается 

йъ  —  ѴАх  -Ь  0>4ѵ  4-  ОхАг  у 
И'  потому  дифференціалЪ  той  же  функіііи  х,  количествЪ   х-  »  у  вЬ 
^азсужденіи  одного  х  будетЪ 
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<&=:(Р  + От- 
чего ради  имІэемЪ  ураненіе 

изЪ  коего  ,  по  причинЬ  что  іх  ~  у  >  произходитЪ 

Рх  +  Оу  —  пх,. 

Мы  здЪсь  замЪтимЪ  ,  что  изЪ  двухЪ  выраженій  ,  найденныхЪ 
для  Ах  ,  то  есть  Ах  ГзяТх71— гЛх  +  хпИ.и  и  Ах,  —  ѴАх  -|-  0/</х  -Ь  0хА*9 
сверхЪ  уравненія  Р  +  0;  ш  пТхп~~1  ,  слЪдуетЪ  еще  другое  О*  ~  хп  Т 
или  С>  ~  Т'хп~1  ,  которое  ,  поелику  О.  есть  функція  количествЪ  х  и 
у  у  и  Т',  какЪ  — ,  есть  функція  і  ~  1 '  показывает!),  чпіо  0.  есть  гпакЪ 
же  функція  однородная  размЪренія  я  —  і  сихЪ  количесгавЪ  х  и  у  (ч.  98). 

И  какЪ  ничто  не  препятствуетЪ  вмЬсто  -  — \і  положить  —  ~  и  то> 

х  У    п  г 

поелику  при  таковомЪ  положеніи  достигнемЪ  кЪ  уравнению  Р — Т  У  > 

слЬдуетЪ  изЪ  того  ,  что  и  Р  есть  функція  однородная  размЬрениг 
я  —  1  количествЪ  хну. 

ВЪ  прочемЪ  сіе  довольно  явствуетЪ  нзЪ  уравненія  Рх  -}-  О. У—  ПХ) 
ибо  сумма  разнородныхЪ  функцій  не  можетЪ  произвести  однород- 
ной пх. 

Еще    замЪтимЪ  ,    что  поелику     сіе  уравяеніе   даетЪ  п.іх  — 
А(Рх  — }—  Оу)  ,  и  по  положенію  Ах  ~  Рс/х-і-Оуу,  то  будетЪ 
я  (РАх  +  ОАу)~А(Рх  +  О.  )• 
(юо.)  Доказанное  предЪ  симЪ  свойство  однородныхЪ  функцій 
"простирается   ко  всомЪ   таковымЪ  функціямЪ  ,   составленнымЪ  изЪ 
Какого  бы  то  ни  было  числа  перемонныхЪ  количествЪ  и  постоянных!). 

Пусть  ѵ  однородная  фучкція  размЪренія  я  трехЪ  перемЬнныхЪ 
количествЪ  х  ,  у  и   х, ,   и  А-ѵ —  РАх      0_1у  ея  диф  реречціалЪ; 

положи  ?  и  —  ~«,  такЪ  чтобы  было  у  ~  іх  и  я~их;  отЪ  че- 

хх 

го  функція  ѵ  обратится  вЪ  Шп,  гдЬ  Ц"  будетЪ  функція  двухЪ  пере- 
мЬнныхЪ  количествЪ  і  и  и  ;  почему  естьли  положится  ^Ц"  —  Т'Аі 
+  іМи  ,  то  дифференціалЪ  сей  функціи  с,  которая  теперь  сдЬлалась 
функціею  количествЪ  х  ,  I  и  и,  найдется 

<іѵ  —  «ш71-1^  ф  хпТ'^  4-  хпт/«  , 
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и  потому  дифференціалЪ  сей  функціи  ѵ  вЪ  разсужденіи  одного  х 
будетЪ 

И  какЪ  ,  по  причинЬ  что  у  ~  іх  и  %  гг  их  ,  имЪемЪ  //у  —  іЛх  •+•  х<&  и 
__:  «Лс  -  |  хЛ#  ;  то,  по  постановленіи  ъЪ  йѵ  ~  РЛх  4~  Оі^У  +  вме- 
сто /(у  и  Лті  ихЪ  величинЪ  ,  сдЬлается 

іѵ  __:  Р//х  -1-  О/іх  Н-'-  К«Лс  ^  Ох^  +  КхЛи  , 
и  потому  дифференціалЪ    той  же    функціи    «о  количеснтвЪ    х ,  *  и  к 
вЪ  разсужденіи  одного  л;  будетЪ 

Л^  — (Р+0;  +  К„)„х. 
Чего  ради  имЬемЪ  уравненіе 

Р  г       4-  К//  =  Шх"-1  —  __1*  —  *_: 

X  X  ' 

изЪ  коего  ,  по  причинЬ  что  /х  —  у  и  &х  —  к  ,  произойдет^ 

Рх  +  О/  .4- 

И  такЪ  далЪе» 

(юі).    КЪ  поясненію  сего  свойства  предложимЪ  здВсь  нЬкото- 
рые  примЬры. 

I.  Пусть  ^  —  -у'у  будетЪ  «~  о  и  ^ --У** —  **У  ^  „  потому 


II.   Пусть  %~  .У  +  Ѵха+^^    будетЪ  и  —  о  и 

—  >'  +  У„2-|-_>2.> 

п<- — —   ______  ,  и  потому 

(Ух2  4-  у2  —  у)2  Ух2  +  у2 
Ря  +  0*"==  ,   '  ~*х2у  +  ъх*у_          .  __  ^ 

•   (Ух2     у2  —у)2Ух*  Л-у2 

V   Щ.  Пусть  «_=4«#._^±__  ;  будетЪ  я  __:  ѳ  и, 

х  _у 

(Л  —  — 5  1 —  }  и  потому 

' ,    Рл  Чг  Оу  —  г =  о  —  «.о 


IV.  Пусть  %  ~  А.зіп.  у'х    у  -,  будетЪ  я  — о  и 

Ух  ^ 

ѵ~        .у^*  —  хс?7 

ЛИ   _          .  и  пптттпмѵ 


— -  ГЦІ  — 


Ух  +  Оу  =  -  ■ .  у*  ~ху_  —  о  ф  Ы 

(х  -\-у)Ѵ2у(х  — у  ) 

V.  Пусть  а  ~  Ух2  -\-  у2;  будетЪ  и  ~  I 

Ах,  —  ^_±У^У  \    и  потому 
Ѵх2  -\-у2 

Ух  -ь  Оу  =г  -і^ІІІ^І.  —  Ужа  4-  ѵ2  ~:  г-  • 

Ух2 

VI.  Пусть  %  —  "^— ! ;  будетпЪ  «—а  и 

Л*  —  2уЧу  —  І^І^  +  зУ*г^*  —  2*3^*  ч-з^*  —  х*йу    и  потому 

р  я    .    0   зух3  — 2x4  -4-       -4-  2^4  —  зу3х  ■ —  хяу 

 ж  2^4  ~  2^'Х"  +  2^Х3          2X4   2^3  -4-  2Х3    ^ 

'  (^— х)2  -  у — 'X 

VII.  Пусть  к  —  — г-  ;  будетЪ  п  щ  —  4  и 

(^у2  -4-  х2)2 

^  —  —  І^З^НЧ^    и  потому 
02-Ьх2)* 

Рх  Ч-  <Ъ  ~  —  ^+і4*!— •  ?  

02+х2)3   (>2-4-х2)2  Т 

ѴШ,  Пусть  х,~х*1о&-У  +  ■--  і  будетЪ  и~  2  и 

^  —  х 

Іг  =  гхЛс  Йг.ЬЁІ ~  *М    и  потому 

6  ^  — Х^         >2  —  Xй         *  7 

_у  ■ — х  у2' — 'Х3  у  —  ж 

(Ю2.)  ВЪ  заключение  сего  замЬтимЪ  ,  что  йзЪ  сего  свойства 
©днородныхЪ  функцій  слЬдуетЪ  еще  третіе  ихЪ  свойство ,  состоя- 
щее вЪ  томЪ  ,  что  естьли  положимЪ  ,  что  х,  есть  однородная  функ- 
ция размЪренія  п  количествЪ  х  тл.  у  у  та.  Ах.'Ш  УАх  Ц*  0//у  ея  дифферен- 
ціалЪ  ;  то  будетЪ  дифференціалЪ  прсдетоящаго  Р,  взятый  вЪ  раз- 
суждеиіи  одного  количества  у  и  разделенный  на  его  дифференціалЪ 
Ау  ,  равенЪ  дифференціалу  предстоящаго  0_,  взятому  вЪ  разсужденіи 
одного  количества,  х  и  разделенному  на  его  дифференціалЪ  Ах  ;  чтоу 
краткости  ради  ,  обыкновенно  пишется  такЪ*^ 

АѴ  ё-О^ 

Ау.       &х " 

ВЪ  самом'Ъ  дЬлЬ  ,  положимЪ  ,  что  АѴ     рАх  +  цАу  и  Ю  —  Ыу 
Н~  тАу  >  гдЬ,  какЪ  известно,  рАх  и  Ых  суть  дифференціалы  предстоя- 


щихЪ  Р  и  вЪ  разсужденіи  одного  х  ,  а  цАу  и  Ыу  дифференіліалы 
тІхЪ  же  предстоящихЪ  Р  и  вЪ  разсужденіи  одного  у  ;  поелику 
выше  видЬли  ,  что  количества  Р  и  О,  суть  функціи  однородныя 
размЬренія  я  —  і  количествЪ  х  и  у  ,  то  по  доказанному  тамо  свой- 
ству будетЪ 

(и — і)Ѵ—рх-{-4у  и  (и — 1*)0.—  кх-{-гу; 
и  какЪ  имЬемЪ  еще 

п(Р4х  +         —  4(Ѵх  +•  %) , 
то  по  взятіи  дифференціала  ,  сперва  вЪ  разсужденіи  одного  х  ,  почи- 
тая у  за  постоянное ,  а  потомЪ  вЪ  разсужденіи  одного      почитая  х  за 
постоянное ,  мы  получимЪ 

яРЛх  ~  РІХ  +  Х//Р  +  уЛ(±  и 
яС^у  —  зй#Н-  СМу  -1-  усіО. , 
и  оттуда,  поставляя  вмЬсто  Л*  и        ихЪ  величины,  приличествую- 
щая сему  положенію ,  будемЪ  имЬть. 

(й  —  %)Шх  ~  х/>^х  -+-уЫх  и  (и  —  л^Оіу  —  хцйу  4~  ру/у, 
или 

(и — і)Ѵ~рх-\-ку  и  (и — і)О.П^х-|-  гу, 
которыя  уравненія ,  по  сравненіи  сЪ  преднадписанными,  даютЪ,  то 
и  другое  ,  к  ~  ц  •  но  поелику  аАу  есть  дифференціалЪ  предстоящаго 
Р,  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  у  ,  а  к,іх  есть  дифференціалЪ  пред- 
стоящаго 0_,  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  х  ,  то  явствуетЪ,  что 
^  ~— и  к  ~  ^5  ,  и  следовательно 

с№  

Но  сіе  последнее  свойство  не  ограничивается  пгЬмЪ  только, 
что  имЬетЪ  мЬсто  вЪ  однородныхЪ  функціяхЪ,  а  простирается,  на- 
противЪ  того,  ко  всЬмЪ  возможнымЪ  функціямЪ;  вЪ  каковой  всеобщ- 
ности мы  докажемЪ  оное  вЪ  следующей  главЬ. 


ГЛАВА.  VII. 


ОбЪ  цсловныхЪ  уравненілхЪ  лслчыхЪ  дифферснщаяовЪ. 

(юЗ).  Поелику  видЬли,  что  когда  х,  есть  какая  нибудь  функція 
двухЪ  перемЬнныхЪ  колинесшвЪ  х  и  у ,  тогда  дифференціалЪ  ея 
имЬетЪ  видЪ  Ах,  ~  Ргіх  -\~  Оіу  >  вЪ  которомЪ  Р  и  суть  функціи,  отЪ  . 
функціи  г  зависящая  и  чрезЪ  нее  определяющаяся  ( ч.  дф);  гао  изЪ 
того  слЬдуетЪ  ,  что  сіи  два  количества  Р  и  и  взаимно  одно  отЪ 
другаго  зависятЪ.  И  такимЪ  образомЪ  предложенный  дифференціалЪ, 
какЪ  Рііх  +-  ОАу ,  не  можетЪ  быть  полный  или  точный,  естьли  меж- 
ду предстоящими  Р  и  дифференціаловЪ  ііх  и  Ну  не  будетЪ  нЬкоего 
соотношенія  ,  которое  мы  здось  определить  намЬрены. 

( і  о4-)  Поелику  %  есть  функція  двухЪ  перемонныхЪ  количествЪ 
X  и  у  ,  и  ѴЛх  ея  дифференціалЪ  ,.  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  х  , 
почитая  уза  постоянное;  то явствуетЪ,  что  предстоящее  Р,  сверхЪ  х, 
будетЪ  содержать  вЪ  себЬ  и  у,  то  есть  будетЪ  нЪкоторая  функція  сего 
количества  у  ;  подобнымЪ  образомЪ  докажется,  что  предстоящее  0> 
еверхЪ  у,  будетЪ  содержать  вЪ  себЬ  их,  то  есть  будетЪ  нЬкото- 
рая функція  сего  количества  х.  Отсюда  изключается  токмо  тотЪ 
случай,  вЪ  которомЪ  а  ~  X  У  ,  гдЬ  количества  X  и  У  суть  какія 
ниесть  функціи  количествЪ  х  и  у,  каждое  каждаго  ,  то  есть  X  ~  (х 
и  У  и  /у  ;  во  всЬхЬ  же  прочихЪ  случаяхЪ  заключение  наше  всегда  мЬ- 
сто  имЬетЪ,  какЪ  то  всякой  удобно  понять  можетЪ. 
ПоложивЪ  сіе  ?  возмемЪ  уравненія 

—  —  и  О  — 

 сіх   іу  » 

изЪ  коихЪ,  какЪ  то  выше  видЪли  ,  вЪ  первомЪ  взятЪ  дифференціалЪ5 
функціи  г  вЪ  разсужденіи  одного  х  г  почитая  у  непремЪннымЪ,  а  вЪ 
другомЪ  взятЪ  дифференціалЪ  той  же  функціи  г  вЪ  разсужденіи  одного 
у  ,  почитая  х  непремЬннымЪ.  ПридадимЪ  находящемуся  вЪ  первомЪ 
уравненіи  количеству  у  какое  ниесть  приращеніе  Ду;  отЪ  чего,  какЪ* 
Р,  такЪ  и  ^  ,  яко  функціи  количества  у  ,  такЪ  же  получатЪ  прира-- 
щенія  ДЕ  и  0%  ,  и  сделаются  Р  -(-  ДР  и  «-ф-Д&  -у  и  потому  оное  пе^ 
на<#ураьненіе.  обратится  вЪ  следующее  ;- 
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ях  * 

откуда,  по  оглиятіи  Р  ~  —  ,  получится  , 

'  Ах 

Ах 

и  потому  будетЪ. 

дР        Л.  Д  в 

И  какЪ   вЪ  выраженіи  -^^-  дифсреренціалЪ  взяпіЪ   вЪ  разсуж- 
деніи  одного  а:  ,    почитая  у  непремЪннымЪ  ;  то  вмЪсто  оыаго  ,  безЪ 

перемЬиы  его  величины,  мы  можемЪ  написать  - — ,  и  потому  по- 

Ах 

СлЬднее  уравиеніе  сдЪлается 

дР  'АУ  . 

ду  <іх 

Поелику  опвдошеніе  лР ,  по  мЪрІ)  уменьшенія  Ду ,  изменяться  сгаа- 
неіпЪ  ,   и  будетЪ  имЬть  предЬлЪ  Ш.  (ч.  іЗ  и  і4)  >   шо  явствуетЪ  , 

ІІУ 

-  лО 

что  и  равное  ему  отношеніе  —р^—  п0  ш°й  же  причинЬ  изменяться 
стаиетЪ  ,  и  будетЪ  иметь  предолЪ  ,  который  ,  поелику  вЪ  семЪ 
отношеніи  отЪ  уменьшенія  Ду  изменяется  только  —  и  приближает- 
ся  кЪ  _ -  ,  какЪ  кЪ  своему  пределу ,  не  иное  что  быть  можетЪ,  какЪ 


С) 

5  чего  ради,  вЪ  слЪдствіе   перваго    изЪ  двухЪ  главныхЪ  началЪ 

Ах 


ееоріи  предТэловЪ  ,  мы  6/демЪ  иметь 

ар  \сіу. 


іу  Ах  9 

н  потому,  поелику  вЪ  слЬдствіе  втораго  изЪ  преднаписашіыхЪ  урав- 

неній  имЬемЪ  ^5~0,  напослЬдокЪ  получимЪ 
иу 

АР    сЦІ 

Ау        Ах ' 

Чтобы  вЪ  доказательстве  сея  истинны  не  оставить  ни  малЬйшаго 
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сомнЬнія,  то  мы  докажемЪ  самымЪ  сгарогимЪ  образомЪ  ,  что  отно- 

шен  я  —л^-  ,    изменяющегося  отЪ  уменьшеиія    Ду ,    предЬлЪ  есть 
Ах 

\ау)  да, 

<ІЖ  Ах  ' 

Пусть  разность  между  О/ ~  — )  и  —  будетЪ  ~  и,  такЪ  что 

а      Ау/  Ау 

 А- «  і  изЪ  предложеннаго  вЪ  начало  сего  члена  явствуетЪ,  что 

АУ 

есть  функція  количества  Щ  кромЬ  извЬстнаго  случая,  вЪ  которомЪ 
Я  —  Х-нУ  ;  и  какЪ  количество  %  ,  по  причинЬ  что  есть  функція 
количества  х  и  купно  у,  отЪ  постановленія  у-}-  Ду  вмЬсто  у  сделав- 
шись .  —  х,  -у-  Д?.,  остается  функціеюже  количества  х,  то  такЪ  же 
явствуетЪ,  что  х>*  —  «  или  Дх  или  еще  л?  есть  функція  количества  х, 

Ау 

кромЬ  тогож'Ь  самаго  случяя,  вЪ  которомЪ  г~Х:+ГѴ;  чего  ради  будетЪ 
и  и  функція  же  количества  х,   и    потому  произойдетЪ 

а\Ау)  Аи 

Ах  Ах  Ах* 

И  такЪ  все  дЪло  состоитЪ  токмо  вЪ  доказательств^  ,  что  — ,  пв 

Ах 

морЬ   уменьшенія  Д_у,  можетЪ  сделаться   меньше  всякой  по  произво- 
ленію  данной  величины  ,  которая  пусть  ~  Б. 

На  сей  конецЪ  замЬтивЪ  ,  что  и  ,  какЪ  функція  количества  х , 
иредставляетЪ  ординату  нЬкоторой  кривой  линіи  (ч.  8  и  д),  а  сія 
есть  или  дуга  или  совокупленіе  дугЪ  (ч.  ю),  положимЪ,  что  В8  естьЧерт.  і^.. 
одна  изЪ  дугЪ  таковой  кривой  линіи  ,  отнесенной  кЪ  двумЪ  взаимно 
перпендикулярнымЪ  осямЪ  АХ  и  АУ ,  посредствомЪ  координатЪ 
АР  ~  х  и  РМ  ~~  и  (ч.  и);  и  какЪ  оная  дуга  В8  со  стороны  оси  АХ 
будетЪ  или  вогнутая  или  выпуклая  ,  то  здЬсь  слЬдуетЪ  раземош- 
рЬть  два  случая  : 

і)    Пусть  дуга  В§  со  стороны  оси  АХ  вогнутая;   возмемЪ  на  N0.  і 
абсциссе  АР  какую  ниесть  точку  С  ,  соотвЬтствующую  наприморЪ 
концу  В  дуги  В8  ,  и  на  ординате  РМ  отсекши  часть  РН    таковую  , 

что  бы  отношеніе  ~  было  меньше  по  произволенію  данной  величины 

19 
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В,  протпянемЪ  чрезЪ  точку  Н  прямую  СК;  потомЪ  взявЪ  другую  абсцис- 
су АО_~х'  и  протянувЪ  соответствующую  ординату  0_М~и',  чрезЪ 
уменьшеніе  Ду,  при  пгЬхЪ  же  абсциссахЪ  АР  ~х  иАО_~#',  сдЬлаемЪ 
ординату  РМ(~ «  ~  О; —  —  ^  ~  ~Рт   и  <^  РН  ,    какЪ    и  ординату 

ОК(— и'—О? — ^)~0«  и-с^ОК^  что,  поелику  0_н  О/  суть  предЬлы  отно- 

шеній  — 2  и  —  ,  всегда  возможно;  и  пусть  отЪ  того  дуга  В8  сделается 

Ау  Ау 

дугою  і>5  ,  гпакЪ  что  оная  сЪ  прямою  СК  пресЬчется  вЪ  некоторой 
точкЬ  Ъ.  ,  потому  что  точка  В  ,  сделавшись  точкою  Ь  ,  никогда  не 
упадетЪ  на  точку  С  ;  чрезЪ  точку  т  протянувЪ  прямую  ск ,  парал- 
лельную СК,  находимЪ ,  что  оная  ск  частіго  своею  тк  будетЪ  на- 
ходиться внЬ  или  сЪ  выпуклой  стороны  дуги  тп  ,  такЪ  что  продол- 
женіе  прямой,  точки  Ь  и  т  соединяющей,  будетЪ  падать  между  тк 
и  дугою  тп,  и  потому  такЪ  же  будетЪ  падать  между  тк  и  касатель- 
ного тг  вЪ  точкЪ  т\  чего  ради,  по  проведеніи  прямой  то,  параллельной 

АХ ,  будетЪ  5(  -  |)  <  ± ;  я  какЪ  |  =  ™(  <  В) ,  то  6уЛетЪ  напо- 

слЬдокЪ    ^  <*  Б.  . 
сіх 

І^о.  2.  й)  Пусть  дуга  В8   со  стороны  оси  АХ  выпуклая  ;  взявЪ  дру- 

гую абсциссу  АЦ~л-'  и  протянувЪ  соответствующую  ей  ординату 
О.К  ~  и' ,  отсЪчемЪ  на  оной  часть  0_К  таковую  ,   чтобы  отношеніе 
было  меньше   по  произволенію  данной  величины  1)  ,  и  проведемЬ 
прямую  РК  ;  потомЪ  чрезЪ  уменьшеніе  Ду  ,  при  тЬхЪ  же  абсциссахЪ 

АР  —  х  и  АО_—  г',  сдЬлаемЪ  ординату  РМ(— «~0_ —  —  \~Ѵт,  какЪ  и 

\  'Ау' 

ординату'  0]М^  —  и'  —  (^Ѵ  —        —       и  <^  ОК;  что,  какЪ  выше  видЬли, 

всегда  возможно;  и  пусть  *>тЪ  того  дуга  ВЗ  сдЪлается  дугою  Ь$,  такЪ 
что  оная  с'Ь  прямою  РК  пресЪчется  вЪ  некоторой  точкЬЬ,  потому  что 
точка  М  сдЪлавшись  точкою  т,  никогда  не  упадетЪ  на  точку  Р  ;  чрезЪ 
точку  т  протянувЪ  прямую  тк,  параллельную  РК,  находимЪ,  что  оная 
тк  будетЪ  находиться  внутри  или  сЪ  вогнутой  стороны  дуги  тп-,  такЪ 
что  прямая,  точки  т  и  Ъ  соединяющая,  будетЪ  падать  между  тк  и 
дугою  тп,  и  потому  такЪ  же  будетЪ  падать  между  тк  и  касательного 
тг  вЪ  точкЪ  т ;  чего  ради  ,  по  проведении  прямой  то  ,  параллельной 
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АХ,  бГ^:»(=0^  И  какЪ  ^Ь=Щ(<Ю,  Щ  6УА«?Ъ 

прслЬдокЪ  ^  <<  Р. 

ах 

И  шакимЪ  образомЪ  мы  нмЪемЪ  строгое  доказательство  про- 
изведенному предЪ  симЪ  ураіненію  : 

ар  

~Іу  —  іхѣ 

Откуда  произходитЪ  следующее  условіе  для  полнаго  или  точнаго 
дифференциала  РЛх+О^/у  функціи  г  двухЪ  перемЬнныхЪ  количесшвЪ  х  и  у: 
.  ДифференціалЪ  предстоящаго  Р  дифференціала  одного  пе- 
реміннаго  количества  х ,  взятый  вЪ  разсужденіи  другаго  коли- 
чества у  и  разделенный  на  его  дифференціалЪ  (Іуу  всегда  равенЪ 
дифференціалу  предстоящаго  Ц  дифференціала  сего  другаго  ле- 
реміннаго  количества  у ,  взятому  вЪ  разсужденіи  лерваго  лере- 
мЬннаго  количества  х  и  разделенному  на  его  дифференціалЪ  (іх. 

И  такЪ  естьли  мы  положимЪ  дифференціалЪ  предстоящаго  Р, 
взятый  вЪ  разсужденіи  одного  у,  ~  ріу  и  дифференціалЪ  предстояща- 
го О.,  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  х,  ~<]<іх;  то,  поелику  вЪ  слЬд- 

ствіе  сего  положенія  имЬемЪ  —  ~р  и  а  ,  всегда  будетЪ 

&у  Их 

Отсюда,  замЪтивЪ,  что  Р^х  есть  дифференціалЪ  функціи  я,  взятый 
вЪ  разсужденіи  одного  х  ,  и  что  О/іу  диффереиціалЪ  той  же  функціи 
Я,  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  у  ,  мы  находимЪ  ,  что  дифферен- 
ціалЪ  функціи  а  ,  взятый  сперва  вЪ  разсужденіи  одного  х,  а  потомЪ 
вЪ  разсужденіи  одного  у,  всегда  равенЪ  дифференціалу  тойже  функціи  2, 
взятому  сперва  вЪ  разсужденіи  одного  у  ,  а  потомЪ  вЪ  разсужденіи 
одного  х  ;  ибо  ,  такЪ  какЪ  А.ѴАх  ~  ріуіх  и  І.О/іу  ~  цАхііу  ,  и  р  ~  ^  , 
то  утверждаемое  нами  явствуетЪ. 

И  такимЪ  образомЪ  условіе  полнаго  или  точнаго  дифференци- 
ала функціи  двухЪ  перемЬнныхЪ  количествЪ  двоякимЪ  образомЪ  изоб- 
ражаемо быть  можетЪ. 

Мы  здЬсь  замЬтимЪ  ,  что  хотя  случай  ,  о  которомЪ  мы  вы- 
ше упомянули,  а  именно  случай,  вЪ  которомЪ  2  и:- X  У  ,  и  гдЪ 
X  ~/х  и  У~/у,  и  не  входитЪ  вЪ  предложенное   предЪ   симЪ  дока- 

і9  * 
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йатпельсптЕО  сего  условія ;  однако  условіе  сіе  и  вЪ  ономЪ  случай  равно 
мЬсто  имЪетаЪ.    Ибо,  пусть  РЛх   и  ±Г  (іЧ  ~  0$у  ,  гдЬ  Р  —  //х  и 

0_~  Ру  \   шакЪ  что  <&  ~  РЛ<  +  0</у  ;  будетЪ 

<ІР         о  аО  о 

—  —  —  —  о  и  — у-  —  —  0? 

йу       іу  іх  сіх 

т> 

— -        или  р—<]>  или  еще  ЛѴх  и  ^Оіу  , 
какЪ  по  оному  условію  и  быть  долженствуетЪ. 

(ю5.)  БозмемЪ  теперь  функцію  ѵ  трехЪ  перемЬнныхЪ -коля- 
честьЪ  х,  у  и  ъ ,  которой  полный  дифференціалЪ  ,  какЪ  то  выше 
видЬли  (ч.  д5)>  имЬетЪ  сей  видЪ 

й"о  ~  ѵіх  +  ОНу  +  &Мг ; 
будетЪ:  і)  дифференціалЪ  предстоящего  Р  дифференціала  одного  пе- 
ремЬннаго  количества  х  ,  взялпый  вЪ  разсужденіи  другаго  количества 
■у  и  раздЬленный  на  его  дифференціалЪ  ау ,  равекЪ  дифференциалу 
^предстоящаго  0_  дифференціала  сего  другаго  перемЬннаго  количества 
у,  взятому  вЪ  разсужденіи  перваго  количества  х  и  раздЬленному  на 
его  дифференціалЪ  Лх  ;  а)  дифференціалЪ  предстоящаго  Р  дифферен- 
ціала  того  же  перемЬннаго  количества  х,  взятый  вЪ  разсуждечія 
трэтьяго  перемЬннаго  количества  х,  и  раздЬленный  на  его  дифференціалЪ 
Ах,-,  равенЪ  дифференціалу  предстоящаго  К  дифференціала  сего  третьяго 
перемЬннаго  количества  х  взятому  вЪ  разсужденіи  перваго  количе- 
ства х  и  раздЬленному  на  его  дифференціалЪ  Нх  ;  и  3)  дифферен- 
ціалЪ  предстоящаго  0_  дифференціала  другаго  перемЬннаго  количе- 
ства у  у  взятый  вЪ  разсужденіж  третьяго  количества  х  и  разделен- 
ный на  его  дифференнДалЪ  Лх  ,  равенЪ  дифференціалу  предстоящаго 
К  дифференціала  сего  третьяго  перемЬннаго  количества  х ,  взятому 
вЪ  разсужденіи  другаго  количества  у  и  раздЬленному  на  его  диффе- 
ренціалЪ  Ау ,  то  есть 

Лу       Их 9  Лг,        Ах       &ъ  йу' 

БЪ  самомЬ  дЬлЬ,  поелику  Р^х+О^  есть  полный  или  точный 
>дифферекціалЪ  функпіи  ѵ  ,  езяілый  вЪ  разсужденіи  двухЪ  перемЬн*- 
дыхЪ    количествЪ  х  и  у ,  почитая  третье  х,  за  постоянное';'  то,  ^н» 
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доказанному  вЪ  предЪидуацемЪ  членЬ  ^ .  будещЬ 

ар  

сіу  іх' 

ТакЪ  же,  поелику  Р4х-\-&4&  есть  полный  или  точный  диффе* 
ренціалЪ  функціи  і>,  взягаый  вЪ  разсужденіи  двухЪ  перемЬнныхЪ  ко- 
личесшвЪ  а-  и  )  почишая  третье  у  за  постоянное  \  то  по  той  же 
причинЬ  будетЪ 

ар   ак 

а»  а»* 

И  наконецЪ,  поелику  О^у -}-•&<&:  есть  пол«ый  или -точный 
диффе;, енціалЪ  функціи  ѵ  ,  взятый  вЪ  разсуждевіи  двухЪ  перемЬн- 
ныхЪ количествЪ  у  и  &  ,  почитая  третье  а;  за  постоянное  ;  то  для 
той  же  самой  причины  будетЪ 

а_о_  сік 

<іъ       ,  сіу' 

И  естьли  положимЪ  дифференціалЪ  предстоящаго  Р  ,  взятый 
вЪ  разсужденіи  одного  у,  ~р?іу,  и  взятый  вЪ  разсужденіи  одного 
г,  ~  р^/^і  погяомЪ  дифференціалЪ  предстоящаго  0_,  взятый  вЪ  разсуж- 
деніи^одного  х,  ~  ц<1х  у  и  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  ~  ;  и 
наконецЪ  дифференціалЪ  предстоящаго  К,  взятый  вЪ  разс-уждеши 
одного  х,иЫх  у  и  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  у,і:г'^;  то,  пое- 

лику  ^-Ѵ^-^^^ь^—^  —  Г  *  ^-г',  6у^шЪ 
Лу  .а%  ах  йъ  сіх  йъ 

р  ~  у  ,  р'  ~  г  и  <]'  ~  г*. 

И  оттуда  произойдетЪ  ,  полагая  попеременно  х  ж  4х  ,  у  а 
^  и  постоянными: 

Л.РЛх(:=  р  ІуЛх)~і.0<1:;(~ 

И  такЪ  далЪе  мы  поступить  можемЪ  вЪ  сысканіи  ус  ловныхЪ 
уравненій  полныхЪ  дифференціаловЪ  функдДй  многихЪ  перемЬнныхЪ 
количествЪ.  Вообще  оныхЪ  уравненій  будетЪ  столько,  сколько  про- 
изойдетЪ различныхЪ  совокупленій  изЪ  члековЪ  даннаго  дифферви- 
ціала  у  взятыхЪ  по  два. 
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(іо6\)    КЪ  пояснению  сего  свойства  полныхЪ  дифференціаловЪ 
функпДй  многихЪ  перемЬнныхЪ  количесгавЪ   предложимЪ  здЬсь  неко- 
торые примеры. 
I.  Пусть  г  —  ху  ;  будетЪ 

Ях,  ~  уЯх  -\~  хЯу  у  и  потому 

Р  ~  >  и  Ц  —  д:  ;  откуда  имЬемЪ 

Или,  полагая  попеременно  х  и  Ях  у  у  ѵі  Яу  постоянными  ,  имігемЪ 

П.   Пусть  %,  ~  Ух3  4"  2*У  »  будетЪ 

■  хсіх  -4-  уіх  4- 

~  _  __і        г .    )  и  потому 

V X2 

Р  ~  .  и  О.  іг  ;  откуда  имЬемЪ 

Ѵх2  -\-2Ху  Ѵх2  +  2Ху 

—  —      *■?       и  *Я   ху 

Ау  |  йх  

(Х2  +  (Л2  -Ь  Я*?) 

Или,  полагая  попеременно  х  к  Ях  у  у  и  Яу  постоянными,  имЬемЪ 

Л.РЛ*-  ****** .  и^у=:_^^г_. 

(Х2  +  2Л>)  (Ж3-|-2Жу) 

III.  Пусть  я  —  х^  ;  будетЪ 

Ях.~уху~~гЯх-\-хуЯу1е^.Ху  и  потому 

Р  ~  .уя;-5'"- 1  и  0_~  оР'        ;  откуда  имВемЪ 

—  —  хУ-1  +  ухУ-Чо&.х  и         ух^-Ѵог.ж  +  ж-^"'. 

Или,  полагая  попеременно  х  и  Ях',  у  и  Яу  постоянными,  иміемЪ 

</.РЛя;  ~.  ху~~1ЯуЯх  -+-  уху~~1ЯуЯхІс]г.х  и 
Я  Оііу  — :  ухУ^ЯхЯуІо&.х  -+-  ху~~~1ЯхЯу. 

IV.  Пусть  я  —  ггя'и.у  -+-  уяи.і^  ;  будетЪ 

//г  ~  Яхііп.у  н-  хЯусоі.у  -ь  Яуип.х  -Л-уЯхсоі.Ху  и  потому 
Р  Ш  «и-у  Ф  ут.х  и  0.~  я'я.а;  4"  -хсоі.у  ;  откуда  имеемЪ 

«Ту  ііх 
Или,  полагая  попеременно  о;  и  Ла;,  у  п  Яу  постоянными,  имбемЬ 
■Я.2Ях~ЯуЯхсо5.у-\-ЯуЯхсо$*х  и  Я.ОЯу~ЯхЯусоі.х-^-ЯхЯуі05.у,  ^ 


V.  Пусть  ъ  т  к.йп%.~  ;  будетпЪ 

^=^1^^,  и  полому 
ас2 -НУ2  ' 

р —   ^      и  0~   """-"^-  ;  откуда  им&емЪ 

^  —  Я2+3,2  ^  X2 

<2Р  І_     _  _2>2   и  #&   —  I  .  

йу  —  х2  +  ?2       (*2-+-.у2)2     4х  — ж3  4- У      (л2-Н>2;2  * 
иго  есть  гао  и  другое  —  *х2~*2)Л . 

VI.  Пусть  <»  —  — ^ —  ;  будетЪ 


4»  —  ^Чу-хуіх)    ,  и  потому 


2%1  Ух2+->2 

(х2  +^2) 

•   Р—    -**У    ,  О,—     '**2  -  и  К—  Чг^діі 
(х2-^)*  (х2-ну2)3  ^ 

Откуда  имЬемЪ 

 е*х(2у2  ~  х2)   е^х^у^—х^) 

йу      *  з       ^х  3  ' 

  — -е^ух     и  ак.          — е%ух 

(»2-ь>2)5  с*вн-у*) 

АО           е*х2  е*х2 
■ —    И  —   « 

(х2-^2)2  {х*+у*)л 

(107.)  ИзЪ  сего  свойства^  слЬдуетЪ ,  что  естьли ,  имЪя  пол- 
ный дифференціалЪ  функціи/  ъ  двухЪ  перемЬнныхЪ  количествЪ  а;  и  у, 
то  есть  ~  РЛх  -4-  О^іу  ,  положимЪ  <ІР  —  ріх  -+-  цАу  и  —  Ых-^-гіу^ 
то  всегда  будетЪ  к~ц.  Ибо  явно  ,  что  д.іу  есть  дифференціалЪ  ко- 
личества Р  ,  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  у  ,  а  дифференціалЪ 
количества  (),  взятый  вЪ  разсужденіи  одного  гс  ;  чего  ради  будетЪ 

*  ~  —  и  &  ~  -^;  и  какЪ  по  упомянутому  свойству  всегда  —  —  ^2- 
йу  Ах  сіх        Ах  3 

то  изЪ  того  слЬдуетЪ  ,  что  &  — ;  д. 

Почему  когда  положимЪ  аР  ~  рАх  -+-^Я  у  то  не  иначе  поло- 
жить  можно,  какЪ  —  усіх  ~н  Ыу. 

Откуда  мы  паки  произвести  можемЪ  замЪченное  выше  свой- 
ство однородныхЪ  функцій  ,  состоящее  вЪ  шомЪ  ,  что  когда  «  есть 
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однородная  функція  размЪренія  и,  то  Р  и  0_  суть  гаакЪ  же  одно- 
родный функціи  размЬрешя  п  —  і  (ч.  99). 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ,  поелику  по  доказанному  гаамо  другому  свой- 
ству сихЪ  фуикнДй  мы  і»мЪемЪ  Ра7н-"0.у~я^-,  и  оттуда  ^(РіаН-ОіЪО— 
й(Ѵх  -Ь  0_у);  то  по  взятіи  дифференціала,  сперва  вЪ  разсужденіи  одно- 
го х,  почитая  у  за  постоянное  ,  а  потомЪ  вЪ  разсужденіи  одного  у, 
почитая  х  за  постоянное,  мы  получимЪ 
пѴЛх  ~  Ѵсіх      агЛР  4~  У^О.  И4' 

«ОЛУ  —  ггЯР  -4  О. 'у  ;•  ^О., 

и  оттуда  ,  поставляя  вмЬсто  и  .(^  ихЪ  величины  ,  приличеству- 
«нція  сему  положенію  ,  будемЪ  иміэть 

(и  —  і)Ѵ<Іх  —  хргіх  г+-  уугіх  и 

(я  —  ООг^  ~  Щйу  4- 
или 

(и  —  і)Р~^  4-  <^  и  (и —  і)0_— ^а;  -+-  гу , 
которыя  уравненія  ,  какЪ  таковыя  ,  каковыя  произходятЪ   изЪ  пред- 
положенія  функцій  Р  и  0_  однородными  размЬренія  п  —  і  ,  и  доказы- 
ваютЪ  сіе  предложеніе. 

При  чемЪ  представляется    намЪ  обратное  сему  предложеніе  ? 

состоящее  вЪ  томЪ,  что  естьли  ѴАх--+-  Оіу-  есть  полный  дифферен- 
ціалЪ  функціи  х.  количествЪ  х  и  у,  и  Р  и  О;  суть  функціи  бднород- 
ныя  размЬренія  п — і  сихЪ  количествЪ  х  и  уу  то  неминуемо  и  г  бу- 
детЪ  функція  однородная  размЬренія  п. 

Ибо,  шакЪ  какЪ  однородность  функігій- Р  и  О.  даетЪ  сіи  уравненія 
(п —  і)Р— : ?х-\-(іу  и 

то  будетЪ 

пѴііх  Ш  Ре/гг  +  хрЛх  -+-  .укрШ  и 
пОЛу  ~  О^іу  Н-  х$Ах  -4-  уЫу , 
изЪ  коихЪ  имоемЪ 

п{рйх  и-  О^)    ѵлх  4-      +  х  (р^  4  -      +  лѴ*  4-  ; 
-  ых  4-  ЙФ" 4- ХЫу  +  .НО., 

то  есть 

п(?Лх  4-        =  </(Ргс  4-  С1>0  , 
которое  уравненіе,  какЪ  таковое,  каковое  произходитЪ  изЪ  пред  поло- 


жетя  фувкціи  %  однородною  размЪренія  и  доказываетпЪ  сіе  обрат- 
ное предложёніё; 

(:о8-)  Полные  диффереш\іалы  функцій  многихЪ  перемЬнныхЪ 
количествЪ,  какЪ  и  условный  ихЪ  уравнеиія,  мы  можемЪ  представишь 
друіимЪ  удобнЪйшимЪ  .образомЪ,  какЪ  изЪ  слЬдующаго  явстзуетЪ. 

Пусть  ѴЛх  Ч~  0,Ау  полный  дифференціалЪ  функціи  г,  такЪ  что 
П  Р 4х  -\-  0_1у  ;  явно  ,   что  взявЪ  дифференціалЪ  функціи  г  вЪ  раз- 
суждении   одного  х  и  раздЪливЪ   на  Ах,  найдется  Р  ,    а  взязЪ  -диффе- 
ренціалЪ  той  же  функціи      вЪ  разсужденіи  одного  у  и  разд'ЬливЪ  на. 

Ау,  получится  0_;  почему  вмЬсто  Р  мы  можемЪ  писать  —  и  вмЬсто 

Ах 

0_,      ;  и  такимЪ  образомЬ  нашЪ  дифференціалЪ  изобразится  чрезЪ 

Ах,  ~  --г/х  -+-  —  Ау, 
Ах  Ау 

РавнымЪ  образомЪ,  полагая  АР  ~рАх      Ц&У  >  МЬІ  по  сему  знако- 

положенно  имЬемЪ  р~~  и  д  ~  —  ;  и  какЪ  Р  —  —    то  вмЬсто  р  мо- 
г       Ах       4       Ау  '  Ах '  г 

жемЪ  писать  ^-5  и  вмЬст©  »    и  П0ПТ0МУ    се^  дифференнДалЪ 

^Р  ~  рАх  -\-  <^у  изобразится  такЪ  : 

■4**  —  *2*Ах+*^-4у. 
Ах       Ах2  (ХхАу 

Подобным!?  образомЪ,  полагая  ^С^~  фх  -+-  гАу  ^  мы  потому  же 
энако  положению  имЬемЪ  у  ~  -^-  и  г  и  какЪ  О  —      ,  то  вмЬсто  л 

можемЪ  здЬсь  писать  и  вмЬсто  г,  *?•  ,   и  потому    сей  диффе- 

ренціалЪ  ^0.:щ       -+-  гАу  изобразится  такЪ  :  ' 

Ау        АуАх  Ау2  •* 

Продолжая  далЬе  разсуждать  такимЪ  образомЪ ,  мы  сосшавимЪ 
СлЬдуюш,ую  таблицу  : 

Ах,~-Ах-^-^Ау 
сіх  Ау  "  9 

А.р-~  -^х  -Ь-^/у  , 
Ах  —  Ах2       1   АхАу  7  ' 


Аъ        А~ъ  ,     ,    сРг  і 

—  лх-4—  — лу, 

іуі*       '    Ау2  ' 

20 


< 
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А7%  А3%  ,  .   ,  А*% 


Ах2  Ах3  -      1    д.хг.сіу  3 

л  А2ъ  А3г    і     |     А-^ъ  , 

Л.  ■■-  ■  — )  //у, 

вэса^  АхАу  Ах       1  йхйу2 

«гу^х  ф>йх2       1    АуАхау  . 

^У2  — 7Ф<2йх  сГуЗгіх      •»  ч 

йх*  с2х4       I    АхЧу\.     у  .\ 

ах-Ау  Ахп~АуАх       1    сіх2сіу2  * 

і     А3ъ  '   А-Іъ  ■  і    -  ,        Й4з  , 

Л.  - —  — «  ах  -4  ау 

АхауАх       АхАуАх2       1   АхіуАх.іу  9 

а  -  ■ — .  -ах  — |  ау 

А.хАу2  А.хіу2Ах        1     АхАу3  3 

д    с13я    А^ъ  ^    ■        г14г  V 

а^сіх2         АуАх3       1  АуАх2Ау  *■ 

д     А3ъ    Й4а  сі4г  V 

Ау2АхАу       АуАхауА.х  А.уАхАу2  3 

,  Й4г '  , '     .       сі4г  і 

й  —  ах  —  а  у 

АуАхАу     ■  Ау2Ах2        1  Ау2йхс.у 

сіу3  А,у3Ах        1  Ау+ 


и  такЪ  далЪе. 


Теперь,  чтобы  по  тому  же  знакоположенію  составить  условныя 
уравкенія  сихЪ  дифференціаловЪ  ,  то  замЬтивЪ,  что  оныя  состоятЪ 
вЪ  томЪ,  что  дифференціалЪ  предстоящаго  дифференціала  одного  пе- 
ремЬннаго  количества  л;,  взятый  вЪ  разсужденіи  другаго  количества 
у  и  разделенный  на  его  дифференціалЪ  Лу  ,  всегда  разенЪ  дифферен- 
циалу предстоящаго  дифференціала  сего  другаго  перемпннаго  количе- 
ства у  ,  взятому  вЪ  разсужденіи  перваго  количества  х  и  раздЬлен- 
ному  на  его  дифференціалЪ  Ах  >  мы  будемЪ  имЬть  : 

дифференціаловЪ  условныя  уравненія 

йѣ-,      .    Й2  і  сі2г-  А2ъ 

ах  —  —  ах— а  а  у  .  —  . 

 Ах        '    Ау  '        *  .  АхАу           АуАх  ' 

^  А%  А2%  ^      ,     с?22  ^  й3г    А3ъ 

■  Ах  Ах2        ■    АхАу  *  Ах2Ау        АхАу Ах  5 
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с;.;-         ах3         1    йх2^  іх3Ау         Ах2АуАх  3 


ахи/у  :      іхАуАх        '     ^хсГу2      *     *  А,хАуАхАу  ~      АхАу2Ах  3 


сГусіх3         1    АуАхАу      *    '  АуАх2йу        йуАхАуАх  * 

д  й2г  й3г;  ^    ■  А4ъ    сНг 

г        4>2йя        '    сі^у3         "  Ау2Ахау        Ау3А.х  9 

и  такЪ  далЬе. 

Мы  здіэсь   замЬтимЪ  ,  что  поелику  второе  уравненіе  произхо- 

дитЪ  изЪ  — — _  —  — А^Ау^  ^  шо  вЪ  слЬдствіе  перваго  ІІІ?—  - —  &"%  будетЪ 
с^у  АхАу  АуАх 

А3х  А3%  п  й3г  гіэг  й3г  п  ■ 

-— — -  —  ,   такЪ  что  ■  .  ■  —  :    такЬ  же  цоелику 

ах2  су       АуАх2  йх2Ау       Ах«уАх  АуАх2 

д  А2ъ      д  А2% 

третье  уравненіе  произходитЪ   изЪ  —         ,    то   вЪ  слЬдсшвіе 

Ау      "  Ах 

перваго  ІІИ  =  І!*.   будетЪ    ^Х=-^?-,  піакЪ  что  -^І25-- 
Ахау       АуАх  йхй}'2       &у2А.х  АуАхАу  АхАу2 

^  ,  и  такЪ  далЪе.  СимЪ  образомЪ  составится  следующая  табли- 
цу1 ах      .  х 

ца,  содержащая  вЪ  каждомЪ  столбіф  тожественныя  предстоящія 
дифференціаловЪ  : 

А3ъ      \     д3ъ    "\   А*%      \      Алъ     \    А*ъ  ^ 

п 


А3ъ    \   А*%  \ 
Ахйу(  Ах2лу     *  АуЛхЛу  I  Ах3Ау     |  АхАуАхАу  %Ау2АхАу\ 
А  А3%      (     а  г    (      А*ъ     \     А*ъ        %  А«ъ 


АуАх)  АуАх2   ,  АхАу2  ( '  Ах2АуАх  \Ах2Ау2  \АуАхАу2\ 

АхАуАх  )  ^сіх  '  )' АуАх3     !  АуАхЧу    \йхАу3  ІДалЬе. 


йхАуАх*/  АхАу2Ах  ІАуЧх 
\ 

АуАхАуАх'^ 
Ау2сіх2 

СимЪ  ізредстпояшимЪ  дис^еренціаловЪ  Геометпрь-т  придали  на- 
звание ъаетныхЪ  дпфференціалоьЪ  и  разделили  ихЪ  на  порядки  , 
такЪ  что  ^5  суть  частные    дйфференДалЫ  первого    порядка ; 

—  л  — —    и  проч.  частные  дкффепенпіалы  вп.ѵѵаго   поѵадѵ.а  :  —  • 

МО  * 


—    I  $6  — 


._^э%    и  проч.  частные   дифференціалы  третъяго  порядка     и-  піакЪ 

лалЪе.  Продолжая  даліэе  предЪидущую  таблицу  не  трудно  будешЪ 
удостовериться  ,  что  два  частные  диффереіщіала  того  же  порядка 
суть  всегда  одни  и  тЬ  же  ,  когда  каждый  изЪ  ихЪ  знаменателей  со- 
стоитЪ  изЪ  того  же  числа  множителей,  каковы  суть  Ах  и  Ау,  шакЪ 
чтобы  оныхЪ  было  сколько  вЪ  одномЪ  ,  столько  и  вЪ  другомЪ  ;  вЪ 
нрочемЪ  нЬтЪ  нужды  ,  вЪ  какомЪ  бы.  порядка  они  между  собою  пе- 
ремножены ни  были. 

(109.)  Отсюда  мы  тотчасЪ  найти  можемЪ  въіраженіяі  для  диф- 
ференціаловЪ  бышшихЪ  норядксвЪ  самой  функціи  х,  количествЪ  х  и  у.. 

ВЪ  самоыЪ  дЬлЪ,  поелику  дифференціалы  перваго  порядка  сихЪ 
количе.ѵявЪ  х  и  у   мы  принять   можемЪ  за  постоянный  (ч„  97)  ,  те. 

шзЪ  уравненія      ~  ~'йх  +  -ъАу  будемЪ  иміэть 

■  ч    „  ' '  йх.     -   ,  <І7 

—  *!?         +  2—-  +         <*У*  * 

сіл2      .       сіхяу  сгу2  * 

*\йу2.іх         йу?    /■  ~ 

сіх3  ах-Ау  сіхйу2  сіу3  ' 

Ш  такЪ  далЪе 

Все  сіе  приложить  можно   кЪ  фунціямЪ  трехЪ.  и  болое  пере- 

*і-ЪяныхЪ  количествЪ  ,  какЪ  то  всякой  удобно  понять  можетЪ. 

Мы  здЪсь   замЬтимЪ  ,  что  естьли   уравненіе       ~  •  *'4х. 

(іх  Ау 

разделится  на  Ах  ,  то  получится 

д.ъ  _^      сіъ    |    сЫ  сіу 

<1х        сіх    '    діу-  '3.x  * 
що  егть  симЪ  сбразотѵ-Ъ  отнотеніе  полнаго  дифференнДала  функціи 
цЪ  диффе. . е я ціалу  количества  х  изображается  такЪ  ,  какЪ  и  частиый 
^іффе^.ені^іалЪ  той  же  фушчіпи  2,  взятый  вЪ  разсужденіи  того  же  ко- 
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лпчества  х.  Чтобы  отвратить  сіе  неудобство ,  то  ничего  болве  не 
іпребуется,  какЪ  ввести  токмо  особое  какие  ниесть  знакоположеНіе. 
НапримЪрЪ,  естьли  полный  дифференціалЪ  фуикціи  г  означимЪ  такЪ 
//(г),  то  упомянутое  отношеніе  изобразится  чрезЪ         э  и  преднапи- 

санное  уравненіе  сдЪлается 

Й(2г)  Ля    ..    Лъ  Ау 

Ах         Ах    '    Ау  Ах  у 
гдЬ  выше  приведенное  неудобство  уя^е  моста  не  имоетЪ. 

РавнымЪ   образомЪ  естьли   отношеніе   полнаго  дифференциала 
втораго  порядка  функция  %  кЪ  Лх2  изобразим!*  такЬ  ,  то  урав- 

неніе  <&«  ~  -— Лх2  -\~  2  с1  %  Іх<1у  ;  ^5  г/у2,  по  раздЪленіи  на  и;х2?  сдЪлается 

Ах2  АхАу  Ау2 

сГ(г)  А2ъ    ■       й  225  гі/у  |    й2я  ^Гу2 

Ах2   Ах1    '      Злф  Ах       Ау2  Ах2Л 

гдЪ  такЪ  же  упомянутое  неудобство  уничтожается. 
И  такЪ  далЬе. 

ц,  (ію.)  Когда  имІЬемЪ  какой  ниесть  изг-Ьстный  полный  или 
точный  дифференцІалЪ  перваго  порядка  г  тогда  удобно  различить 
можемЪ  есЪ  ега  члены  ;  но  сазсомЪ  иное  всшрйчаемЪ,  когда  таковый 
дифференціалЪ  будетЪ  вышшаго  порядка..  НапримЬрЪ  иззЬстна  >  что 
дифференциальная    функція  втораго  порядка 

Ау3  -+-  хіу  Ах  н-  уАуАх2*  ^  ,   уАу2  -+-  іуіуАх  -4-  ухАх2  ^2  ^ 
'  Ау  -ь  Ах  *~  (Ау-і-Ах)2'  У 

принадлежащая  кЪ  виду  М  -}-  Ш&у  »  есть  точный  диффёрегщіалЪ  у.  п 
именно  диффереиціалЪ  функціи         -і-ух^у-^х  .  но  ла%щф  образомЪ  вЪ 

части  ея  йУ3-*-х:1у*иХ  -*г-у&У&х_   МОжемЪ  различишь  два  члена  сего  шоч- 

■Ау-^Ах  1 
нагй  дифференціала  ,  которые  вЪ  Оной  содержатся  1  Ибо,   для  сьГска- 

нія   условій  по  иредЪидущему  способу  (ч.         и  ю5)  ,  дабы  фуикція 

М+Ш2)  или  простЪе  пиіх -\- пгір  ,  гдЬ  тип  суть  функціи  л,  у  и 

была  точный  дифференціалЪ  функціи   перваго  порядка,   которую'  мы' 

означимЪ   чрезЪ  а  ,  необходимо   нужно   вЪ  части   тЛх  отделить  два 

члена  — ах  и  — ііу. 
Ах  Ау 

Для  разрЪшенія  сего  затрудненія,  мы  употребимЪ  следующее 
аналитическое  средство  : 
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ПоложимЪ  йг,-~т  —  7Г  ,  гдЪ  тс  неизвестная  функцш  ,  которую 

Ах 

мы  определить  не  умедлимЪ  ;  тогда  будетЪ  й^~пі(іх  —  тійх  диффс- 
ренціалЪ  функціи  ^  вЪ  разсужденіи  одного  х  ,  то  есть  будетЪ 

^пгЛх-—  ъйх  ;  но  даі&е  ±  ~%  Ах  Лу>  чего  ради  ^Лу  —  ъАх    и  ^ — 

Ах        1  ау  рУ 

я"—  ' —  —  з  такЪ  что 

т.іх  -г  пЛр  ~  (т  —  7г)(іх  -{-^Ау -\~  пЛр. 

Сей  точный  дифференціалЪ  имЬетЪ  три  члена,  и  слЬдоваі  ель- 
но  мы  будемЪ  имЪть.  три  условныя  уравненія  : 

■ч  А(т —  чг)  1    \р  '     2л^(т  —   д'ѣ  и    3")     Р  '  ^11 

Ау  "ох"'  яр  <1х>  Ар  Ау9 

или 

сіт       Атт  і  йтг    0\^т      ^тт  іп.  и    0\і  АтТ  ТГ  

'  Ау        Ау  ~~ ~р  Их3      Ар  '     Ир       Ах         °)р  д.р       р2  Ау' 

Третіе  уравнение  умноживЪ  на  р  и  прнложивЪ  ко  второму ,  получимЪ 

Ап ,  и  оттуда 

<іу 

Ау 

ПотомЪ  взявЪ   дифференціалЪ  сей   функціи  тг ,  сперва  вЪ  раз- 

сужденіи  у,  потомЪ  вЪ  разсужденіи  у   и  наконецЪ  вЪ  разсужденіи  р  , 

мы  будемЪ  имЪть 

йтх   А2ш  р^п  л2 

ах  -  АрЛх  Ах2  АуЛх 

Атт   й2т  сі2п. 

«^у  АрАу  _  '  сіхЛу  сіу2 

п7Г  ,  А2тп       сіп  А2п             Ап  ^2п. 

_  \—  р — .  р  2 р  р2—  — і 

гір  1  сір2        Ах  Лхир             сіу  сіу.ір 

Естьли  вмЬсто  частнаго  дифференциала  |/7Г  поставимЪ  его  ве- 

сір 

личину  во  второе  уравненіе  или  вместо  тг  и  —  ихЪ  величины  вЪ 
третье  ,  ибо  тЬмЪ   и  другимЪ  образомЪ  должны  мы  достигнуть  кЪ 

тому  же  заключенію  ,  и  потомЪ  вместо  Л.  и  —    ихЪ   величины  вЪ 

.  Ау  Ах 

первое  уравненіе }  то  будемЪ  имЬть  два  уравненія  : 


Ат 

пх  

_  Ап 

_  Ах    *~  Р 

ар 

~ѵ  ~~ 

Ат 

7!  ~ 

*Ар 

~  ?Ах~ 

I 
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йп       йтт        <і2п  й-п   

(а)     '     '     '     "~  "сіу        ~ф  4"  йрГх  ^~  Р  йріу           0  ' 

йт       с12т         с\2т    .  АР-ѣ  АР-хі  2^2"   

когаорыя  и  заключаюгпЪ  вЪ  себЬ  шребуемыя  условія. 

(ш.)  Но  приведемЪ  вопросЪ  во  всеобщность,  предложивЪ  оный 

такЪ  : 

Найти  условія,  когаорыя  долженствуютЪ  имЬть  мЬсто ,  дабы 
какая  ниесть  фуикція  какого  нибудь  порядка,  содержащая  какое  ни- 
есть  число  перемЬнныхЪ  количествЪ  ,  была  дифференціалЪ  полный 
или  точный. 

Пусть  сіи  перемѣнныя  количества  х,  у,  ъ  и  проч.;  положимЪ 

ду    Ар    СІ$    СІ2  ,  Ар'  .   /  ,   , 

фс  —  Р#Тх  —  4-  •  '•  йх  —  *11х~—Р>1х~  —  1  '  •  '  -Тх—*>  И  ПР°4^ 
и  пусть  С  функція  количесгпвЪ  х,  у,  «  и  проч.,  р, /]  .'.  .  1,р',$  .  .  .  ?> 
и  проч.,   и  &іх  дифференціалЪ  фуккціи  ѵ  ,    которая  противу   6"  есть 

непосредственно  вижшаго  порядка,  такЪ  что  ^~ь,  или  все  то  же, 
Аѵ  ~  Сгіх  ;  поелику  ѵ   не  должна  заключать  вЪ  себЬ      г  и  проч.  ,  ибо 

следующее  послЬ  ѵ  дифференціальное  огпношеніе  ^ заключаетЪ  вЬ 
себЬ  і,  {  и  проч.  у  то  будетЪ 

+  ^Н"'^/  +  й?^/~Ь  ....  -+-^'і> 

— р  и  проч.  I 
Р&ѵ    ,    йг>  іу    ^     Аѵ  Лр    і     йі>  і<7     »  ,    ^і;  с^"4] 
  I         1    йу  йх    Г   сір         '     <2<7  сія     '      "   "   *          '    сіх  сіх  Г 

^    — |—  и  проч,  I 
©никуда  получится 

е  —  йх      цур  іг  ^  7Т  4  *  •  -  4*  & 

и  проч. 


ІГоложимЪ 

—  Шх  -4-  Шу  +  Рі/>  4-  С>^  -К  +  ТАі 

4-  Ле іф <#* V  •  .  .  .  +т'і/  х 

4-  и  проч.  ; 

будетЪ 

л  —  4>'  г  —      ^  —  ц  •  Г  •  '  *  1  —  ЛГУ 

тѵт'— в' —  йг   п'—^  т  

л  —  д**  *  —  л*"  ^  —  «цг  1  —  а 

и  про'ч 
И  гаакЪ 

  с!2і;  й%  й2т;  і2^ 

—  гіхгіу    '    4?2 ?        Іріуі  ' ■    *    '  * 

4"  и  проч.  , 

р  —  Іу^Шр^а^Р~т~^  ~г-  •  •  •  •  4-^* 
а^рРг-лр^  »~  '  •  •  •  "т-'-ЗЙ? 

4~~  и  проч. > 

 сІ<ѵ    V    гі2і>  V  А2ѵ_      ,     сі2<и       |  -   -  А2ѵ 


4™  и  проч. 


Т  — 


Ибо,  гаакЪ  какЪ  ѵ  не  заключаетЪ  вЪ  себЬ  г,  то  дифференциалы  всЬхЪ 
членовЪ  функціи  §  изчезаютЪ,  кромЬ  дифференциала  послЪдняго  чле- 

на  **' 

Но  известно ,  что 

,  «іі>    гі2г;         ,     й2-у        і     с12ѵ         .   •       -  .  гі2г> 

4-  .  .  .  н--^?^ 

4~"  и  проч. 


5^ ' 

сір2  Г    1  ' 

 . 

ДО*  У 

и  проч. 

> 

 "У  - 

А2ѵ  , 

 еі-ч.  — 

*Й  —  ^ІЛ*  -4-  -Ц **** _і  _і    ^  д 


+  и  проч. 

Чего   ради  раздЬляя   сіи  выраженія  на  сіх ,   и  примЪчая ,  что 

4>        .     Ар        „  гі5  ,       г/г        у     с/-і/         ,  //с' 

■••5-,,й='''н;=«'----й=''  н  ч""-» 

мы  будемЪ  имоть 


Ах  Лу 

гі^     '     (/Ж  і/-р 


гр  Аѵ 

ПодобнымЪ  образомЪ  разсуждая  ,  мы  найдемЪ 

Ах  Ах 

Ах  Ар' 
Лр'~Г~ Ах  ,  *А/ 


гр>/    Аѵ 

а~ 


ПоложимЪ,  что  С  есть  функція  только  количествЪ  к  ,  у  и  й| 
тогда  р  не  войдещЪ  вЪ  «  ,  и  по  причинЬ  что 


N-2  *4.^  и  ±а?~^ 

Ах     сіу        их  Ах  ау» 

мы  будемЪ  имЬть 


Пусть  С  функція  количествЪ  ж,  у,  р  и  ц  ;  вЪ  семЪ  случай  $  не 
войдетЪ  вЪ  ѵ  ,  и  по  причинЬ  что 

с/ж   с/>  5  г/л  «/ж   </>  с/р       с/ж2  с/х2     с/р 9 

мы  получимЪ 

Ля  Лх2 

Пусть  еще  б1  функція   количествЪ   х ,  у ,  р  ,  ^  и  г  ;   вЪ  семЪ 
СлучаЪ  г  не  войдетЪ  вЪ  ѵ  ,  и  по  причинЬ  что 

с/х    с/у'  с/ж' ■  с/ж     с/^у       г/ж2    'Лр3-Лх2  Лх2     ар     Лх'3  <<<| 

</ж3  гіж3       с/д  5 

мы  будемЪ  имЬть 

г/ж  с/ж2  Лх3 

И  такЪ  далЪе. 

Вообще  полагая  ^  какою  ниесть  функціею  какого  нибудь  по- 
рядка ,  содержащею  вЪ  себЬ  какое  ниесть  число  перемЬнных'Ъ  коли- 
чествЪ ,*  какЪ  то  сЪ  начала  положили }  мы  будемЪ  имЪть 

N  —  і-//Р-4-_і_^0  —  ^-43К  4,1>5  —  и  проч.  =  о  , 
гіж  г/ж2  Лх3        ^  Лхі  1 

КГ'—  Л _1  ^О'  і  —  и  проч,  —  о 

с/Ж  с/ж2  с/Ж3  с/ж4 

и  проч.  ; 

каковыхЪ  условныхЪ  уравненій  будетЪ  столько ,  сколько  перемЪм- 
ныхЪ  количествЪ  безЪ  одного  ,  которое  есть  то  самое  ,  коего  пер- 
вый дифференціалЪ  служитЪ  знаменателемЪ  отношений  р.,  у  тл  проч.  , 
р',  ц(  и  проч. и  проч.,  и  здЪсь,  краткости  ради,  принятЪ  за  постоянный. 

Мы  здЬсь  замвшимЪ ,  что  уравненія  сіи  можно  представить 
еще  такимЪ  образомЪ  : 

в/€         Г  .  <*в  I     .2  с/8  I    л,  с/8  I         с/8  .  „   '„   * 

—  а.—  — |  -Л  .— •  сГ._  _«  Л  .  — — і  и  проч.  ~  о  , 

Лу      Лх   Лр      Лх2     а^       Лх3     Лт      с/х4  Л$ 

с/8        і   .  сі8       і   ^  с/б        і        с/8        і   л.  с/8   л 

■  л.~ _+_ — л3.-— —  , — а3  1.4  «■*;_  и  проч.  ~  о 

с/г       Лх    Ар'     Лх2     с/с/      Лх3     Лг*    1  Лх4  Ц 

и  проч. 

(иг.)  ИзЪ  сей  ѳеоремы  произходятЪ  слЬдующія  ааключенія : 


-  гт  — 

Пусть  &/хэ  дифференціалЪ  функціи  +Ь9  которая  вЪ  разсужденш 

  Аі) 

 ~  "О     И  — 

д.х  Ах 


порядка  ниже  двумя  единицами  ,  гаакЪ  что  — '.  <©    іл  ~  или  все 


то  >ке>  (1-'-ѵ  —  ѵ4х  и  А2'ѵ  —  Щ.Ш  (ч.  76);    изЪ  уравиенія  АІіѵ~ѵ(іх  %  вЪ 
слЬдствіе  предЪидущаго  замЬчанія  ,  мы  будемЪ  имЬть 
*!  Іл.^  _|_  _І   ,  и  проч.  —  о  ; 

Ау        Ах    <р    '    Лс2  Ац 

но  поелику 

3  и  проч.  , 

0>.   1    ах  ау 

то  будешЪ  ч 

сіі>         р         г  ^  іі?      йі)   ^ѵ 

а^у      "  <2х    сі^ '         ~  <2х  <ф* 

—  К  -г/.  —     — ;ш§  «  и  проч., 

гі<7  4х   йг   .  Аг  Ах   Ав  ' 

и  потому 

Й  —  Р  —  -  <Й  Ч-   1^5  +  и  проч.  , 

Ау   Ах  '    Лх2  Ах3  1 

*! —  О— .ЛЛК.  -4  \.  Л23  —  и  проч.  , 

Ар    Ах  '  Ах2 

—  —  К.  ^ЛЗ  +  и  проч. 

А^  Ах 
и  проч.  , 

который  величины  поставляя  вЪ  предЪидущее  уравненіе  ,  мы  полу* 
чимЪ  условное  уравненіе 

Р  —  Л  ЛО.-4-   1  <і35  +  и  проч.  —  о. 

Ах  1    Ах2  Ах3 

Мы  замЪтямЪ,  что  еіе  уравненіе  можно  представить  такимЪ  образомЪ: 

,  ±.Л\Л±„А.<Р& -4-  и  проч.  -о. 

»Р       Ах  Ах2     Аг     Ах3     Аз  1 

Пусть  еще  &х3   дифференціалЪ  функціи  которая  вЪ  раз- 


сужденіи  порядка  ниже  тремя  единицами,  такЪ  что        — '^,— — 

и  —  —  С ,  или  все  то  же,  ~  'ѵАх  ,  Л1іігѵ  ~  ѵАх2  и  №"ѵ  ~  &х3  (ч.  у  5); 
йх 

изЪ  уравненія  Л2//і>  ~  -уЛѵ3  ,  вЪ  слЪдствіе  предЪидущаго  примЬчанія  , 
мы  будемЪ  имЬть 

Аѵ         2     1  Аѵ  О     ,2  Аѵ  А    і«  Аѵ    ,      .  '    „  # 

 *■&  и  ±-а  -г-а  и  и  проч.   о  , 

&р      сіх    Асі       -л2      с/г       ЙХ3      А%  - 

21  * 


—  164  — 

Куда  «оставляя  вмЪсто  ^5  щ  и  проч.  ихЪ  величины,  иолучимЪ  услов- 
ное уравненіе 

О.  —  2-йК-\ — I  4*8  —  и  проч.  п  о. 

СІХ         1    гіх2  г 
Продолжая  такимЪ  образомЪ  сіе  сыскиваніе  условныхЪ  уравненій, 
найдемЪ  ,  что  принявЪ  &хп  за  дифференціалЪ  функціи  ,   которая  вЪ 
разсужденіи  порядка  ниже  на  число   п  единицЪ  ,  получатся  для  пере- 
мЬннаго  количества  у  число  п  условныхЪ  урапненій  : 

(А)    .    .    .  N — •+  -4^0  —  —       +  Л  <Р$  —  и  проч.  —  о  , 

сіх  сіх2  ^  йх$  1         —  * 

-А_/22Я— -±_^3§4-  и  проч.  —  о  , 
Ах2-  Нх3 


(В)  <;  ^~^К  +  ^8_  и  проч.  -0> 

К. — .1.^8+  и  проч.  ~  о 
и  проч. 

Мы  замотимЪ  ,  что  прёдстоящдя  уравненій  В  суть:  вЪ  первомЪ 
натуральныя  числа  ,  во  второмЪ  треугольныя,  вЪ  третьемЪ  пирами- 
дальныя   и  такЪ  далЬе. 

Еще  замЬтимЪ  ,  что  предложенное  здЪсь  вЪ  разсуждёніи  пере- 
мЬннаго  количества  у  равно  приложено  быть  можетЪ  и  кЪ  другимЪ 
перемЬннымЪ  коЛйЧествамЪ  ,  иэключая  того  ,  когпораго  первый  диф- 
ференціалЪ  есть  знаменатель  извЬстныхЪ  отношеній,  какЪ  шо  выше 
сказано  было. 

(иЗ.)  КЪ  поясненію  сей  общей  ѳеоріи  предложимЪ  зДЬсь  неко- 
торые примЬры. 

і.  Пусть  дана  функція  перЕаго  порядка  аѵ     тАл     Шу  \  будетЪ  , 

по  причине  что  тЛх  -\-  пйу  гг:  (т  -\-  п(і2-\:1х ,  С  п  ш  ~\-  пр  ,  и  потому 
N  ~  —  НИИ  Ч  Р  и  Р  ГГ  —  ггг д  >  пгакЬ  что 

их  Лу 

Поставляя    сіи    величины    ьЪ   уравненіе  N  —  —  гіР  —  о  } 
*іы  будемЪ  имЪшь 


сіт    '   ^  р        Ап .      гіп  іу  

СІу    '    гі^у  аж        гіу  гія  ~~~~~  * 


—  1б5  — 

»  оттуда,  по  причинЬ  что   ^  — -р \  получимЪ 

Ат      Ап  сіт  Ап 

 ~  О    ИЛИ  —  —  — 

Ау       Ах  тгу        Ах 3 

какЪ  то  нашли  и  прежде  сего  (ч.  ю^). 

.  II.  Пусть  дана  функція  втораго  порядка  (т  -}-  па)4х,  гдЪ  С—т-\-Щ) 
будетЪ. 

Ай       сіт      Ап       ~,       А$      гіт       Ап  г\  п_   ц 

ОТ' —  — ;— :  1  <7  >  Р  13  —  ~  ~—  -ь  —  Ч  и  О.— ——и,  такЪ  что 

гіу  Лу       А  у  Ар         Ар  Ар 

сі-р     1     1     Ар    1    Ар  1 

Поставляя  сіи  величины  вЪ  уравненіе  N  —  —  гІР  +-1^  (і20  ~  о  ,   мы  бу- 

Ах  Ах2 

дедіЪ  имЬть 

Ат    .    Ап  і   ,  Ат        і     і'Ап       і  Ап  >     ,     і    і2„  л 

■ — '—4  а  ,  д.  ,  і-  <гл  - — .  аа  —  О  О. 

(Лу     1    Лу  1  Ах      АЪ         Ах       Аф       Ах  Ар  1     1  -сіх2 


Но 


гіу     >    Лу  Ах      *ір         Ах       йр       Ах  Ар 

,Ат        А2іп   ,     .    А2т  ,     .  А2т,. 

а —  —  ах  -А  ау  ~і  ар  >  и  потому 

Ар       діріх  Аріу        I  Ар2  г  * 

і   7  ог'т        <Рт       гі2т  _    .  Л2т 

—  а  р -а  й' 

Ах     >ір        сірАх       Ар-Іу  *Ар2І> 

Л±4х  _і_  ^?у4-^#,  и  потому 
^  Лріх        *    <ф<*у      ~  <*р2 

_і_  ^  г/7і  "  <Рп       ,     г'2п         .    іЙі  2  ; 

'    Ау  'Ар 


и 


 Ул2  >АхАу        і^АхАр  г/ 

'    Ѵ^іл  ~  АрЛу        >    Ар2  г )  гІ,Лр  е 

и  потому 

—  а- іі     •    >'  ,         л2    1  ,  сіи 

—  <  Ч-^+^я+^н+^ 


І1  ішіішму 

I    Ах2      1    </ХіІ7  ^  ! 


I 


.      (/271  (/2М  ,     г/2П   2  ^_  ^Пгі<7 

і   ,7^х^    »   йрАу^    [  Тр2^      '    ^  ^х 


чего  ради,  по  постановлен^  сихЪ  величинЪ  вЪ  предЪидущее  уравненіе 
н  по  сокраія,еніи  ,  получимЪ 


—г    166  — 

, *      +. р^Щщі^ш.  ?:™    ««*т.  4_ &щ  м  А  +  яви* ® 

7Ѵ    сіу     сір2       (ірйх        сіріу/  ^  Лу      сір  іх     к-  ііріу       ах2        1  іхЛу ■     -     і>-  — 

Поелику  же  функціи  т  и  и  не  должны  заключать  вЪ  себЪ  у  , 
иго  уравненіе  сіе  не  иначе  можетЪ  имЪть  мЬсгао  или  быть  тожеп 
ственно  ,  какЪ  когда  сомножитель  количества  ^  будетЪ  равенЪ  ну- 
лю; и  потому  уравненіе  сіе  непосредственно  разделится  на  два  ,  ко- 
іпорыя ,  какЪ  то  явно,  будутЪ  тѣ  самыя ,  кои  мы  нашли  выше 
(ч.  109  ,  а  и  Ь). 

Естьли  функція  втораго  порядка  (пі  -\-  п^)(іx  будетЪ  дифферен- 
ціалЪ  дифференцізла  функціи  количествЪ  х  и  у;  то  имЬетЪ  мЬсто  еще 
уравненіе    Р  —  -^О. — 1  а,  и  потому  поставивЪ  вЪ  него  вмЬсто  Р  и  ^О, 

ихЪ  величины  ,  будемЪ  имвть  третіе  условное  уравненіе 

(с)     .     .     .     .     —  і  а  2  2/>_  о. 

ѵ  '  сір       1  ар        (іх  сіу  

Уравненія  сіи  ,  какЪ  а-,  Ъ  и  су  обыкновенно  называются  урав- 
неніями  ьастныхЪ  дифферёнціаловЪ. 


ПРМБАБЛЕНІЕ  кЪ  VI  и  VII  ГдавамЪ, 


О  сысканіи  дифферечціа.юъЪ  уравнешй  междц  многими  лере- 

мінньи  ли  кояиъествами. 

(114.)  Пусть  сперва  дано  уравнение  между  двумя  перемЪнныШн 
количествами  х  и  уу  которые  мы  изобразнмЪ  такЪ  Р(х,  ))ио;  озна- 
чиі/Ъ  первую  часть  Рѵх,  у)  сего  уравненія  особою  буквою  к,  и  не  почи- 
тая ее  равною  нулю  ,  мы  будемЪ  имЪть 

*  ±_  Р(х  ,  у)  , 

и  оттуда 

4%  ~  —  <1х  -х-  —4у  (ч.  94  и  ю8)  ; 
но  какЪ  ъ~о  у  то  будепіЪ  и  На  ~  о  ,  и  потому  получимЪ 

—ах  — |—  — ау  .  о  , 

'-то  есть ,  для  сысканія  дифференціала  уравненія  между  двумя 
переменными  количествами ,  надлежитЪ  взять  диффёренціалЪ 
первой  части  уравнекія,  сперва  вЪ  разсужденіи  одного  перемЪн- 
наго  количества,  почитая  другое  за  постоянное,  а  потомЬ  вЪ  раз- 
сужденіи  сего  другаго  перемѣннаго  количества  ,  почитая  первое 
за  постоянное,  и  произше дшіе  дифференціалы  сложивЪ  ,  урав- 
нять ихЪ  сумму  нулщ  отЪ  чего  и  получится  требуемый  диф- 
ференціалЪ  5  каковое  заключеніе  совершенно  сходсшвуешЪ  сЪ  дока- 
заннымЪ  выше  правиломЪ  (ч.  6§)  ,  какЪ  то  всякой  удобно  понять 
можетЪ  ,    приведши    на  память  предЪ    тЬмЪ  изЪясненное  правило 

(?.  48). 

Мы  зам"ЬтимЪ  ,  что  последнее  уравненіе  можетЪ  быть  пред- 
ставлено такЪ  : 

^Ц_^—  О. 

4х    1    су  щ 

Пусть  теперь  дайо  уравненіе  между  тремя  переменными  ко- 
личествами х,  у  и  а  ,  которое  мы  изобразимЪ  такЪ  Р(х,  у,  ~)  —  о  ; 
означивЪ  первую  часть  Р(х ,  у,  х)   сего  уравненія  особою  буквою  ъ 


и  не  почкшая  ее  равною  нулю  ,  мы  будемЪ  имопіь 
и  оттуда 

Аѵ  —  —  Ах  — I—  -ѵгіу  -5—  ^ігАс  а5  и  ю8) 

'г/к         1  ;  ^         '     ІЙ8     ѵ  ѵ 

ио  какЪ  -г;  ~  о,  то  будетЪ  и  Аѵ  ~  о>  и  потому  получимЪ 

— йх~\  ау  — —  о  , 

(/X         1  '  Д25 

то  есть  сумма  дифференціаловЪ  первой  части  ц  уравненія  ѵ  ~  0  > 
взятыхЪ  вЪ  разсужденіи  каждаго  изЪ  трехЪ  перемЪнныхЪ  количествЪ 
іс,  у  и  г,  должна  быть  уравнена  нулю. 

КЪ  сему  заключенію  можно  достигнуть  еще  и  такЪ  : 
Поелику  вЪ  уравненіи  ѵ  ~  о  количество  ^  изменяется  зависи- 
мо отЪ  хну,  кои  напротивЪ   того   измЬняются     независимо  одно 
отЪ  другаго;  тр  измЬняя  ихЪ  поперемЬнно,  получимЪ  по  доказанному 
предЪ  симЪ 

Аѵ    ,     Аѵ  сіъ         „       Аѵ    ,     сіѵ  Ах 

 г~   О  и  О  : 

Ах     1     Л%  Ах  Ау    1  сіх 

потомЪ  умноживЪ  первое  изЪ  сихЪ  уравнений  на  Ах,  а  другое  на  Ау, 
и  произщедшія  произведенія  сложивЪ  ,  будемЪ  имЪть 

_  Ах  — — — -  Ау  — |—  —  (—  хА  —I—  —  Ау\       о  ; 
и  какЪ  А%  п:  —  Ах  — 1—  —  ^  то  напослЬдокЪ  будешЪ 

^к        1  е&у 

—  ах  —і  Ау  -\  ах.      о  , 

(/Я  1      [/^         1  Аъ 

то  есть  то  же  ,  что  и  прежде  нашли.  , 

При  чемЪ  замЬтимЪ  ,  что  сіе  уравненіе  есть  то  же  самое  , 
что  и  тЬ  два  ,  из'Ь  коихЪ  мы  его  теперь  произвели  ,  такЪ  что  изЪ 
него  обратно  сіи  два  уравненія  произведены  быть  могутЪ. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ  ,  посшавивЪ  вЪ  него  вместо  Аъ  ~  —Ах  — I—  —Ау 

Ах        1  Ау 

и  раздЪливЪ  на  іх,  получимЪ 

Аѵ  ,    Аѵ  Лу   .    Аѵ  х/я    |    А%  Ау\   

Ах       4у  Ах    Г"  АялАх     ■   АуАх'  ' 
ИЛИ 

Нѵ    |    АѵАъ   .    ,Аѵ     .  е(1)Ая\г1у  


—  ібд  — 

и  какЪ  количества  х  и  у  изменяются  независимо  одно  отЪ  дру- 
гаго  ,  то  можно  почитать  у  всякою  функіііею  количества  х  ,  и  вЪ 
слЪдствіе  того       будетЪ  количество,  приемлющее  разныя  величины, 

между  тЬмЪ  какЪ  тЩ    $Ш        и  —  пребудутЪ  тЪ  же ,  потому  что  сіи 

<1х  '  А. у*  3.x  Зу 

частные  дифференціалы  единственно  зависятЪ   отЪ  величины  коли- 

чесшвЪ  х ,  у  и       II  такЪ  по  способу  неолредЬленныхЪ  предстоящихЪ 

мы  будемЪ  имЬшь 

Фо    I    сІ<ѵ  Зъ  сіѵ     ,     Зѵ  сіъ 

  —  о  и  _  —  о  , 

ах    1    {%  хх  ау     1     Нх  иу 

то  есть  тЪ  самыя  уравненія,  кои  предЪ  симЪ  взяты  были  для  сово- 

купленія  ихЪ  вЪ  одно. 

(и5.)  Что  бы  найти  дифференціалЪ  втораго  порядка  того  же 

самаго  уравненія  -о  ~  о  ,  то  возмемЪ  уравнение 

^_    Зѵ    .  ,  СІѴ  і 

аѵ  —  ах  ■  г  —  —  , 

,  Зх  Лу  Лъ 

изЪ  котораго  по  изЪясненному  выше  (ч.  97)  имЪемЪ 

и  какЪ  ѵ  —  о  ,  то  будетЪ  й"о~о  и  42ѵ  ~~2  о  ,  и  потому  получимЪ 

Поелику  же  измЬняется  зависимо  отЪ  х  и  у  ,  которыя  на- 
противЪ  того  изменяются  независимо  одно  отЪ  другаго  ;  то  мы 
можемЪ  принять  <іх  и  Лу  за  постоянныя  ,  и  потому  будемЪ  имЪть 

ійу.        *.'<*>*+«=*)=•» .  Ж? 

й  какЪ 

Ѵэс/        с/*2        '    сіх.іу         і  4эд<2 

«(— )  —  л*-}  «УЧ-- — -Ля  и 

Ѵ^у/        фг/я         1     с^2  і/у/г 

то  получимЪ 

«*21>  Л    2     і  ^2Т>    ,      ,  сі2Ѵ    .    ч  ^21)  Н2ѴІ  " 

7^2 4х  +  2—^<1х<!у  ч-  І^г  -ь  аІД      +  2~ 

гіл  Лв^     Г       ф-2  "  ф.'г  ( 

^  </*2  *  X  - 
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пошомЪ  ,  поелику  ?гГ  ^Лйх  ^/у  и  Л-^Ля2  +  з^Лх^  -ь  0^*, 
то  напослЬдокЪ  будемЪ  имЪшь 

ч     Уіх2  ~^  ^ЛуІЫ  ^^Ах2йх2~^'7%  Лх^ 

Ѵсіхггу      ^усігйх  1    йг'2  йх  Лу    1    АъАхЛ-У'  ' 

.       М2гѴ  (і2гѴ  СІЯ        СІ2гѴ  СІЪ2         Аѵ  СІ2Х\,  2 

Кйу2^  ^  Аусіъ7у^1х2  ІУ2~ІГ"Л%  !у2> 
КЪ  тому  же  заключению  мы  достигнемЪ  и  посредствомЪ  двухЪ 
уравиеній 

сі(ѵ)       сіѵ    ,    Лѵ  Л%  А(ѵ)  (іѵ    і    Апз  А%  п 

_ — і  —  —\  о  и  ■  О. 

Ах         Пх    ■    сіх  сіх  йу         ііу    1    сіх  <1у 

ВЪ  самомЪ  дЪлЬ  ,  поелику  ъ  есть  функція  количеств]}  х  и  у  , 
то  я  изменяется  какЪ  при  измЬненіи  х  ,  гпакЪ  и  при  измЬненіи  7  ; 
почему,  бзявЪ  сихЪ  уравненій  дифференціалы  ,  сперва  вЪ  разеужденіи 
х  ,  а  потомЪ  вЪ  разсужденіи  у  ,  получимЪ 

г/2(Ѵ)  сі2ѵ  А2ѵ  <іъ   .    А2ѵАъ2  ^^АъА2х  


сіх2   йх2  ~т~  ^  АхАъ  сіх  )    Аъ2  Ах2    1    Аъ  Ах2  ' 

й2(г>)         А2ѵ        А2гѵ  А%      д2гѵ  сІ%    ■    А2го<іъ&%    ■  с<22;   

<іхі/у        йхсі^      сіу^г  Ах~^~  сіхсіх  Ау    '    Аъ2  Лх  Лу    '    сіа  йхф'  ' 

й2(ъ)  и2ѵ  .      л2ѵ  <і%     л2ѵ  лх2     л<ѵл2%  о^ 

Ту2         Лу2    '    ^ Л.уЛъЛу       Лх2  Лу2       Лх  пу2  ' 

и  какЪ  <ѵ  есть  функпДя  количествЪ  х  ,  у  и  %. ,    а  изЪ  сихЪ  последнее 
есть  функція  двухЪ  первыхЪ  х  и  у,  то  будетЪ  и  -о  функція  же  сихЪ 
количествЪ  х  и  у,   и  потому,    поелику  .  когда  х   или  у  изменяется , 
тогда  и      такЪ  же  измЬняется ,  произойдешь 

4%ѵ)  ~  Ш  ^  +  <Ш  <Шу  Пу2~0) 

\  Их2  <ІХ^у  «У2 

куда  поставляя  вмЬсто  *  ^ .  ^-і^  и  — ^  -найденныя  ПредЪ  симЪ  ихЪ 

7П  л*2  5    <Ш^у       <*?2  . 

величины  ,  достигнемЪ  ,  какЪ  то  явно  ,  кЪ  предЪидущему  уравненію. 

Изысканія  сіи  удобно  разпространить  можно-  какЪ  вЪ  разсужде- 
ніи  дифференціалоЕЪ  вышшихЪ  порядковЪ,  такЪ  и  іЪ  разсужденіи  боль- 
шаго  числа  перемЪнныхЪ  количествЪ  ;  и  мы  тЬмЪ  прибавленіе  сіе  и 
самую  первую  книгу  сихЪ  основаній  заключимЪ. 


ОСНОВАНІЙ 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬНАГО  ИЗЧИСЛЕНІЯ 

КНИГА.  ВТОРАЯ, 

Содержащая  дриложеніе  сего  изчисленія  къ  Аналкшикѣ. 


ГЛАВА  Іл. 

Юб5  общей  формцлѣ  разложения  фгткцт  одною  лереміннаго 
толиъесіта  в5  ряды ,  сЬ  лрияожешемЬ  оной  кЪ  гящцымЬ  рѳ- 
даліЪ  и  видаліЬ  аихЬ  фунщій. 


(иб.^    Поелику  всякая  функція  у  перемЪннаго   количества  # 
представляепгЪ   ординату   нЬкоей  кривой  линіи  (ч.  8  и  д)  ,  а  всякая 
кривая  линія  есть  или  дуга  или  совокупленіе  дугЪ  (ч.  іо)  \  то  поло- 
жи мЪ  ,  что  В8  есть  одна  изЪ  дугЪ  таковой  кривой  линіи  ,   отнесен-черт.  і5. 
ной  кЪ  двумЪ   взаимно  периендикулярнымЪ  осямЪ  АХ  и  АУ  ,  посред- 
ствомЪ  координатЪ  АР  ш  х  и  РМ  ~  у  (ч.  и).    ГГридаДимЪ  абсциссЬ 
АР  ~  х  какое  ниестъ  приращеніе  РО_Ш  Дх  >  такЪ  чтобы  оная  сдела- 
лась А(^—  х  +  Дх  ,    и  положивЪ    АО_ — :  х  -\~  Дх  — X  ,    проведемЪ  со- 
ответственную ординату  0]М  ~  У ;  и  какЪ  ВМ§  есть  дуга  ,  со  шо* 
роны  оси  &Х  вогнутость  или  выпуклость  имеющая  ,  то  явствуетЪ, 
что  ординаты  ея  не  могутЪ  быть  равныя  между  собою  (ч.  іЗ);  по- 
чему ордината  РМ  —  у,  сделавшись  0]М  ~  V  ,  получитЪ  ,  по  проведе*-  у 
ніи  прямой  МО   параллельной  оси  АХ  ,  приращеніе  (Ж  ~  V  —  у  ~  Ду. 
И  гаакЪ  будетЪ  отнэшеніе  приращеній  функціи  у  и  количества  х 

Ау  У  —у  N0 

Ах       X.  —  х  _  уіи' 
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ИзЪ  предЪидущаго  явсшвуетЪ  ,  что  сіе  ошношеніе  —  —  у  ? 
г         ;  }  мо  — "Х-х* 

при  тЬхЪ  же  величинахЪ  абсциссы  АР~л-  и  ординаты  РМ  ~  у,  по  мЬрб 
уменьшенія  РО  МО  X — х  изменяется  (ч.  іЗ),  и  следовательно  Обрат- 
но, и  по  мЬрЬ  увеличиванія  Р()  ~  МО  ~  X  —  х  оное  такЪ  же  изменяет- 
ся; но  отЪ  уменьшенія  или  увеличиванія  Р()~МО~Х —  х  умень- 
шается или  увеличивается  и  абсцисса  А0_~  X,  следовательно  сіе  са- 
мое отношеніе  —  и  от^>  У меньшенія  или  увеличивайся  абсцис- 
сы АО_~Х  такЪ  же  изменяется,  и  следовательно  есть  некоторая 
функція  сей  абсциссы  А(^  или  ея  количества  X  (ч,  2). 

Теперь  увеличимЪ  абсциссу  АР  ~  х  ,  такЪ  чтобы  оная  сдела- 
лася  АР'  ~  х' ,  и  проведемЪ  соответствующую  ординату  Р'М'  у1  • 
тогда  ,  по  проведеніи  пр.чмой   М'О'    параллельной  оси  АХ  ,  отноше- 

ніе  5_  — г  ~~-  ,  при  техЪ  же  величинахЪ  абсциссы  А(^~  X  и  ордина- 

МО      X  — # 

ты  ГШ  —  V  ,  сделается  — ~  —  у   и  будетЪ  меньше  или  больше 

М  О  X.  ■   ОС 

прежняго.  Ибо  ,  проведи  прямую  ІѴШ  и  изЪ  точки  пресеченія  ея  Н 
сЪ  ординатою  Р'М' ,  продолженною,  буде  нужно,  прямую  НК  парал- 
лельную оси  АХ  ;  будетЪ  ,  для  подобія  треугольниковЪ  МОИ  и  НІШ  , 
отношеніе  _ 2  —  _ _  :  но  явно  ,  что  вЪ  случае  дуги  ВЗ  ,   со  стороны 

оси  АХ  вогнутой  (N0.  і)»  <^  ^  (— -  -^р)  >  а  вЪ  случае  дуги  В§,  со 

стороны  оси  АХ  выпуклой  (N0.  а),  2^2:  Ч>  __ §  ^  —  -^— -  ^ }    чего  ради 

^0  у   щу  у  у/ 

и  отношеніе  _— —  сделавшись  —   — .  учинится  вЬ 

МО  X  — зс    М'О'  \—х"  1 

первомЪ  случае  меньше,  нежели  какЪ  когда  было   —  — ?  ~2  — —  —  ,  а 
г  МОХ  1 — ■  х 

вЪ  другомЪ  больше.    И  такЪ  отношеніе  —  — У    3!  отЪ  прибавленія 

Д1 0        X  —  х 

абсциссы  АР  ~  х  изменяется  ,  и  следовательно  обратно,  и  отЪ  у  бая* 

,  +,  •     МО      У— у 

ленія  ея  оное  такЬ  же  изменяется  :  почему  отношеніе  сіе  — — — ? 

'  7  МО — X— х 

есть  некоторая  функція  абсциссы  АР  или  ея  количества  х  (ч.  2). 
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(117.)  ДоказавЪ  сіе ,  положимЪ  - —  р  ;  мы  будемЪ  имЬть 
уравненіе 

Ѵ  =  у  +  Р(Х  —  х). 

И  поелику  ничто  не  препягаствуетЪ  намЪ  изміэнять  абсциссу 
АР  ~  х  ,  какЪ  и  ея  ординату  РМ  ~  у}  не  изменяя  абсциссы  АО_~  X , 
какЪ  и  ея  ординаты  Оі^  ~  V,  или  обратно;  то  мы  мы  можемЪ  здЬсь 
сдЬлать  два  положенія: 

Во  первыхЪ  положимЪ,  что  изменяется  абсцисса  АР  —  х,  какЪ 
и  ея  ордината  РМ  ~  у  ,  а  абсцисса  А0_~  X  пребываетЪ  постоянна, 
какЪ  и  ея  ордината  0]Ч  ~  V;  вЪ  слЬдствіе  сего  положенія,  замЬтивЪ, 
что  дифференціалЪ  постояннаго  количества  есть  нуль  (ч.  4-3)>  мы  по 
взятіи  по  порядку  слЪдующихЪ  дифференціаловЪ  вЪ  разсужденіи  коли- 
чества х  ,  изЪ  преднайденнаго  уравненія  получимЪ 

ах    1    ах  ' 
ѵ  с*х3^іхзѴ  '  Лх2-> 


0=1 

и  такЪ  далЪе  до 


^_ь1!р(Х-х)-5^? 

А««      «йс* 4  у  Ах*3 


О  _|_  _  ^Х  —  х)  —  4— 


гдЬ  и  число  ,  показующее  порядокЪ  послЬдне-взяптаго  дифференціала. 
Откуда,  положивЪ    краткости  ради  X  —  х~/,  мы  будемЪ 

имоть 

в   іу   >  &  і 


йжПг-1  л  гіх71  ""Г  с!хп  п. ' 

Поставляя  вмЪсто  Р  ,  2  .   Й  ,    й  »  и  такЪ    далЪе  Д° 

Дм  *    Дх2  5    Дх3  7  Дх4 

^ГІ?,  сіи  ихЪ  величины  вЪ  уравненіе  первоначальное  Ѵ~у  |-Р(Х  - х)— 

Дх*  —  1 

У  -|-Рі  и  произходишія  изЪ  него  ,  мы  получимЪ 

„   |    Ау  ■    ,    ДР  -2 

Дх        ах  * 
47  ■   I    А2У  г'2     ,    Я2Р  г3 


—  ?    1   Д*         Дх21.2    1    Дм2  .  . 

,  Ду  ■   |   Д2)-  /2    .    Д';у     г'3      ,  Д5Р   У«  ^ 


У 


Дх       Дх2  і.2   1   Дх3  1.2-3      Дх3  1.2.3' 

,  Ду-   ,    Д2?  К':  Г   й?У    і3      ,Л*У  _гЧ       ,  ^4р    г*  - 
Дх         йх2і.2~'    Дх3  1.2.3       ах4 1.2. 3.4  ах*і.2.з.45 


д.3У 


Д47    г'4  Д*у-     І«  ДЯ? 


Дм         Дх2  і.г^^Дх3  1.2.  3       сіх4і.2.з.4      Дх* 1.2.3.4.5       Дх5  1.2.3.4. 5* 
и  такЪ  далЪе  до  (А)      .      .      .      .      .      .      •     -  _•. 

у  —  ѵ  і  лу.    й^уі^  .      ^  ,         лІЙ^*?  ,„дпр  ^-4-1  • 

— 3  ^Ах        Дхг  і.л~і~А&  '**я.з        "    '   '       й*пі.а..  .гс      йх*і.2  ...А" 
Теперь  положимЪ  ,  чяіо  изменяется  абсцисса  АО_~  X  ,  какЪ  и 
ея   ордината  О.Ы  —  У  ,   а  абсцисса  АР  —  х   пребываешЪ   постоянна  , 
какЪ  и  ея  ордината  РМ  —  у;  вЪ  слЬдствіе  сего  положенія  преобра- 
зивЪ  первоначальное  уравненіе  вЪ  слЬдующій  видЪ  : 

у  =  У.—  Р(Х—  х), 
мы,  по  взятіи  по  порядку  слЬдующихЪ  дифференціаловЪ,  получимЪ 

О  —  —  _^(Х  —  х>  —  Р, 
и  —  ДХ        дх^        .  1 

—  ах2     дх2Ѵ         '       дх  > 

■ —  гіХ^        ДХ^  У  ДХ2> 
 ДХ4        ДХ*Ѵ             У  ^ДХ3' 

и  —  ах^     дх*ѵ        '  дх4* 


и  такЪ  далЪе  до 
0  = 

Откуда  ,  поставляя  вмЬстѳ  X  —  х  ~  і ,  мы  будемЪ  имЪгаъ 


ЙПУ_ЙПР  (х  _  х)  _  „Д^Р 

ѵ  —  ах^     дх*ѵ        у       дх71  1 


Р  : 

 а  і 

 Л  -\т 

ЙХ 

,7т> 
аХ 

йр 

 й2У 

й2Р  г 

ЙХ 

~  2  ЙХ-2 

аХ2  г  ? 

й2Р 

 х  й3У 

Й3Р  2 

ЙХ2 

3  ЙХ3 

ЙХ3  з  ? 

й3Р 

  •  й*У 

й«Р  г 

ЙХ3 

 4  ЙХ* 

ЙХ*  4  5 

й*Р 

 Іі*У 

й*Р  г 

йх* 

—  Ш' 

йх^Т5 

к  шакЪ  далЬе  до 

д.п—  гѴ  і  йпУ       й^Р  г 

АХ^—Ъ  п  ЙХ^     ~  йХ^  п  ' 

  .  й2Р      й3Р      й4Р  т- 

ПошомЪ   поставляя  вкшсто  Р,  —     __  и  такЬ 

йх9    йх2'  йХ3*  йХ* 

далЪе  до  с1^_п  Щ ,  сіи  ихЪ  величины  вЪ  уравненіе  первоначальное  у~Ѵ 

—  Р(Х  —  х)  ~  У  •  Рі  и  произходящія  изЪ  него ,  мы  получимЪ 

йУ  •  ,  йр 
—  і  Ч~  — 
ЙХ  ЙХ 


 г,'     а  і  •    і    а  г  ѵ 


 тг     ат  -  ,  а2У  і2 

у      У —     ;  Ч-  

' —         ЙХ  йХ2і.г 

 у  ЙУ  г-       й2У  г2^ 

*  ЙХ         йХ2і.2'     ЙХ3  1.2.3."^  йХ*  1.2.3.4"  йХ*і.2.з.4? 

у  ЙУ^-   ,    й2У  Р___й3У  г3        Й*У     7*         Й5У  сі^Ѵ 


Й2Р 

г'3 

ЙХ2 

й3У 

і3 

й3Р- 

г'* 

'йХ3 

1.2.3 

ЙХ^ 

1.2.3' 

й3У 

г3 

й*У 

іЙ 

'йХ3 

1.2.3 

*""йХ* 

1.2.3.4 

й3У 

й*У 

г'4 

ЙХ         йХ2х.2      ЙХ3  1.2.3   '   ЙХ4  1.2.3.4      ЙХ4  1.2.3.4.5  ^ЙХ*  1.2.3.4.5  * 
и  такЪ  далЬе  до  (В)      .........       .  . 

ЙУ  ■     ,     Й2У  22  Й3У    І3  I     ЙПУ        271  — -ЙПР  2^-Ь1 

ѵ  —  У  —  —  і  Ч-  і  1-  ,  -4- 


йх  йх2і.2  йхз  1.2.3  '  '  *-  -—  йхГІ і.2  . . .  »~даи .  .  .  Л  5 
гдЬ  вЪ  послоднихЪ  членахЪ  верхній  знакЪ  имЬетЪ  мЬсшо  ,  когда  п 
есть  число  четное  ,  а  нижній,  когда  нечетное. 

(и&.)  Естьли  функцію  у  количества  х  означимЪ  чрезЪ  /х  , 
какЪ  и  У  чрезЪ  }  X  ;  то  ,  поелику  X  —  х~і  и  слЬдовательно  X  ~  х 
Ч-"  і  и  х  ~*~  X  —  г  у  мы  изЪ  сихЪ  двухЪ  формулЪ  А  и  В  будемЪ  имЪть 

/А    ,  а)/—  ;„ 44&У*х Щ  4*  -ис1^1_Л.  й"р 

ѵ  ;       У  -     йх  "^й^і.г^йхзі.г.з^  *  *  '  *Г^і,2.,.п    "~  йх7і  1.2 .. .  п  5 

И 
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X  —  -т  г  х  —  X  г, 

И  какЪ  X  означаетЪ  всякую  величину  А  С) ,  на  оси  абсциссЪ  АХ 
кривой  линіи  В§  Езяптую  ,  пто  мы  можемЪ  оную  елЪсгпо  X  означить 
чрезЪ  х ,  какЪ  и  соответственную  ординату  0>І  вмЬсто  У  чрезЪ  у; 
и  тогда  вторая  формула  сделается 

г,         -ч   Ау  ■      А2у  г2       й-'у     і3  ,   <Іпу       іп   АпР  і**Н 
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которая  ,  какЪ  то  явно  ,  есть  не  иное  что  ,  какЪ  и  первая  форм}'ла, 
вЪ  коей  приращеніе  і  количества  х  взято  отрицательно  ,  или  все 
то  же,  вЪ  коей  вмЬсто  приращенія  придано  сему  количеству  х  умень- 
шение _  и  ИзЪ  чего  слЬдуетЪ  ,  что  обЪ  сіи  формулы  составляют!) 
одну  и  ту  же  формулу  ,  которая  обыкновенно  ,  по  имени  ея  изобрЪ- 
тапіеля  ,  Тейлеровою  Ѳгореліою  называется. 

(119.)  Когда  функція  у  количества  х  есть  цЪлая  и  притомЪ 
соизмеримая  ;  тогда  число  п  ,  показуюіцее  порядокЪ  послЬд^е-взятаго 
дифференциала,  будетЪ  определенное,  такЪ  что  оное  никогда  не  мо- 
жетЪ превзойти  указателя  самой  вышшей  степени  количества  х  , 
содержащейся  вЪ  функціи  у  (ч.  78)  ,  и  потому  такЪ  же  найденной 
предЪ  симЪ  рядЪ  вЪ  семЪ  случаЪ,  по  довольномЪ  продолженіи,  всегда 
прервется  ,  и  функція  у  разложится  на  опредЬленное  число  членовЪ. 
НапротивЪ  того  ,  когда  функція  у  количества  х  есть  дробная  или 
несоизмеримая  или  купно  та  и  другая  ;  тогда  число  п  ,  показующее 
порядокЪ  послЬдне-взятаго  дифференніала ,  будетЪ  неопределенное , 
такЪ  что  оное  можетЪ  увеличиваться  столько  ,  сколько  угодно  бу- 
детЪ, и  потому  такЪ  же  найденной  предЪ  симЪ  рядЪ  вЪ  семЪ  слу- 
чаЬ  можетЪ  простираться  столь  далеко  ,  сколько  угодно  будетЪ,  и 
функція  у  разлоясится  на  неопределенное  число  членовЪ,  кри  вмЬстЬ 

сЪ  дополнительнымЪ  членомЪ   который  мы  вЪ  послед- 
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ствіи  будемЪ  называть  остатпкомЪ  ряда  ,  всегда  ей  равняются. 

ВЪ  разсуденіи  сего  остатка  заметить  надлежитЪ  ,  что  оный 
по  увеличиваніи  числа  п  у  даетЪ  намЪ   еще  новые  члены  сего  ряда , 


—  177  ~ 

нослЬдующіе  за  чденомЪ  п,  какЪ  —    (тИ_і)г-й-  •  • 

^І^У  іп-+-ч'  кои  с^  нѲВЬГМъ  осшашкомЪ 

і.і   .    .   .    й(п +:  0    ■    •    •   •    (Щ-п')  * 

 сосшавляютЪ  прежній  Щ ■ 
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и  потому  сей  прежній  остатокЪ  ,  когда  число  п  неопредЬленное  , 
всегда  означаетЪ   сумму  сихЪ  послЬдуюіцихЪ  членовЪ  ряда. 

Сумма  сія  послЬдующихЪ  членовЪ  или  оный  остатокЪ  сего 
ряда  есть  такого  свойства  ,  .что  ,  по  мЬрЬ  уменьшенія  приращенія 
і  количества  х  ,  можетЪ  сделаться  меньше  предЪидущаго  своего  чле- 
на ,  или  все  тоже  ,  каждый  членЪ  сего  ряда  ,  по  мЬрЬ  уменьшенія  /  , 
можетЪ  сдЬлаться  больше  суммы  всЬхЪ  послЬдующихЪ  его  членовЪ. 

ДП  ір 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ  изЪ  выраженія  ,  найденнаго  выше  для  1  > 
«лЬдуетЪ,   что  будетЪ         —  +  *0±*-±-  ;     изЪ  чего 

явствуетЪ  ,  что  сіе  отношеніе  отЪ  положенія  і  ~  о  приемлетЪ 
дЬиствительную    и  определенную  величину  ,  каковая  есті  — — -  -^—^^_х3 

почему   ^™?/"  есть  такая  функція  приращенія  / ,  которая   отЪ  умень- 

шенія  онаго  сама  уменьшается ,  ибо  дЬлается  ~  о  ,  когда  поло- 
жится  /'  ~  о  ;  чего  ради  ,  естьли  /'  возмется   за  абсциссу  ,  то  функ- 

ція  изобразитЪ    ординату   такой   кривой    линіи  ,    которая  сЪ 

осью  абсциссЪ  пресЬкаешся  ;  но  явно,  что  вЪ  таковой  кривой 
линіи,  по  довольномЪ  уменыпеніи  абсциссы  / ,  ордината  _Р  /  можетЪ 

сдЬлаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины,  следова- 
тельно можетЪ  сдЬлаться  —  Р/  <!  — ^  ,  и  слЬдовательно    такЪ  же 

йхп     ^  сіхп  1  " 

*_/  <;  ;  и  какЪ   «   означаете  всякое  число  ,  то 
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явствуетЪ  ,  что  вЪ  преднайденномЪ  ряду  остаиовясь  на  всякомЪ 
членЬ  ,  мы  ,  по  мЬрЬ  уменьшенія  приращенія  можемЪ  сдЬлать  сум- 
му послЬдуюіцихЪ  членовЪ  меньше  сего  члена,  или  все  то  же,  всякой 

*3 


членЪ  сего  ряда,  по  мЪрЬ  уменьшенія  прирашенія  ,  можемЪ  сделать 
больше  суммы  всЬхЪ  паслЬдующихЪ  его  членовЪ. 

Откуда  слЬдуетЪ  ,  что  сія  сумма  послІэдующихЪ  членовЪ,  по 
мЪрЬ  уменьшенія  приращенія  / ,  можегаЪ  сделаться  еще  и  меньше 
всякой  по  произволенію  данной  величины;  ибо,  разсуждая  подобнымЪ 

образомЪ  >  какЪ  разсуждали  о  функцхи  _ _/ ,  наидемЬ,  что   

огпЪ  того  можетЪ  сдЬлашься  меньше  всякой  по  произволенію  данной 

величины,  и  следовательно  іиЬмЪ  паче  ^-Д —   можешЪ  сдЬлать- 

Ахп  г.2  ....  п 

ся  меньше  всякой  по  произаолеяіхъ данной  величины. 

(120.)    КЪ  пояененію   сей  общей  формулы   разложенія  функцій 
вЪ  ряды  предложи мЪ  здюсь  некоторые  примЪры. 

I.  Пусть  у  или  /х  —  ах  -+-  Ьх2  Ц-  схэу  и  следовательно  У  или  Дх'+О 
=  й(х +     +       +  -О*  И" +  0' »  будетЪ 

^~  а+  чЬх  +  3;х2  '  *Ъ  —  а*  +  бсх  ,  ^  —  6с,  й*у—  о  , 

и  потому 

 — і  — 1  -  і  —  о  ,  и 

гіх3        4  Ля*.  1    йх4  4 

*(х      /}-ь $(х  +  /)2  4-  <х  і-  і)3  =  дх  -Ь  Ь2  4-  сх*  %  (л  +  а*х  |  3;х2>* 

-і-  (а*     6.x)  11+  6<  — 

1.2  1.2. 3 

~  ЛХ  ■-(-  Ьх1  +  ^Х 3  +  (й-        2#Х  -[-  Зб'Х2)? 

Н-  (Ь  н-  3<х>'2  4-  сР. 
Естьли  приращенію  г  придадимЪ  знакЪ  — ,  то  получится 
а[х  —  /)  +  Ь(х  —  і)2  -і~  с(х  —  О3  —  ах  "Г  Ьх2  -г  сх3  ■ —  (л     г/'х  -і-  3<;х2)/ 

+  ($  -г-  Ъсх)і2  —  «3. 

Н.  ЗТуспгь  у  или  ,/х~*>  и  следовательно   У  или  /  х  4~  **)  Ш    1   - 

€удешЪ 

сіу  ;        і  А-7 у          .     2      дГу   о..^ 

Ах              х^'    Ах*       ""Г'.х73    Ах1  х4  * 

А*у        ,   2.3.4     АУу  а.ч.4.* 

_^  -4  — т.  — ^  —  5 ,  й    и  проч. 

йх3         '/  х$  *   Ах*   х6  1 

ПотамЪ  ,  поелику  гообще  Р  ~  —  Зі     то  вЪ  семЪ  случаЬ  имЬемЪ 

х  —  хг 

Р—  (^-  —  у"1     —  ?-  • 

Ѵх  +  2         X '  (ОС        2,;Х  Хх  * 

»  оттуда  ,  полагая  X  постояннымЪ  х 
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Ах         Т'Хх2'    сіл2   Хх;,л   сіх3~  "Хх*5 

—  п *:.±     _ — >4_ііз/.  и  проч. 

сіх*   Хх5   »    <&5       ^  Хх°  1 

И  гаакЪ  ,  поставляя  х  -+-  /  вмЬсшо    Х;  по  формулЬ  разложенія 
будемЪ  ияЪть 

*   і  ^     2'    і  *1  


х  +  і       х        х2    К  х^х-м')-9 
і  і        /     і    г2  г" 


і  х        г"     ,   г2        і3    •  г* 


зсЧ-г       х       х2    '  х3   '    х4    1   х4(х+і)  ' 

і   і        г     .  г2        і3    .    24  г'  « 

х-\-і       х       х2    1  я3       л4   ' х*       х*(х  +  г)  5 
и  проч. 

Естьли  вмЬсто  і  поставимЪ  —  / ,  гао  получимЪ  разложенія  для 

Дроби  -і^. 
х — г 

III.  Пусть  у  или  /х  ~  ух ,  и  слЪдовательно  У  или  /(х  4~  О 
~У х  -{-  7 ;  будетЪ 

—  —  — |  —  3  —  -— :   ?        — — {  -—  и,  проч. 

^х  іУх     Лх2  4хУх  8х2Ух 

ПотомЪ  имІэемЪ 

р  У  — у  Ух  +  г  —  Ух  г    і  

х~ *  і  і{Ух-^і-г-Ѵх)      Ух  4- Ух  9 

и  оттуда  ,  полагая  X  постояннымЪ , 

гіР    —  і    —і  V 

<*х       а(УХ  +  Ух  )2Ух        з(Ѵх  +"7-1-  Ух  )Ѵх  * 

Д2Р          .       Ух-І-зУх"  Ух  -НІ  -+-  зУх" 

йх3  4(УХ  Ц-  Ух)3хУх      '        4(Ух  +  і  +  Ух)3хУх  ' 

43Р  3(ХЧ-4УХх-Ь  $х)   3(х  -4-  г       4У(х  -+-  і)х  -4-  5») 

^*3  8(УХ  -4-  Ух^хѴх"     ~  8(Ул  -4-1  -4-  Ух)4х2Уя 

и  проч. 

И  такЪ  по  формулб  разложения  будемЪ  имЪть 

25  * 


Ух     і  —  ух  4-  -  - 


2>'Х  2[Ѵх  ■+■  І  +  V х)2Ѵх 


У  х  4-  /  —  У*  4- 


2Ух        8х"/ л   '    8(Ѵх  -+-  *  ■+■  Ух)эхУх 
2  г'2       .        г'3  (х  -)-  2  -+-  4"/(х  -Ь  г)х  -+-  $х)і* 


иѴх        2хѴх       і6х2Ух  і6(Ѵх  -4-  г'-Ь  Ѵх)*х2Ѵх 

и  проч. 

Но  не  останавливаясь  болЬе  на  сихЪ  частныхЪ   случаяхЪ  ,  при- 
ложимЪ  оную  формулу  кЪ  нЬкогаорымЪ  общимЪ  функціямЪ.  \ 

(і2і.)  Во  первыхЪ  пусть  у  или  /х  ~  хт,  и  следовательно  У  или 
/  (х  -+-  і)  ~  Хт  или  —  (х  /)т,  гдЪ  т  означаетЪ  всякое  число,  соизмЬ- 
римое  или  несоизмеримое ,  положительное  или  отрицательное ;  бу- 
детЪ 

<іх  >йх2        V    •  ■  '         '  Ах3         ѵ  л  ;  7, 

0  =  І(й?  —         —  а)С«  —  З)*771-4  .  •  .  ^2—пі{?п—і)  .  .  .  (и— («— 

ПотомЪ  имЪемЪ 

р  У — у  X™ —  хт 

X — х          X  х  * 

и  оттуда  ,  полагая  X  постояннымЪ  , 

гіР  Хт  —  хт       тхт— 1 

йх  ~(Х  —  х)2  '       X  — ~х  9 

й=Р  2(Хта  —  хт)       атхт— 1      т(т~і)х™— 2 

гіх^  ~(Х~  х)*       ( X  —  ~х~)ь  X  —  х  "-  •* 

*»Р  2-з(Хт— хт)       2.зтхт— 1       зтГт—  і>т— 2      7п(т  —  і)(тп  —  2)х«— 3 

йх^   (X — х)4  "(X  -^Г)3  (X  —  ж )а~  X  —  х  * 

«г+Р  2.3.4(Хт— хт)      г-з^тах™— 1      з-4  т(т —  і)х™— 2      4?п(т  —  і  )(т  —  2)хт— 3 

«2x4  —      (X  — х)5           (X  —  ~х)4  (X  —  .с;3  (X  —  х)* 

т(т  —  і)(т  —  а}(та  з  )хт— 4 


"г 


X 


іпѴ  2.3  4  •  •  •  -<Хт  —  хт)        2-3-4  птхт— 1        3.4  пт(т  —  і>' 


771 — 


гія*          "     (Х-КІІ+1  (X  —  ж)»  (X  —  х)ъ—  1 

4.5-  пт(т  0(т — '  2)хт    3      5.6  ..  .  71тп(т — ОС171' — 2)(т- — •  з)хт — 4 

7п(т— і)(т— 2)(т— з)  .  .  .  (т— (и— і))хт — п 
 *     ~~"  Х^ж  > 


—  іЯ  1  — 


гдЪ  заметить  надлежитЪ ,  что  дифференциалы  сіи  взяты  по  общему 
правилу  (ч.  4-8)  >  начиная  всегда  сЪ  знаменателя. 

И  такЪ  по  формулЪ  разложенія  будемЪ  имЬть  ; 
Частно  ,  буде  нужно  , 
(  х  ф  ;")т  =  хт  ф  тхп-1  г  ф       -  хт+тх™—1;  ф  (х  -4-  і)т—  хт— тх™-1!, 

(х  ф  А"  —  хт  ф  гих™"1  і  ф  Ч^0хт-2  ^  +  & 
4        '  1.2  ах2  і.г 

—  хт  фш:771-1/  ф  Ч!^іОхт-2/2 

1.2 

ФГ*Ф  /)т -  *т  - ^х"1-1/' - «С*--'>™г» 

ѵ  1.2  * 

(X  ф  /')т  =  хт  ф  тхп-гі  ф  ^х^/ф  Чт-і)(яь-а;  хта-і/3  _^ 


1-2  І.2.3  ^*3 

~хт-{-тхѵѵ~'1і  ф  т(т~' )^^— 2>2фтСт-1Хт-2)     — з7Ч 

1.2  І.2.3 

ФО    і)т— хт— /ях771-1/ _ Ч™-0 лт-2  р_ т(т-і)Ст-2)  хт_3р  ^ 


(X  ф  і)т  —  хтф  ж*  771~І  |  ф  !^ТіО  хт-2-г     ,  гп(т~іХ™-і)хт-Г(1 

1.2  .    1  1.2-3 

I  т(т  —  р(т  -  а)(т  -  3)^77^-4^4  сШ>  _  *5_ 
*~  1.2.3.4  _1~йэс4 1.2.3.4 

—  х"і  _+_  тхт~1і  ф  Чт  — ,0лт— 2^2      т(т  —  і  )(та  —  2)^^3.5 

1.2  1.2.3 

і  2.3.4 

ѵ     ф.Гх-ЬІ)т—  *т— да*™-1;  Ч^— 0гт-2;-2  7?гСт-ОС^-Очт-3.р 

1.2  1.2-3 

 т(т  —  і)(т  —  2)Ст  —  3)^т— 4^4 

1.2.3.4  -  ' 

и  проч. 

И  вообще  ,  независимо  отЪ  сихЪ  частныхЪ  разложеній , 
(х  ф  і)т  =  хт ф  тхт~Ч  ф  Ч^^0хт-2І2 ф "(та— ОС^-аХяь-з^ 

1.2  .  1.2-3 

^_  т(т~~і  )(т  —  а)(ге  -  з)хго— 4:4  ■ 

1.23.4  *~Г"  ...... 

)  тСт-іХтс-2)(т-з) . .  .  (т-(п-0)^та_п.п  ^И^ 

1.2.3.4  ...»  '    йхп 1.2.3.4  .  .  .  п 


—  182  —  - 

^  *Щ  -4_  тх™—1  і  -Ь  т(та— Оѵта— 2^    |  _ т(т  —  і  )і>  —  2)^-3-3- 

і.а  •  1.2.3 

т(  т-і)(т  а)(т  3)  т— 4:4  , 

— г»  —  ■  ••*        '  — Н        •        •  •        •  . 

I  \-*-Ы  .  .  /  . 

^  .    т(т  —  і  )(т  —  2)(т  —  з)  •  •  •  (т  — (п  —  і  )) ут-п^п, 
1.2.3.4  .  .  .  .  п 

1.2  1.2-3 

Н?"  —  ОГ^  —  а)  ( я*  —  3  ) ѵта-4 ]4  _ 

1.2.3.4     *      '  ........ 

7п(т—  і)(т—  г)(т—  3)  .  .  .  (т  —  (м  —  і))  т-ті -л. 

*  ,  .  х  I 

1.2.3.4  ....  л  - 

то  есть  уравнения  шожественныя ,  вЪ  конхЪ  члены  взаимно  одни 
другихЪ  уничтожаютЪ. 

ИзЪ  чего  явсгавуетЪ  ,  чшо  при  употребленіи  сего  разложенія 
вЪ  изчисленіи  вместо  самой  степени  -\-  /)т,  неминуемо  должно  или 
оставить  остаток'Ь  вЪ  неопредоленномЪ   его  виде  ЁИ?  *та         ,  или 

СІХп  1.2   ....  П. 

уменьшить  і  столько  ,  чтобы  его  за  малостію  презреть  можно  бы- 
ло (ч.  и9). 

Мы  замотимЪ  ,  что  найденный  здесь  общій  для  (х  -|-  /)т  рядЪ^ 
безЪ  приложенія  остатка  ,  составляетЪ  то >  что  НютОНОвОЮ  фор~ 
мулою  называется.  Но  чтобы  иметь  точное  равенство  ,  мы  будемЪ 
всегда  его  прикладывать ,  то  есть  Нютонову  формулу  будемЪ  пи- 
сать такЪ  : 

1.2  І.2.3  •   •  •   П.  а 

гдь  к-— і__ !!?  и  р-^+іг-^ 

1.2  .  .  .  П  ІХП  І 

ВЪ  прочемЪ  поелику  мы  выше  видели ,  что  по  довольномЪ 
уменьшеніи  количества  і  всегда  можетЪ  сделаться  всякой  остатокЪ 
Ю.п-М  ^тЧт-О  ....  (т  —  (п—  і))хш-Піп  (ч.         у    то  вЪ  семЪ  сосщо_ 

1.2  ....  П 

яніи  сего  ряда  мы  будемЪ  иметь  два  предела 

хт+дахт-і/+т(т-і2хт~2і2  ^_  _  .  +  т(т-.)  ■  ■  .  С^Й^,»»-^-»  „ 

1.2   ,  -  1.2  ..  .  П 

1.2  1.2  ...  П  * 

между  которыми  величина  степени  (х  4~  //"содержится.  Ибо,  естьли 


кЪ  последнему  члену  Ч™- О  (т~(«  —  р  )%т  ~-пр  перваго  предЪла 

1.2.  ...  . 

присоединимЪ  слЕдующій  членЪ  Ч™-0  •  •  •  Ст~(я^))(т-п) ^т-п-і -п-ц  ? 

і-2  ..  .  п(?г-}-і) 

то  соответствующий  осшашокЪ  будетЪ  меньше  сего  следующего  чле- 
на ,  и  слЬдовательно  первой  осгаатокЪ  Кѵп+1  будетЪ  меньше  сего  же 
самаго  члена  ,  взятаго  друнратно  ;  но  по  разложеніи  послЬдняго  члена 
я^т-О-  ■  ■  .  •  (та  —  (и  -  О)  (х  +  }ут>-пр   вшораго   предЬла ,    мы  будемЪ 


1.2 


имЬшъ  послЪдній  членЪ  перваго  предала  и  сверхЪ  того  сЪ  нскоторымЪ 
остаткомЪ  членЪ  Ч**  — .  (та- (і  -  і))(т-п)  ^-п-,,^^  нгаттТ^рт,Тй3 

какЪ  гао  явно  ,  вЪ  я  ~\-  і  крагаЪ  больше  того  же  самаго  члена 
т(т-і)    .    .    .    .    (т-(п  — ОХт  — п)тт-п~ун-і  •   чего  ради  утвержда- 

1Л  -  -  -  -  а.(»ч-0> 
еюое  нами  явствуетЪ. 

Мы  замЬтимЪ,  что  число  я,  означавшее  порядокЪ  послЪдне- 
взяшаго  дифференидала,  здось  означаегаЪ  число  предЪидущихЪ  членовЪ 
ряда  ,  со  изключеніемЪ  того  члена,  вЪ  которомЪ  оное  находится. 

По  великому  употребленіьо  сея  формулы  не  безнолезно  бу- 
детЪ ее  разсмотрЬть  вЪ  разныхЪ  случаяхЪ.    И  такЪг 

I.  ПоложимЪ  ,   что  т  есть  количество   положительное  ,  вЪ  про- 
чемЪ  дробное  или  сЪ  единицею   несоизмеримое ;  разсмашривая  членЪ 

Чт  _  , )  ,  _  .  („,  _  ( п^  ^  хт~піП      мы  примЬчаемЪ  ,   что  число  я, 

'  1.2- .  .  .  -  л.  •  -  /  '■  , 

какЪ  такое  ,  которое  по  произволенію  увеличивать  можно  г  напослЬ- 
докЪ  превзойдетЪ  количество  т  +  і  ;  изЪ  чего  слЬдуетЪ  ,  что  сей 
членЪ-  напослЬдокЪ  приметЪ  отрицательной  зндкЪ  и  сделается 

 т(та  —  і)  .     ,     (  п  —  і  — ш) ^тп  - прь  . 

1.2  .....  я 

потомЪ  слЬдующій  членЪ 

т(Ш' —  і)    .    .    .    .    .  (т — (п —  і )) (т  —  п)  т  -  (тН-і^тН-і 

1-2  П^П-)-!^) 

пгиметЪ  опяшь  положительной  знакЪ  и  сделается 

(В      .  п^Чт— "О    ....  (п.. —  1 — т)(п— -та-)^т— (ге-4-і)?-п-г-і 

1.2      ...      .      п(7І         1  ^ 

а  за  сямЪ  слЪдутощій  члеяЪ 

та(т  —  ді  ..  .    (т~  (п  —  і ))(т  —  пХѵь  —  (п  -4-  О^та  -  ОгН-г  ^тИг» 


—  184  — 

нримеіпЪ  отрицательной  знакЪ  и  сделается 

(С)  т(т  —  і)  ....  (и—  і  —  т)(п-т)Сд4-і— т) ^т—  (ту-К^П-И 

1.2  ...  .  п(ті  +  іХ'1~*~а)  ' 

и  такЪ  далЪе. 

СоотвЬтствующій  члену  А  остатокЪ  мы  уже  означили  чрезЪ 
&ѵ°г",  теперь  соотвЬтствующіе  членамЪ  В,  С  и  проч.  остатки  озна- 
чимЪ  чрезЪ  8/пН"2  ,  Т/7і_Ьз  и  проч.  ,  и  мы  будемЪ  имЪть 
Кіпн_І  ~В  4  З/'11"4"2  =  В  —  С  Н-  ШТ3  —  и  проч. 

Поелику  же  доказано  ,  что  по  довольномЪ  уменьшеніи  количе- 
ства /  остатки  Кіп~^19  8;п"^2,  Тіп+3  и  проч.  могушЪ  сдѣлагпься  мень- 
ше послЬднихЪ  своихЪ  членовЪ  А,  В,  С  и  проч.  ;  то  положивЪ,  что 
действительно  сіе  сделалось,  посмотримЪ  ,  какЪ  количество  /  долж- 
но быть  мало  при  семЪ  состоянии  остатковЪ.  На  сей  конецЪ  примЬ- 
чаемЪ  ,  что,  поелику  КІ**1  ~  В  —  (С  — ТІп-Нз),  будетЪ  Кі71^1  меньше 
В,  и  потому  когда  В  сдЬлается  меньше  А  ,  тогда  К/71"1""1  необходимо 
будетЪ  меньше  А  ;  откуда  ,  взявЪ  вмЬсгпо  В  и  А  ихЪ  величины  ,  на- 

ходимЪ ,  чіпо  Кіп-І_І  необходимо  будетЪ  меньше  А,  когда  _  <^  п        ;  ш 

х    »  п  —  т 

какЪ  1^І±ІІ  всегда і  ,  то  Кіп~*~1  еще  необходимое  будетЪ  меньше  А, 

П- — 771 

когда  —  <^  1  или  і  <^  х.    И  такЪ   симЪ  образомЪ  ко  ичество  і  должно 

X 

быть  мало  ,  дабы  какой  ниесть  членЪ  А  былЪ  больше,  нежели  сумма 
всЬхЪ  послЬдующихЪ  его  членовЪ. 

Теперь  примЪчая  ,  что  А:В~і:п-~т  —  .  В  :  С  ~  і  .-  -~Г_І_^-  . 

П  +  1    X  3  71+3     X  9 

С :  Т>  ~  і  :  ІІІІГЛШ^  1   и  такЪ  далЪе  ,  находимЪ 
п+3  х 

 д  та — т  і   71~*~І — т  2   а  п  —  иі  +  і  —  т  /і  \  л 

п-1-1  х9  7і+2     *  и  +  і      п. +  2      ѵ*/  ■* 

^  ^п-і-2 — 771  І    дП< — 77171+1' — 771  И  +2   ТО/7\3 

71+3      ^  Л+І       71 -+-2  "-+3         ѴЭб/  * 

и  такЪ  далЪе  до  члена  и  +-  і  -}-  Л  ,  со  включеніемЪ  онага  ,  которой 
означивЪ  чрезЪ  N  ,  мы  будемЪ  имЪть 

 ^  7і  —  тп+і' —  т  м  +  2  —  т  п  +  X  —  і  —  т ,  7  \ X. 

ті+і     71  +  2         ті+з  п -+- X      Ѵя/  ■> 

г.  „  71» — 771  М+І— 771    71+2  771  71+Х — I—  ТД- 

йо  поелику  каждый  изЪ  множителей  -Г!__    .  .  .  __П  7 

71  +  1  Э    771+2    5       71+3  71  +  X 

меньше  единицы ?  то  явствуетЪ  ,  что  членЪ  N     А|!^    ;     и    какЪ  5 


по  причинЬ  что  і  <^  х  |  степень  ,  по  мЪрь  увеличиванія  Л  ,  мо- 
жетЪ сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины  9 
которая  пусть      <?  (*)  ;  то  изЪ  того  слЬдуетЪ  ,  что    ^  ?Г|    -  можешЪ 

сделаться  меньше  иі.    и  потому  такЪ  же  А/ІА^  можешЪ  сдЬлать- 

а  \х ' 

ся  меньше       и  тЪмЪ  паче  N  <^  |. 

ИзЪ  чего  явсшвуетЪ  ,  что  величина  ,  содержащаяся  вЪ  ряду 
Хт  4-  тхт~1і  -4—  ^П^-у+^-'Ы^       _^    .    .    .    .  . 

1  1.2  1  І.2.3 

,   т(т  —  г}...(т  —  (п. —  0)ѵт  хіЛ 

1  1.2  ....  П. 

иЪ  случаЪ  указателя  т  дробнаго  или  сЪ  единицею  неизмЬримагО ,  к 
кол'ичесш..а  і  <^х  ,  есть  перемЬнная ,  имЬющая  предЬломЪ  степень 
(ѵ  р  і)т.  Заклгоченіе  сіе ,  краткости  ради ,  мы  изобразимЪ  такЪ  : 
(х  г  іЛ  —  П.  Гхт  ф  тхт~1  і  +  ^^}Хт ~      -1_  т(т~- .)(т-2)хта-3|3  і 

*•  1.2  '  1.2.3 

т(т —  і)  .  .  .  .  (т — (п  —  і))  то— п-п  -і 

•     *        •        .        •         -+-  *        1  !• 

1.2    ....    п  л 


\*)    Ибо  пусть  х  —  і~к,  ЬудеѵЪ 

х  __  і  -+-  к    х2_  і2  -Ь  іік  -ь  &2  хі  _  іЗ  4-  3;2&  +.37&2  &3 


ж2      г  _  У*  +  &2    *3      х2  _  і2&      22'Ь2  -+~  ЯгЗ 

72     I —  ~*  і2    '  72     і2  —        іі  ~ 

і2к-}-2гк2~і-кЗ  .  ік-\-к2 


и  проч.  ,  я 


и  проч. ; 


ж  какЪ  явно  ,  что  —  ^>  —  — —    и  проч.,  то  изЪ  того  слБдуетЪ , 

чгоо  можетЪ  сдБлатьсв  ^>        и  потому  сдБлается  ^ -^<^5. 

,  х   &  к  .  /    .  к  \Х 

Во  прочемо,  поелику  —  ~  ~  і  —  и  и-вБстио  .  что  /  ж  — } —  )  ~2 

і         і  .  г  У  г* 

.  .  к    ,  Х(Х  —  і )  к2  к*  ^  „ 

«-+-Х-.  4-—   :--ь  .......  Н-  -'7  ,  тй    изЪ    Шоі-о    слБДуешЪ  ,  что 

^>  і  Н-  X  .  ^  и  какЪ  X  —  .    ітом*рБ  увеличиванія  числа  X,  можппЪ  пр^вэей- 

і  % 
ти  всякую  по  проиьволенію  данную  величину        то  явсіпву«тЪ,  что  і  -4-Х— 


/х  \Х 

«ошому  сдЬлаегас*  ^^<^^ 


■  паче  можетЪ  сдБлатюя  ^>^~»  и  следовательно  тЬмЪ  паче  0^   ^>  ^  и 
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ІГ*  Досело  мы  полагали  количество  /  положительнымЪ ;  на 
есгпьли  оное  будетЪ  отрицательное  ,,  то  вЪ  случаЬ  числа  я  нечетна- 
го  ,  кото[  ое  лишь,  только  больше  т  +  і  у  члены  А  ,  В  ,  С  и  проч, 
сдЪлаются  всЬ  положительными  ;  напротивЪ  того  вЪ  случаЬ  числа  н 
четнаго  ,,  члены  сіи  будутЪ  всЪ  отрицательные  %  какЪ  то  всякой 
удобно  понять,  можетЪ.. 

И  такЪ  вЪ  первомЪ  случай  будетЪ  остатокЪ 

Откуда  ^    поелику  Кг'71-1""1  <^  А  %    само  по.  себЪ  слІэдустЪ  что» 

»4Л.енЪ  В     А  ,  и  что  —  <*         і    но  сего  недовольно  .  чтобы  заклю- 

ж.    *  п  —  т 

чигаь  обратно  у  что  остатокЪ  К/71*"1-1  меньше  послЬдняго  своего  члена. 
А  ,  ибо  В.  меньше  же  сего,  остатка  К/71"*-1 ;  почему  примючаемЪ  у  что. 
д-п-нз^  з  ^  щ  ПОШОМу  находимЪ  >  что  В 4-  5/'п_К2(— К/71"4*1)^  2В  >  и  что 
^п-ы.  будещЪ  необходимо  меньше  А  %  когда  2В  сдЪлается  меньше  А  \ 
откуда  у.  вэгявЪ  вмЬсто  В  и  А  ихЪ  величины ,,  -заключаемЬ. ,  что  Кі71"1"1 

необходима  будетЪ.  меньше  А  »  когда  —  <■>  \п~^~  *  :  и*  какЪ  3=  всег- 

х   >2п— т  2.п—т. 

да      1 та  Кі.71-^8  еще  необходимое  будетЪ   меньше  А  „  когда  I-  <>  Ж 

"    ъ    а  ■     X     »  2; 

или  /  <^Іх«  И:  такЪ  здЪсь-  предЬлЪ  малости  количества  \у  дабы  ка- 
кой ниесть,  членЪ  А  былЪ  больше  ,  нежели  сумма  всЬхЪ  послЪдую- 
щихЪ  его,  членовЪ    вЪ  половину  меньше  противу  прежняга  (*).. 


ВЪ  сей  самой  истинні  можно.  удрст.овБриэтіьс&  нЬкоторымЪ   образомЪ  еще 
и  та?Ъ. : 

Поелику  явно,,  что  нашЪ  рядЪ>  взятый  ошЬ  члена  А.  со*  изключеніедіЪ  она- 

■  ( го,,  изобразиться  можетЪ  симЪ  образомЪ  :: 

,  ч         п—т  і       .  п—т  п-\-ѵ — т  і2  п> — т  п-\-ь — т  п+з — т  іЗ 

№.  ..  А—  ЬА—  -^-г-А' — ;  г  г  +  и  проч,:. 

то  взлвЪ  двй  геометрическая  нрогрессди. 

СП  А^4-А^-ЬА^.-Ь  И:  ПР°Ч- 

,.,,1  ,71— т  г':  /п.—-т\2і2  /п. —  гад?:  , 

мьь  находимЪ  й  чдпо  сумма,  ряда,  и  меньше,  суммы,  ряда  V ',,  а.  больше  сум-г 


—  !Я7  — 

То  же  докажегпся  подобнымЪ  образомЪ  и  вЪ  случай  числа  8 
четнаго. 

ІТотоыЪ  разсуждая ,  какЪ  разсуждали  вЪ  случаЪ  количества  і 
положительнаго  ,  докажемЪ  все  прочее  ,  относящееся  до  сихЪ  двухЪ 
случаевЪ. 

III.  ПоложимЪ  ,  что  количество  г  опять  есть  положительное  * 
а  т  отрицательное  ;  тогда  рядЪ  нащЪ  сдЬлается 


мы   ряда  \Ѵ ;    ибо  первое   очевидно,  а  другое   явствуетЪ    изЪ  того,  что 

ТТ.  — 771     -П-\-1  771     ,71  +  2- — 771      ,  „  _  . 

 <г  <г   <  и  проч.,  какЪ  то  приведши  сіи  дроби  кЪ  одно- 

71-^1      *       71-4-2         *       Я  +  3  * 

му  знаменателю,  всякой  удобно  удостовериться  можетЪ;  и  поелику  пределы 

і        .  п  —  т  і  • 


-А 


л         7і      і  -X 

суммЪ  рядовЪ  V  и"ѴѴсуть  г-  и  . ,  то  изЪ  тото  заключить  «ожемЪ» 

*  г  п  —771  г 

X  71+  і  х 

.  І  ,71  771  2* 

А  —  А  

что  предЬлЪ  суммы  ряда  XI  меньше  — ~?  а  больше  П  "^— — —  і  но  явно,  что 

г  п — т  г 

у  I   ж—  

А  _.  х  ,  л-+- 1  х 

 г-  будетЪ  меньше  А ,  когда  —  <^  1  5    то  есть   когда         Жх ,  чего 

і — •—  * 

ради  и  предЬлЪ  суммы  ряда  II  будетЪ  меньше  члена  А,  когда  і  <^Іх: 

_  71  771  І  »  Л' — '7717  Н— 771  7  .  Т 

НапротивЪ  того,  когда  ;>і  ,  то  есть  когда  —   і 

п  —  ті  а  +  іхг        П.-+-І  х  п+иг  2' 

А  — =  ■ — 

тогда  г-  ,  и  следовательно  такЪ  же  предІлЪ  суммы  ряда  17  будетЪ 

П  — '771  2 

п-г-і*  к  71-т 

больше  члена  А  5  и  какЪ  множитель  — - —  есть  количество  меньшее  едини- 

ц,  771  2  '~  1  _  2 

цы ,  то  произведеніе  не  можетЪ  быть  больше  I ,  буде  —  не  будетЪ 

Ті  ■  |  1  I  ос  2  ос 

больше  ,1 5  или  і '  I  х;  следовательно  можетЪ  случиться,  что  когда  7*.  Іх, 
а  вЪ  прочемЪ  .«?  х,  тогда  членЪ  А  не  будетЪ  больше  предала  суммы  ряда  II, 
н  следовательно  не  будртЪ  больше  суммы  всЬхЪ  последующих*  его  членовЪ; 
что  подтверждаетЪ  необходимость  выведеннаго  предЪ  симЪ  заключенія. 
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т  — 


1.2  І.2.3 

.....  ±1  Чт-г-0  •  •  •  •  ("4-та — і)г— та-п^п,  ^р-Н 

І..2.   .....  П. 

гдЪ  знакЪ       имЬетЪ  мЬсшо  еЪ  случаЬ  числа  и  четнаго,,  и.  —  вЪ  слЬ- 
чаЬ  числа  я  нечетнаго. 

Отсюда    тотчасЪ  видно  ,    что  здЬсь  члены ,    сряду  взяшые); 
имЪютЪ  разные  знаки  ;  почему,  дабы  какой  ниесть  членЪ  былЪ  боль- 
ше суммы  всЬхЪ'  послЬдующихЪ  его  членовЪ  ,  чрезЪ  разсужденіе  поу- 
добнее предЪидущему ,  найдется  ,  что  долженЪ  быть  членЪ 
(В)  .  .  .  т(т~+~1')-  ■  ■  (п+т—і)(п-\-т)  у— 7?г— т—  гр+к    ,т(т+і )  .  ■  ■  (п+.та— і_)у— т— Пр.  ,  /  А \ 

1.2.  ..  .   П(п.+  і)  1.2  ...  Ѣ 

п  -4-  та  г  /      п  -4—  і  Ч-  та  —  і  г      /     ,   т  —  і  \  /  /  \  \ 
и  чліо  потому  количество  _-И_-  ( — ;    ~  ~  +  и-)').' 

71        і  х\  П.        I  а       V  п  +  1/  \  X '  ' 

должно,  быть  <^  і  ;  чему  всегда  удовлетворим!),  когда  возмемЪ  і  <^  х.у 
ибо,  по  причинЬ  что  число  п  по  произволенію  увеличивать  можно 
всегда    можно.    сдіэлапхь    т  ~ГТ—      ( і          Д-Ѵ—      и    потому    такЬ  же 

71 -4- I      *'  V  Х'"х~Г 

/та— ^іѵг    «•1  —  7_    или  /     .   та—  іѵ^    .  &  .  и  какъ  вЪ  послЪдующихЪ  чле*- 
\7і-+-і/л^>       х-  V        7і4-і/ас  *Ѵ  ' 

нахЪ  дробь      1і  обращается  вЪ  771  ~~ 1  т~г     ѵг  такЪ  далЪе  г  и 

следовательно  убываетЪ  ,  то  количество  (і+^— единожды  сдЬ~ 

V       ти-)- 1/ де- 
лавшись меньше  і  ,  навсегда  пребудетЪ  меньше  г,  . 

ПримЬчая  у  что  А  ::  В      і  :  (ѵ-\-  т— -'ЛІ  ,  В  :  С~  ъ  :  (ь  я 

С  :  .В  ІГГ  1  :  (*і  +т-ПІ^  и;  такЪ  далЬе  ,  находимЪ 

V.       7і  Н-  з'х 

БгА(і  С  —  В/і  4-^і)€-аѴі.  +т^Г_Іу'г  +тЛ^ѴІ)%. 

V.        П:4гз/х.  ѵ         п.-4г  1/' ѵ        П.-4-2/Ѵ  п -(-з' Ѵд:  '  7 

и  такЪ  далЬе  до  члена  я  -ы  со  включеніежЬ  онаго  ,.  который" 

взначивЪ  чрезЪ  N,  мы  будемЗі.  имЪтв* 

на  поелику    каждой    изЪ.  послЪдующихЪ    множителей,    і  -4-  — - — 


71  2 

т  —  г                       ,  т —  г  I    та — 
  ,   г  меньше    перваго    множителя  і  +  — — -  х 


ип5>  явствуетЪ  ,  что  «іленЪ  N  <^  А(Ѵі-і-- — -Ѵ-ЛХ;  и  какЪ,  по  причинЪ 

'  \\         п  -+-  і'х'  ' 

%шоЛі  -4-т~~ІЛІ  <?  1  ,  степень  Ці  4-^^_УЛХ*  по  мЬрЬ  увеличиванія  ея 

указателя  Л,  іиожепіЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной 
величины,  которая  пусть  ~      то  изЪ  того  слЬдуепіЪ ,  что  ((1-т  ^~)^)^ 

можетЪ  дЪлаться  меньше  и  -  .  и  потому  такЪ  же  А /У  і  -4-  -т~ 1  ѴІЛ ^ 

А  ѵѵ  п-Ні/л/ 

можетЪ  сделаться  меньше  ^ ,  и  томЪ  паче  N 

ИзЪ  чего  явствуетЪ  ,  что  величина,  содержащаяся  вЪ  ряду 

х— т  Нг  Н^+і)^— іг^-а^а  тп(т  +        +  а^.— т'  -  3.3.  ^ 

1.2  І.2-3" 

-4-        ~^  1 )  •  ■ .; ; .  •  •  (  %  +  т  ~~  *'  )х—т>—прі 

'  *  *   1.2  ....  Л 

вЪ  случай  указателя  т  отрица-тельнато,  сЪ  единицею  соизмЪримаго  или? 
несоизмйримаго  7  і»  количества  положишельнаго  ;  <^  л>  есть  перемен- 
ная ,  имЬюіцая  предЬломЪ  степень  (х  -\-  /)Г~та,  Заключеніе  сге ,  крат- 
кости ради  ,  мы  изобразимЪ  такЪ  : 

Н_  і)~ш~Щх—'т  ПТХ~~ѴѴ~1  ^Мт^Гѵ) х— т^ьр _ 4^+00+ ^г-т—  зр,^. 

*-  1.2  .  1-2-3- 

.  [■  _  т(т  -ь  і )  (я  -Ь  т  —  і)  —  т1—  п.-л  Т 

*  «•  г  *  .  "  Х  »  I 

■  ■  1.2    .   .    .    .   П  Л 

ГѴ*.  ВакоНецЪ  пусть  оба  количества  /'  и  т  отрицательныя  ;  яашЪ> 
ря;дЪ  вЪ  семЪ'  случаЬ  сдЬлаетея 

>  и—я/г-****^  , , .. 

1.2  1.2. 3 

т(т+  і)  ( И  +  "I —  і)  — 7П— П :Л'    і    в  :ПН-І 

.  -   #         „       ■   — — . —  '  *  I    ~х~  іѵ/ 

1.2  71 

Здось  вей  члены  итѵіЪютЪ  одинЪ  положительной  знгакЪ  ;"  почему, 
дабы  какой  ниеств  члеяЪ  бьглЪ  больше  суммы  всЬхЪ;  послВдующихЪ 
его  членовЪ  ,  чрезЪ  разсужденіе  подобное  предЪидущему  найдется , 
чта  слЬдующій  члеяЪ ,  взятый  двукратно ,,  долженЪ-  быть  меньше 
предЪидущаго  ,  то  есть 

С2Г>^  ...2  у — ■ — - — ,  X  *        <^  ~—  X  1 

х       '  1,2  .  .  .  ..  П(,П -Г- 1 )  і.2  .  .  .  .  П 

и  что  потому  количество  ^±т  і  Г—  п+ь+т-іі___  ,  ^  ^муг-чѵ 

п  -\- 1  а  V  п  +  і       ж      V        п  -4- 1/\  х  // 

должно  быть  <^і  ;  тему  всегда  удрвлетворимЪ  у  когда  возмемЪ  ?«4$г$ 


-  19о  — 

ибо,  по  причини  чщо  всегда  можно  сделать         <*  (1  —  —):  —  »  будетЬ 

л      1    »  ѵ2  х'х 

ПотомЪ  разсуждая,  какЪ  разсуждали  предЪ  симЪ  вЬ  елучаЪ  ко- 
личества I  положигпельнаго,  докажемЪ  все  прочее ,  до  настоящего 
случая  относящееся. 

ВЪ  сихЪ  послЪднихЪ  двухЪ   случаяхЪ  мы  полагали  т      і  ;  но 

естьли  т      і-  то  количество  /  і  — І_— ~-  )-  сделается  / 1  ЛіГ  т )  I 

\      1   п-4-і/л  ѵ         п-\-і'х  ' 

то  есть  по  мЪри  увеличиванія  числа  членовЪ  будетЪ  увеличиваться ; 
однако  не  смотря  на  то  ,  количество  сіе  сделавшись  <^  і  или  <^  \  , 
навсегда  пребудетЪ  <^  і  или  <^  \ ;  ибо,  дабы  сделаться  ему  <^  і  или 

<^§,  надлежитЪ  сперва  сделаться  *— ^  <"  (і  —  і\  ;  і  или  <>  (I  —  -):-. 

П-+-1  X'     X  *  \Щ       X'  X 

на  тотЪ  коненЪ ,  чтобы  вышло  ( і  +.І'~т)і<^  і  или  *^|;  и  тогда  , 
по  причине  что  ( і  —  ІИ^І     Л  оное  количество  ( і—і^У- 

навсегда  пребудетЪ  <^  і  или  <^  § ,  какЪ  бы  число  п  ни  увеличилось. 

И  чтобы  вЪ  семЪ  случая    удостовЬриться ,    что  членЪ  ряда 

V  П+І  А  71  +  2/ V  П+Х/Ѵя/  * 

по  мЪрв  увеличиванія  числа  членовЪ  ,  можетЪ  сделаться  меньше  вся- 
кой по  произволенію  данной  величины ,  то  стоитЪ  токмо  заметить^ 
что  оный  членЪ  N  <^((і  + 1^1)2  )\ 

V.  ВЪ  заключете  сего  мы  замЪтимЪ  еще,  что  кроме  одного  извб- 
стнаго  случая,  вЪ  копюромЪ  рядЪ  прерывается,  и  степень  (х  і- і)т 
разлагается  на  определенное  число  членовЪ  (ч.  119),  есть  еще  слу- 
чай ,  вЪ  которомЪ  то  же  самое  бываетЪ.  Чтобы  найти  сен  случай , 
возмемЪ  формулу 
(X  +  і)т  ~  хт+  тх™-1  і  +  Чт  — О^те-з^  _|_ тл(т~1Хт~а)хт-з;з  ^  _  ; 

1.2  1.2-3 


■    т(т  —  і)  ....  (т  — (п  —  і))уго— п;п  ,  і  ^/п-Ні 


и  ноложивЪ  /  —  — ~і  поставимЪ  вЪ  оную  вместо  і  величину  сію;  мм 


будемЪ  имЪшь 

(х  +  /)т  =  х2т(х  -+-  0~т  * 
и  ПО'  раздЬленіи  на  х2т± 

(х  +  іГп—  *-т(  і—т-1-  -ь  Ѵ&2)(Л-)*—  Ч^0(«-»)/1_  ) V  .  ,  . 
4    1    '  V        х-Н"^     і.2  Ѵх+^/  1.2.3       Ѵ*-Н'        *  " 

0(та-— а)  ....  (то— (п—  і))/    і    ѵ*ѵ    ,  К^п-+-і 

  1.2-3  •  •  П  \Х-\-І'    г  1 

естьли  теперь  положимЪ  —  т  ~  [л  >  то  получимЪ  рядЪ 

Ѵ  '  V-         ГХ~Н  1.2     Ѵх+/7      Д  1.2.3.  Ѵа  +  ^ 

»    >    .    .      |    М-СЦ-+-  ОС»-Н-а)  ■  ■  .  ■  рх  +  п  і)/    *    \п\    ■  ^іН-і 

'  1.2-3  ѴХ-+-*/  '"Т"  ' 

которой  всегда  прервется  и  степень  (х-|-/)|х  разложится  наопредЪ 
ленное  числа  членавЪ,,  когда  будетЪ  р  число  цЬлое  отрицательное. 

(і22.)  Пусть  у  или  /х~/о&.  х,.  и  следовательно  У  или  /(х-\-І)~ 

к^.х  или  /о^.(х  -+-  і)  ;  будетЪ 
<&у  і    Д3у  і     с^З^/   2     й4у          2-3-         сі^у  - — 2.3.4  ....  (п  —  і) 

ПотомЪ  имЬемЪ 

р, —  У  — У   Т05.Х  —  Іо$.х 

X  —  х   X  —  х  * 

и  оттуда  у  полагая  X  постояннымЪ  3, 

ЙР  !о§.  X  —  Іо$.х.  і 

сіх          (X  —  жр.  х(Х-х>  * 

гі2Р  2(Іо^.Х — Іо%.х)  9         ѵ  г 

йх5  " ~  (Х^ж)§  х(Х—  я)2   '  х2(Х-х)* 

<*3Р  2-з(Го#.Х  — Го^.х)  2-3.         ,         з  х. 


йхЗ  (X— х>  х(Х— х)3.    I    х2(Х—  х)2-       хЗ(Х  —  х)" 

<*4Р  а-?-4(Г'-'е-Х-Го§.х>         а.3,4  г  3-4_  а-4         »        а.  у  , 

<2х4.  (X — х)*  я{Х--х.)4  "~Г*х2(Х~х)а  хЗ(Х— х)2-~*~х4(Х— х)*  ' 

•>  *  *  ••  *'  ••  •.  «.  р,  №  «  т.  ѵ. 

ДГСР  аГз-4  .  .    ;  п(?о^.Х—  й&.х)  2.3.4  3-4-  •  •  •  №         '2.4.  .  .  .  п. 

Лхп  (Х-х^-Ы  х(Х—  х)^  ^хаСХ-хЗП^^хЗ(^х^^+Ѵ 

2.3,4  •    •    •    •■  ■■  (»— О 


хп(Х— х);  > 

гдЪ.  верхніе  знаки  имЪютЪ  мЪспт.вЪ  случаЪ  числа,  ѣ  четнаго*  а.  ниж.- 
иіе  вЪ  случаЬ  нечетнаго.. 

И.  такЪ  по.  форму лЪ  разложенія  будемЪ  шгЬшь  г: 
Частно  ?/  буде  нужно  % 


—  19$  — 

х     1  х  ' 

ічіН  '0  =  П.*  :      ^ц.  Ші 

Л      1     2Х2     1  Іх21.2 

^.(х+О  -  н.х  -г  і  —  г-2  -ь  4  4-  Й  — 

х        2Х2    1  ах*  і. 2.3 

—  %.х  ч-і  — 11 Іі  ч-^ЧН-/')  —  ^.х  —  — Іі  , 

X  2Х2     1     ^ХІ  X     4     2Я2  3*-і  * 

и  проч. 

И  вообще  ?  независимо  отЪ  сихЪ  частныхЪ  разложеній, 

—         4  5  Н  ^  з  -4-  — г 

Ж         2-Х2     1     <х>        4-с4  '  пхп 

+ъ-<*+0-1°*-*-^-%+±..  ■  .  ■  ±5». 

іпо  есть  уравненія  тожественныя  ,  вЪ  коихЪ  члены  взаимно  одни 
другихЪ  уничтожаютЪ. 

ИзЪ  чего  явсгавуетЪ,  чпго  при  употпребленіи  сего  разложенія 
вЪ  изчисленіи  вмЬсто  самой  функціи  Іо%.(х  -■{-  і  ,  неминуемо  должно  , 
канЪ  и  предЪ  симЪ,  или  оставишь  остатокЪ   вЪ  неопредЪленномЪ  его 

видТ)  или  уменшить  ;  столько,  что   бы  оный  за  малос- 

СІХП  1.2.    ...  71 

Зпію  презрЬть  можно  было. 

Но  для  точнаго  равенства,  мы  будемЪ  всегда  его  приклады- 
вать, то  есть  сію  формулу  логариѳмовЪ  оудёмЪ  писагпь  такЪ: 

н.  ( х  +  і)  -  й  х + 1.-4^4— -II.  + . . . .  +  л*. 

х       зс2   1    з^і  1  і  плп 

ТАЪ  к  -  — 1—^1  и  р  —  ь?.(я-м)-гог.х 

ВЪ  прочемЪ ,  поелику  мы  видЬли  ,  что  по  дозольномЪ  умень- 
шеніи  количества    і  всегда    можешЪ   сдЬлашьсл    всякой  остатокЪ 


—  193  — ' 

К/71  1  *  1110  вЪ  сегаЪ  сосшояніи  ряда  мы  будемЪ  имЪшь 

^ва  предала 

х        2Х2    I    3;сІ       .4;с4  ~  ^ 

между  которыми  величина  функціи  Іщ.{х  +-/')  содержится.  Ибо,  -есть- 
ли  кЪ  последнему  члену  ЗД^  перваго  предала    присоединимЪ  слб- 

дующій  членЪ  -±~  ХхП^ь  Ш  соотвЪтствующій  остатокЪ  будетЪ 

меньше  сего  следующего  члена,  и  следовательно,  поелику  сей  оста- 
іпокЪ  вЪ  сумму  сЪ  нимЪ  входитЪ  сЪ  противнымЪ  знакомЪ,  первый 
юспгатокЪ  И/71"^1  ,   какЪ  равный  сей  суммЬ  ,   будетЪ  такЪ  же  меньше 

—  (д+  і>а-РІ;  н0  п0  Разложен'іи  послЪдняго  члена 

    [п  —и. 

Ь^_ЕГТр  — ■  -+*  -<*  У  яторагѳ  предЬла  ,  мы  будемЪ  имЬть 
-Г_^-4-_і^1_-И^!!±!  то  есть  послЬдній 

«гленЪ  перваго  предЬла,  и  сверхЪ  того  сЪ  нЬкоторымЪ  сстаткомЪ  членЪ 
ІГП-й^і,  который  вЪ  « ф  і  кратЪ  больше  того  же    самаго  члена 


У  7'71-+-І 

сего  самаго  члена  _  ~ 


7-п-+-і 


чего  ради  утверждаемое  нами  явствуегаЪ. 


■(п-4-  і)хк-^ 

Есшьли  вЪ  найденной  предЪ  симЪ  формулЬ  логариѳмовЪ  пола- 

•іТЬ 

тая  п  числомЪ  четнымЪ  ,  кЪ  последнему  члену  -з  которому  со- 
ответствуете   остьнпокЪ    Кі71^1  ,    присоединимЪ    следующей  членЪ 

 —  I  .  сЪ  соответствующими  осташкомЪ  ЗГ1^2.  потомЪ  вместо  се- 

(п-ыЗх^-Ь1 

го  остатка  еще  следующш  членЪ   І— — _ .  _  сЪ  соотвЪтствующимЪ 

(  Ѣ  +  2  )х?І"+"2 

остаткомЪ  Тіп+3,  и  такЪ  далее  ;  то  мы  будемЪ  иметь 

к}п-^      ^±[___^Віп^_  ^  ^2--,-^^—  и  проч. 

Поелику"  же  доказано  ,  что    по  довольном'Ь  уменьшеніи  количе- 
ства /,  остатки  К/п~^%  З;714"2,  Х/га"^"3  и  проч.  могутЪ  сдЪлаться  мень- 

.                                          ул.        2п-ы  \п-^-і 
те  послоднихЪ  своихЪ  членовЪ  —  - — .  г-  — Т—  и  проч.  , 

*5 


—  *94  — 

то  положивЪ  )  что  действительно  сіе  сдЬлалось  ,  посмотримЪ  ,  какЪ 
количество  і  должно    быть    мало    при  семЪ  состояніи  осшатковЪ. 

На    сей    конецЪ    примЬчаемЪ  ,     что ,    поелику    Кіѣ~і~1  ц:  1  .. 

(а+і  )х71_ЬІ 

да  —  сдрлается  меньше  — - ,    то  К/п_1~    необходимо  будетЪ 

меньше  того  же  члена  Л—  ;  откуда  находимЪ  ,  что  Кі71-^"1  необходимо 


71Х' 


будетЪ  меньше  -ІИ  ,   когда  -і  <^  — І-і  ;  и  какЪ  п"1"—    всегда       і  ,  то 

ПХП  X      »      71  Т7. 

Кі71-*-1  еще  необходимее  будетЪ  меньше  -І—  ,  когда  —  <^  і  или  /  <*  х.  И 

пхп  X  ,. 

такЪ  симЪ  образомЪ  количество  і  должно  быть ,  мало,  дабы  какой 
ниесть  членЪ  ?П    былЪ  больше  >  нежели  сумма  всЬхЪ  послЬдующихЪ 

пхп  ' 

его  членовЪ. 

Откуда  примЪчая ,  что,  вЪ  слЬдствіе  положенія   г  <^  х  ,  сте- 
пень и  тЬмЪ  паче  членЪ        ,.   по  мЬрЬ    увеличиванія  указате- 

\ 30  г  НОС 

ля  п  у  можетЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  вели- 
чины ,  мы  заключишь  можемЪ  ,  что  величина  ,  содержащаяся  вЪ  ряду 

Іщ,Х  +   -4-  —  -Л-      .      .       .      .      _і_  — -  , 

х       ах2     '     зх^         4Х+     1  1    пхп  3 

когда  і  <^  х,  есть  переменная,  имеющая  преДЬломЪ  функцію  Іо%-{х  -{-/).. 
И  потому  такЪ  же  величина  ,  содержащаяся  вЪ  ряду 

г  г2  _^   іі  ^  ^  і4  «- —  гя. 

х         2Х2     '     зхЗ         4x4    '  ...»  I    пхп  9 

когда  і  <^  х  или  _  <^  і  »  есть  переменная,   имЪющая  предЬломЪ.  функ- 

X 

цію  Іо&.(х  н-  і)  —  Іо&.х  —  'Щ^^І  —  І0&.  (  1  +  - 

Теперь    слЬдуетЪ    разсмотрЬть  случай  ,    вЪ  кошоромЪ  /  есть 
количество  отрицательное. 

ВЪ  семТэслучаЬ  найденная  выше  формул?*  логариѳмовЪ  сдЬлается 

гдЬ  всЪ  члены «  кромЪ  Іо^.х  ,  суть  отрицательные,  какЪ  и  остатокЪ 
К..71"^"1 «  яко  содержащій  таковые  же  члены. 


И  птакЪ  мы  зДІЬсь  будемЪ  имЪть 

Откуда  ,   поелику  Кі71"^"1  <^  — - ,   само  по  себЬ  слЪдуетЪ  ,  что  членЪ 

.  —  <~* — ,  и  что  —  — ~  ;    но  сего    недовольно,   чтобы  за- 

ключить  обратно,  что  остатокЪ  И/п_+"1  меньше  послЪдняго  своего 
члена  — -  ,  ибо  членЪ  -  іп~*~1      меньше  же  сего  остатка  Кі71"^"1  ;  по- 

чему  примЪчаемЪ  ,  что  §іп~*~2  <^  . — .-і^— А_  у  и  потому  находимЪ ,  что 

 -ЬЗ/Я+Ѵ  -  Кі^1)      2  ,  и  что  Кі1^1   будетЪ  не- 

обходимо  меньше   ,  когда  2  — -          сделается  меньше           ,  то 

л  пх™'        л       (п  +  і>»Н-«  ,  Лхп 

есть  когда  1  <>і ^ЛГ1  ;  и  какЪ  і !!і±І  всегда  41  ,  то  К.^1  еще  не- 

Я    ^  2     П  2  п 

обходимЪе  будетЪ  меньше  -І_  ,  когда  —  <*  I  или  /  <*  Ізс»  И  такЪ  симЪ 

ЯХ71  .X     •  2  *  2 

образомЪ  имЪемЪ  предЪлЪ  малости  количества  /,  который  здіэсь  вЪ  по« 
ловину  меньше  противу  прежняго. 

ПотомЪ  разеуждая  ,   какЪ  разеуждали  вЪ  первомЪ  случаю,  до* 
кажемЪ  ,  что  величина  содержащаяся  вЪ  ряду 

X        ах2        зхЗ        4х4  пхп  9 

когда  /  <^  ІХ)  есть  переменная,  имЪющая  предЪломЪ  функцію  /^.(х— і). 

И  потому  такЪ  же  величина  ,  содержащаяся  вЪ  ряду 
 і3       г'4  і% 

х       ^х 2       з хЗ "     ^х4  •  "^ё*  •* 

когда  г  <^1х  или  ^-<^±>  есть  переменная,  имеющая  предЬломЪ  функ« 

п/ш  !о&(х  — ;)  -  /о$.х  —  %  ^ТІ  ~  Іо%.(і  —  -'). 

х  \  х/ 

Отсюда  явствуетЪ  ,  что  положивЪ  -ГГ  «  <^  ?э  мыбудемЪ  иметь 

два  ряда 

**ІГ  3—  4ТН       »».       *  и 

з     7    7        *     *     •     »  ■*"■** 
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—  Ідб  — 

гЬ  коихЪ  содержащаяся  величины  суть  иеремЪняыя,  имІэющГя  преде- 
лами ерункціи  и  Іо%.(і — 

Почему,  вЪ  слЬдствіе  алгебраическихЪ.  началЪ  веоріи  нреДЬловЪ,, 

разность  сихЪ  функпш  ,  шѳ  есть  +     —  Іо%.(і  —  а)  ■ 

будетЪ  предЪлЪ  величины^  содержащейся  вЪ  ряду 

гдЪ  число  членовЪ  ~  !!1ЙГ_* ,  и  и  есть  число  нечетное. 

Заключеніе  сіё ,  краткости  ради  ,  мы  изобразимЪ  такЪ<  г 
7     і  +  я_-.ТТ    к  •    ,   яЗ    .   г5    .  я71 

/од.— і— =гн.2р*-4,  и.   -±_  .•  ..  ... 

Пусть  л;-  будетЪ  г ~ ^     ь^  и  потому 

Но  чтобы  при  постановлен!»*  вмЬсто  общато*  числа  Л  веЪхЪ  по? 
порядку  слЪдующихЪ  натуральныхЪ  чиселЪ,  коихЪ  приближенные  ло~- 
гариѳмы  мы  найти  хотимЪ  ,  имЬтъ  всегда,  а  ~  ~  1  <^  I  ?  гао  поло- 
жи мЪ  АГ-^-    будетЪ.  Л.,—  і  ~   —    Л  -+-  ь~      1І  и  з  — Л^— 1  — 

|х— і  (и. —  г  /л—  і  х-4-і-Т 

 !  ,  каковое  выраженіе  отЪ  перваго  іюложенія  и  ~  2  ,  ибо ■  Іо%.  \~от 

щ  I 

дЬлается  ~  |  ,  й  следовательно  <^ 1.  И  такЪ  ты  будемЪ  имЬтв 

^■)^Г7— 11,2  Г^~Т  зО— О3 5^-05+  •  •  -  -  -  п(?№-0П^* 
и  оттуда- 

то  есть  формула^  у.  пѳмощію  коей  мы  можемЪ  найти  логариѳмві 
всЬхЪ  по  порядку  слЬдующихЪ  натуральныхЪ  чиселЪ  сЪ  толь  малою> 
яогрЬшностію  ,  какЪ  токмо  угодно  будетЪ.. 

Но  заметишь  надлежитЪ  г   что-  симЪ  образом-     мы  получимЪ» 
токмо  логариѳмы  натуральные  ,  у  коихЪ  основаніе-  е  дЬлаетЪ  модуль 

I  ; — м  (ч.  56)" ;  почему  раждается  вопросЪ  ,  какимЪ  образомЪ  опредЬ» 

лишь  всякі€  другіе  догариѳмьц  у  коихЪ  основаніе.  а  не  дЬлаетЪ  модуля? 
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1—  і.  На  сей  конецЪ  принявЪ  знакоиаложеніе  Іо%.  у  для  натурального1 
й 

логариѳма  количества  у  %  означимЪ  всякой  другой  логариемЪ  того  же 
самаго  количества  у  чрезЪ  Ьо^у  ;  и  мы  будемЪ  имЪть 

Ш$*у  Щ%  и  Поі.у  —  ^(ч.  55  й  57). 
ЙзЪ  чего  слЬдуетЪ  ,  что 

и  поте  яг/,  поелику  —  есть  количество  постоянное»  будетіу 

гдЬ  С  нЬкое  постоянное  количество ,  которое  при  взятіи  дифферен- 
циала сего  уравненія  изчезаетЪ  (ч.  43)  >.  и  которое  ,  поелику  при  по- 
ложеніи  у  —  і,  имЪемЪ  какЪ  Ьо^.у  ~  о,  такЪ  и  Іо&.у^Оу  будет'Ь  щ  о^ 
чего,  ради  будешЪ  просто 

Откуда  явствуетЪ,,  сто  логариѳмЪ  какого  ииестъ  количе- 
ства у,  имѣющій  основапіемЪ  какое  нибудь  количество  а ,  пе  ді- 
лающее  модуля  ~~  і?  равняется  натуральному,  логариѳму  того 

же  самаго  количества  у,  умноженному  на  сей  модуль  і„ 

ТакЪ  же  яветвуетЪ,  что  и  обратно  натуральный  логариѳмЪ 
каково  ниесть  количества  у  равняется  какому  ниесть  другому: 
логариѳму  того  же  самаго  количества  у ,  умноженному  на  зна- 
менатель его  модуля  или  раз  деленному  на  самый  его  модуль. 

И  такЪ,  когда  вЪ  предЪидущемЪ  уравненіи  положимЪ  у  равным!* 
ѳснованію'  а  сихЪ  какихЪ  ниесть  лотари©мовЪ>  коего-  лѳгариѳмЪ  вЪ  сей 
еистемЬ  всегда  ~  і  у  то-  будемЪ  имЪть 

і         ІЩЛу  К  оттуда  к^1о%.а? 

та  есть  у  знаменатель--  логариѳмическаго  модуля  какой  ншетъ- 
системы  логариѳмовЬ  равняется  натуральному  логариѳму  осно^ 
шанія  той  же  самой  системы;  лоеариѳмовЪ. 

Почему  естьли  положимЪ  <з~ю,  какЪ  то  полагается  вЪ  обык-- 
новешшхЪ   логарифмических!)    пгаблицахЪ  %    то    изчисаи&Ь  шэсредѵ 
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СнівомЪ  преднайденной  для  (о^.р  формулы  натуральной  ЛогариемЪ 
числа  2,  получимЪ  /0^.4  Ш  2/0,5.2  ,  пошомЪ  изчисливЪ  посредствомЪ  той 
же  формулы  /о^.б,  будемЪ  имЬть  Іо&.  ю  ~  Іо&.о,  4~  Іо&.б  ,  и  слЬдователь- 
но  приближенную  величину 

знаменателя  модуля  к  щ  2,302685092994045684017951454-684  .  -  .  . 
и    самаго    модуля    1  ~  0,4342944^ ^9оЗг5 1827651 12891891 6о5о8з... 

ПослЬ  сего  изчисленіе  обыкновенныхЪ  логариѳмическихЪ  таб- 
лицЪ  ,  кромЪ  продолжительности  ,  не  заключаетЪ  вЪ  себЪ  уже  ника- 
кой трудности  ,  какЪ  то  всякой  удобно  понять  можетЪ. 

ПричемЪ  не  безполезно  замЪтить ,  что  кЪ  сокращенно  сего 
труда  сЪ  пользою  употреблена  быть  можетЪ  слЬдугощая  пропорція  : 

Малыя  разности  нароѵито  великихЪ  ъиселЪ  относятся 
между  собою  лоѵти  какЪ  -разности  ихЪ  логариѳмовЪ. 

ВЪ  самомЪ  дЪлЬ  ,  естьли  вЪ  ряду 

^-п-і[^+ішз+і^)У-  •  •  •  •  ійг^л 

положимЪ  Л  ~  - — —  ,  то  будетЪ 

иирл-чг—  іч-р— п-ѵГ— — ѵ-Ч— -)3-ь . . .  ч--(— —  )п1 ; 

и  естьли  притомЪ  примемЪ  р  за  нарочито  великое  число  ,  а  ^  за  не 
большее  і  ,  то  послЪдній  рядЪ  будетЪ  столь  приближающейся  ,  что 
довольно  вЪ  немЪ  взять  одинЪ  токмо  первый  членЪ;  чего  ради  почти 
будетЪ  Ъо&.( р  -\-  </) — Ъо&.р  ~  й1 —  ,    и    потому     р  ~\~  — 

Ъ  :  Ьо&.(р  +  «?) — Ъ&%-р  ;  такЪ  же  докажется  ,  что  почти  будетЪ 
к 

р  -+  Іг  :  г  ~—  :  Ъо]г.(р  +  г)  —  Ъо%.р  ;  и  какЪ  ^  ш  г  не  велики  ,  то  можно 
принять  р      І(]  и  р~\~Іг  за  равныя  ,  и  потому  произойдетЪ 
у  :  г  ~  1о&\р  4  4)  —  ^Ч-Р  :  ^Ч-У  (р  +  г)  —  и&.р. . 

ЗдЪсь  еще  замЬтить  надлежитЪ  ,  что  естьли  вЪ  предЪиду- 
іцемЪ  уравненіи  Ъо&-у  ~  ^-Іо$.у  положимЪ  у  равнымЪ  основанію  е  на- 
туральныхЪ  логариѳмовЪ  ,  то ,  поелику  Іо&.е~\  ,  будетЪ. 

то  есть  модуль  ~   есть  не  иное  рто ,  какЪ  обыкновенный  лога- 


і 
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риѳмЪ  основанія  е  натуралъныхЪ  логариѳмовЪ  ;  и  потому  по  со- 
чиненіи  таблицЪ  обыкновенныхЪ  логариѳмовЪ  ,  основаніе  сіе  определе- 
но, быть  можетЪ.  Но  мы  можемЪ  найти  оное  непосредственно,  какЪ 
шо  вЪ  слЬдующемЪ  окажется. 

(127.)  Пусть  у  или  /х~ах,  и  следовательно  У  или  {(х  4-Г; — дХ 
или  ах~^~г ,  гдЬ  а  какое  ниесть  постоянное  количество  ;  будетЪ  , 

 ш-н^ф 

ПотомЪ  имЬемЪ 

р   У  —у  аХ  аХ 

X  х     ~    Х~^—х  3 

и  оттуда  ,  полагая  X  постояннымЪ  , 
/  ѵ  ^ 

аР  аА  —  ах  ах1о%.а 

1х        (X  —  а:)2"        X  —"ж  1 

<1  Р  2(  аХ  —  ах  у       г.ах1о^.а       ах(1о&.  а)2 

АхР-          (X  —  х)'   ~ '(X  —  ~х~у-        X       х  3 

гі3Р  2-з(аХ  —  ах  )        2-захЬ§.а   2ах(1о%.а)'1  ах(1а%.а)л 

ІХ~3  _ (X  — х)4  "( Х~-^ПхГ)3       5  (X  —  х)2  X  —  х  9 

 Д-3-4(аХ— ах)  ^з-45*Ь§.а   3.4  а*(Іо#.а)2  4а*(Іо^.а)3  а*(7о#.а)4' 

«1x4         (X — х)5  (X — x^4          (X  «;3         (X  х)*  Х^я~~ 

 2.3.4  :  •  •  -«С»* —  Д-з-4  ■  .  .  пах1о^.а    ^  3.4  па*(Ь^.а)з 

Ахп  '     (X  х^-Ь-1  "  ш        (X  — *)»  (X  х^— 1 

4-5  ■  •  •  •  аа^Ь^ар  а*(І08.ауі 

(X — а   х  — *  • 

И  такЪ  по  формулЪ  разложенія  будемЪ  имЬть : 
Частно  ,  буде  нужно  , 

дж+/  —  Лч-/Лг.л-|--*?і2 

~ах-\-  іахІо&.а  +  в*-Н  —  ах  —  іахІо&а  , 

12  СІХ2  1.2 


1-2     4  1.^.3  ^Ь:-*  і- 


■3     ? .  ~  ■  "         ^ЬсЗ  і.2  з 
г2  „-гп~~  ^2   !  г'З 


—     +  у*1дк<а  -\-1~л*(!о&.а)л  +  Л- 

1.2  '  1.2-3 

1.2      4  У  1.2-3 

дж+і— а*+Шо&а  4  І1й*(&з>*)а  4  ЛІ-й*Оя-<03Ч  *1-а*ф&ар  4  ^ 

1.2  1.2-3  1.2-3-4  СІХ4 1.2-3-4 

— л*  -+-  іахіог.а  Ч-  — й*(/ог;.д)2Н-_!І-йЖ(%.д)3  4  _ІІ_д*(/о^в)4 

1-2  1-2-3  1.2.3.4 

г. 2  1-2-3  І.2.3.4  4 

и  проч. 

И  вообще  ,  независимо  отЪ  сихЪ  частныхЪ  разложеній , 
і.2  1.2.3  І-2-3-4 


І.2.3     ...     71  АХП  1-2  71 

1.2  '  1,2.3  І.2-3-4      ѵ  ' 

.       .       .  4-  аРЦо&.а)* 

1     1.2.3.4  -  •   •  л 

4.  вКгН  —  л*  —  іа*Іо&.а — — ах(1ог.а)2—  ^-а^По^.а)3 — -1^-ах(1ох.а)+ 

1.2  1,2.2  '  1.2-3-4 


І.2.3.4 


0 


'  *  '  1.2  ....  П 

то  есть  уравненія  тожественныя ,  вЪ  коихЪ  члены  взаимно  одни 
другихЪ  уничтожаютЪ. 

ИзЪ  чего  явствуетпЪ  >  чгао  при  употребления  сего  разложенія 
вЪ  изчисленіи  вмЬсто  самой   функціи   а-+і    неминуемо  должно  или 

оставить  остатокЪ   вЪ  неопредЬленномЪ   его  видЬ   _  7 71-1-1  

1.2  .    .   .    .  п  Ахп  * 

или  уменьшить  і  столько^  чтобы  оный  за  малостію  презрЪть  дѵюжно 
было. 

Но  для  точнаго  равенства  мы  будемЪ  всегда  его  приклады- 
вать ,  то  есть  сію  неопредЬлено-степенную  формулу  будемЪ  писать 
такЪ: 

1-2  1.2-3  *      *  1.2  .  .  Д 

_       т>    I  сіпѴ   ах-Н_а* 


ВЪ  прочемЪ  ,  поелику  выше  видЪли  ,  что  по  довольномЪ  умень- 
шении количества   /'     Есегда   можетЪ    сделаться    всякоіі  остатокЪ 

Кіп~Ні  <^  -  ?П— — {Іо^.а)71 ,  то  вЪ  сеыЪ  состояніи  ряда  мы  будемЪ  имЪть 
два  предЬла 

ѵ' ' '  •■      '  -1.2  »;     1.2.3  •  ;  1  -'.  1.2  .  .  .71  > 

между  которыми  величина  функціи  в*-Н*  содержится.  Ибо  ,  естьли 
кЪ  последнему  члену  1  ах(1о%.а)п   перваго   предЪла  присоединимЪ 

1.2   ...  71 

слЬдующій  членЪ  *П  '  ахПо]!>.(і)п^~1  у  то  соотЕЪтствующій  оста- 

1.2  .  .  .  Гі(71-)-і) 

токЪ  будетЪ  меньше  сего  сліэдующаго  члена,  и  следовательно  первый 
остатокЪ  К/71-1-1  будетЪ  меньше  сего  же  самаго  члена  ,  взятаго  дву- 
кратно ;  но  по  разложеніи  послЬдняго  члена  ах+\1о^.а)п  вто- 

раго  предЬла  мы  будемЪ  имЬть 

1-2  .  .   .  71  1.2   ...   П  1.2. .  .71  <ІХ  1.2. .71 

то  есть  послЬдній   членЪ  'перваго   предЬла  ,   и  сверхЪ  того  сЪ  нЬко- 

1.2   ...  71 


шорымЪ  остаткомЪ  членЪ   -  пх(1а.^.а)        который  вЪ  п-\-і  кратЪ 


больше  того  же  самаго   члена   гѴ--^-1  йх(!ое;.а)п~*~1 ;    чего  ради 

1.2   ..    .  я(71+і) 

утверждаемое  нами  явствуетЪ. 

Естьли  же  положимЪ  х  ~  О  ,  то  будемЪ  имЬть 

1.2  1-2-3  1.2  ....  71  ' 

гдЬ  г  есть  то  ,  во  что  обратится  К  ,  когда  положится  х  ~  о. 

И  два  предала,  между  которыми  величина   количества  д1  со- 
держится ,  будутЪ 

і-НЙ^а+- ./оя.лУЧ--—  +   (Н-а)п  и 

1.2  '  І.2.3  1.2  ...   71  ' 

і-г-/^.л-|--(/о^л)2+  — (/о^)3-|-  •  +  ~  аН1о&.а)п. 

1.2  1.2-3  1.2    ...  71 

Теперь  естьли  вЪ  найденной  предЪ  симЪ  формулЬ  для  кЪ 
последнему  члену   іИі^ — ах\.1о%.У)Пу  которому  соотвЬтсшвуетЪ  оста- 

І.Я   .  .  .  п 
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гаокЪ  К.іл"+"%  присоедипимЪ  слЪдующій  членЪ   —  ах(Іок>а')п~ІІ"г 

1.2  .  .  .  п(п+і) 

сЪ  соошвЬгасшвующимЪ  осшаткомЪ  З/71-1-2,  потомЪ  вместо  сего  осгаага- 

•    ■■*■;*•.•;■„/'       ..;,;<••  *№-і|-2   •      -         ■  '    а  '  '      4іГ    •  '  •-'•^•жЧв»: 

ка  еще  слЬдующій  членЪ  ах(1ог.а~)Пг~т~2  еЪ  соошвЬт- 

1.2  ...  .  и(п-ы)(?ц-2)     ѵ  °  ' 

ствующимЪ  осташкомЪ  Т/'7И-3,  и  шакЪ  далЬе^  то  мы  будемЪ  имЪгаь 
К/7"*1  —   +  =  и  проч. 

1.2   .   .  .    П.(«  +  І_) 

Поелику  же  доказано  ,  что  по  довольномЬ  уменьшения  количе- 
ства "ы  остатки  Кіп+1  >  8І™-2,  Т/714""3  и  проч.  могушЪ  сделаться  мень- 
ше  послЬднихЪ  своихЪ  членовЪ  \  то  разсуждая ,  какЪ  разсуждали 
вЪ  предЪидущихЪ  подобныхЪ  случаяхЪ,  найдемЪ,  что  когда  сделается 

2  —  ахПо&.а)п+І  <>       ІП  ахШш.аТ,  то  остагпокЪ  К,714"1  не- 

1.2    ....    п(п+і)  *   1.2   ...   П.  '  ' 

обходимо  будетЪ  меньше  члена  - — —  ах(1о&.а)п  :  откуда  слвдуетЪ  , 

1.2    ...  71 

что  необходимо  сіе  будетЪ  ,  когда  /'  <^  д-7~ 1  ;  и  какЪ  число  и  по  про- 

изволенію    увеличивать  можно  ,    то  п  -\~  і   напослддокЪ  превзойдетЪ 

;  почему  К./71-1-1  еще  необходимЪе  будетЪ  меньше  — І- — ах(1о&~1)п> 

когда  і  <^  і.  И  такЪ  симЪ  образомЪ  количество  і  должно  быть  мало  , 

дабы  какой  ниесть  членЪ  -  1*  ах(іѳ^.(і)п  былЪ  больше,  нежели  сум- 

1.2  ...  п  4 

ма  всЪхЪ  послЬдуюіяихЪ  его  членовЪ. 

Откуда >  примЪчая  ,  что  вЪ  слЪдствіе  /  <^  і  степень  /  ,  по 
мЬрЬ  увеличиванія  указателя  п  ,  можешГЬ  сдЬлаться  меньше  всякой 
по  произволенію  дайной  величины,  которая  пусть  ~о%  каходимЪ,  что 

можетЪ  сделаться  такЪ  же  іп     —  у  и  следовательно  іпих  <^     и  какЪ 

*  ах 

Іо&.а  гораздо  меньше  н-|~і,  то  якстзуетЪ,  что  (Ьл^О'^Ч— С^5-ЛУ^0^-Л)> 
по  л'.ЬрЬ    укеличиванія  *  числа    п  ,    сделается    напослЪдокЪ  меньше 

1.2  ........  п  п  -і-  і)  (*)     и  потому  членЪ  -ах(Іо«.иі)п~*~і  (~ 

4  '      Л    ,  1-2'  ....  ТіО+О 


^*)    Ибо  явно,  что  (""|~"~~™)'^>  по  м^рБ  увеличііванія  числа  X  ,  можетЪ  сдѣлаться 

_(^&  ^} —      оставя   ть  ыепремЪнньшЪ;  следовательно    можетЪ  сделаться 
'     1.2  ...  п. 
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?а*і    (І0&а}     1  )  іпомЪ  паче  сделается  <^ 

1.2    .   .  .    П(П  -+-  1/ 

ИзЪ  чего  слодуетЪ  ,  что  величина  ,  содержащаяся  вЪ  ряду 

1.2  .       1.2-3  1.2  ...  П  . 

когда  і  <<  і  ,  есть  переменная  ,  имЪющая  предоломЪ  функцію 

Естьли  положимЪ  х~о}  то  величина,  содержащаяся  вЪ  ряду 
і  +  Но&.а  +*фі.ау*  -і-  _4_  _4_  7*  (Іо&.а  71 , 

1.2  ,-2-3  1-2  ■«•',« 

когда  і  ,  будетЪ  переменная,  имеющая  предЬломЪ  неопределенно- 
степенное  количество  а* . 

Заключеніе  сіе  ,  краткости  ради  ,  мы  изобразимЪ  такЪ 

П.Гі  +!1о&.а  +  {1(1ог.ау+^ио!г.аУ-\-  -)  ?1_(%.Д)Я], 

Естьли  вместо  натуральныхЪ  логариѳмоЛ  возмемЪ  обыкно- 
венные ,  или  какіе  ниесть  другіе  ,  то  поелику  Ьо&.у  ~  1-1о&.у ,  мы  бу- 
демЪ  имЬть  Іо^.а  ~  кЬо^.а  ,  и  потому  будетЪ 

1,2  1"2'3  •  •  •   П.  •* 

И  естьли  вЪ  первой  изЪ  сихЪ  формулЪ  положимЪ  а  ~  основа- 
нію  е  натуральныхЪ  логариѳмовЪ  ,  то,  поелику  Іо%.е~і)  получимЪ 

сі-иіі^і^-!2  ^.Л-  +  н  1-  ], 

и  оттуда,  разпространяя   і  до  /  будемЪ  иметь  натуральныхЪ 

логариѳг.ювЪ  основаніе 

е=П.[и-,+А^  .       .   І  ]. 

с  і  2   1    і .2  з    *  -    г  і.а  .  .  .  пн 

Изчисляя  сей  рядЪ  самымЪ  д"ЬломЪ  ,  найдется  ,  что  почти 
е:  2,7189818204590452353002874-7135266249  

(124.)  Пусть  у  или  /х  ~  і/й-х,  и  следовательно  У  или  /(х-^-і) — ; 
і/й.Х  или  я')Цх  4~  ')  >  будетЪ 

гаакЪ  же  і.2  ...  .  п(п  +  0Х^Ья.а)л(1о&.а)Х(=(Ьг.а)?Н-х),  и  следовательно 
*іЬмЪ  паче  сделается  1.2  .  . .  п{п  +  і )0  2%п  -+-  3}  . .  .  (і+Х)>-(2о^.а)71"ЬХ  3  по- 
чему, поставя  п  вмЬсто  п  +  Х,  сдЬлается  (Іо$.а)п  <^  1.2  ....  п  ,  и  тЪмЪ 
наче  (2°г-о)71~Ьі  <  і.2  п(м  +  і). 
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—  «04  — 

*У  ,  Й2, —  І/И.Х  >  -  — щ~ ~ш.х  , 

гіх-"^  ^х2   Я*3  ' 

#У  ^.т«  М^ф^х  .      .      .  . 

гіх4  <2х5 

АП     іѵ    .  -  АПу   

_ — 1  —  _і_і/;гх  и        —  , 
йлп— і  —  -Г-  ^х71  -г 

гд"Ь  верхніе  знаки  имЪготпЪ  мЬсгпо  ,  когда  п  —  і   есть  число  четное  р 

недЬлящееся  на  4  і  а  нижніе  ,  когда  оное  дЬдишся  на  4* 

ПотомЪ  им^ЬемЪ 

р    У  у    57  71  X    5ІП.Х 

Х^х    X —  х  * 

и  оттуда ,  полагая  X  постоянным!)  , 

  5271. X         57П.Х  С05  X 

(Гх          (X  — х)2  X— х  * 

СІгР   2(я'а.Х        5777.х)  2С05.Х         ,  $іп.х 

гіх2   (X  —  х)'3  "  ух— "хУ    I    X—  х  * 

ЙЗР   2.3(5/71. X' —  5771.Х)  2-ЗС05Х       ?       35771.Х       і  С05.Х 

«іхЗ   (X— х)4  ( X  — ~х)3       ( X— х~У    '    Х-^х  5 

Й4Р  2. 3-4( 5771.Х  —  5771.x)        2.3.4СО5.Х      і      3. 45771. X      .       4С05  X  5771. X 

3x4  "     (X  —  х)5     :        (X— х)1  /Г" (X—  хр  Т~ (X— х)2        X  —  х~  * 

<25Р   2.3.4. 5(5771. X— 5771. х)         2.3.4.5005.x         3.4.55/77  X  4  5С05.Х  55771.Х  С05.Х 

гіх5  —  (X— "х>-"  (X  —  (X  — ~х)4 (Х"3 ~"  (^Г-^х]2  ~~~  Х~^-~х  * 

ЙПР  2.3.4.5  .  .  .   7і(5771. X         57П..х}        2-3-4-5  •  •  •  71С05.Х         3.45  .   .   .  П5771.Х    .    4  5  .  .  .  ПС05.Х 

<іхп   (Х-х)№-  (X  —  іф  Ь    (Х-х)71  1  (Х^х)^1^ 

5-6  .   .   .   715777.Х  6  .  .  .  ПС05.Х  ■         ТШ71.Х        ■  С05.Х 

'       (X  — х)71— 3  '       (Х-х)71— 4  ***   *    ►    •    •    ІІІ(Х—  Х^> 

гдЪ  ?  какЪ  и  предЪ  симЪ  ,  верхніе  знаки  имЪютЪ  мЬсто  ,  когда  п  —  і 
есть  число,  четное  ,  не  делящееся  на  4  і  а  нижніе когда  оное  дЬ- 
лится  на  4- 

И  такЪ  пс«  формул"Ь  разложетя  будемЪ  имЬть  вообще  : 

іІ>1.(Х~}~І)~  5ІИ  Х-+-  ІСОі.Х  —  5/77. X  І^—СОі.Х  -|-  — ■-  Ш.Х  +  С05.Х  

12.  1.2.3  1  2-3-4  І-2-3-4-5  * 

  іп-і  .   ,        {П  ДТір  {П-і-1 

5/»Х_і-.  —СОУ.Х  ' 


......     ..     -Г-,а>  ..(л—*),  ^1.2..  .  71  ^С<ХЛ   1.2  .   .  .-71 

,    •  /2.  -  і$  ,       /4     .  /5 

~  5Ш.Х  -\-  ісоі.х  —  — ип.х  (-в5,х_4_—  яп.х-\  гСОі.х- 

і.о.  і.2.г         '•  1.2.3.4 


»3і  '    1-2.3,4,  і-а-34-5 

  іП— I  .   ^  /71 

.........       .      .   -+~  ;  -ЯЯ.Х^  СОІ.Х 

1.2.3.  ..(71  1)  і-2-3,  ...77.- 

•    ,    і  л  ,    /2  •  /3  /4      .  /5 

_|_5/Й.(Х  і  ;)  і!П.Х—-!СО!.Х'~\-  —5'М.Х-І  Ш.Х-  СОі.Х 

1.2  г  2.3  і  2.3.4  1.2.3.4.5 

,  Іп     1  •  ,  7» 

X  -4-  СОІ.Х  ^ 


1.2...  .  {П  —  і)  — -  1-2  . 
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ото  есть  уравнечіе  тожественное ,  коего  члены  взаимно  одни  другихЪ 

у  н  и  ч  оіожаю  ахЪ. 

Пусть  еще  у  или  (яг—.сві.х,  и  следовательно  У  или  }(^х^$~е6і.Х 
или  соі.(х    і)  ;  будешЪ 

*у  —  _,;».*,  й2У  —  —  еоі.х  ®2  гг~+5шіХ9АЧІ=}4-соі.х  9 

йх   '  гі*2   ^хЗ  ~        *Лх-+ —  г* 

з/,=—"ж-х>-&=— ■        .    •  • 

ау  —  _4_  яя.  х  ,  Г-2:  —  !_ .  о  х  , 

гдЬ  верхніе  знаки  имЪюгпЪ  мйсто  ,  когда  «  число  четное,  недЪлящее- 
ся  на  4  ,  а  нижніе  ,  когда  оное  долится   на  4- 
ПотомЪ  иаіЪемЪ 

р  V  — у  со?.Х  — ■  со5..ѵ 

X—  х   X  —  х  5 

и  оттуда  ,  полагая  X  постоянньгаЪ  , 

СІ?    СО?  X  ■ —  С  5  X      !  51П-Х 

Ах          (X  —  х)2       '    Х^л  9 

<І2Р  2(С0?.Х  —  С05.х)     у       0.5ІП.Х      ^  С05Х 

ей*   (X  —  х)і        '    ( Х-х)2    '    Х^х  ' 

й-ІР    2.з(с05.Х  —  С05.х)     .       2.  ^ІП.Х      .       $005  X  у/п.ЭС 

<Ш         ~ (X  — х)+  '    (X  —  х)1  "Т~ (Х-х)2        хЗя  * 

Й4Р   2. 3. 4(С0<Г.Х  —  С05х)  2.3. 45/я. X     .      3  4С05.Х  45/и.х  С05.Х 

^хТ   (X  —  х)5  Г  (Х-х]4    '    ѵХ  ^х^        ОГ^хУ2        Х^х"  5 

СІ5Р  2.3.4.  $("сО5.Х  —  С05.х)     |        2.3.4.55277.x       ,     3-4.5С05-.Х         4.55771.x         Г  '05.Я       ,  ІІП.Х 

<іх5   (X  —  х)<>  '       (Х-х)*  X  -х}4  "~  (Х-х)3~~(Х-х)*      Х^  * 

гібР   2.з.4.у.6(со5.Х  —  со5.х)       2.3.4.5.65771.x  3.4.5.6005.x         4.5.6527І.Х         5-6С05  X 

&х~Ь  ~~  (X  ху  1      (Х—^х (X  *)5        (X  — Т)4      (X — -хуі 

і  6.5771.Х         ,  С05.Х 

*  (X— ~ху-        X—  х  * 

іПФ  2-3  ...  7і(с05.Х— С05.х)         2.3. ..  П5ІП.Х        3.4  .  .  .   ПС05.Х       4.  5" .  .  .  715777. X         5.6  .  .  .  7ІС05.Х 

йх^  ~       (Х-л)Л-Н*  Н  (ІГ^  *)*     Н  (X— х)*"1"  ~~  (X  -  2       (  Х-*)»— 3 

6.  .  .   .  П^'тг.Х         7    ,    »    .    71С05.Х  П"ІП.Х      .  С05.Х 


(Х-х;'1— 4  '     (Х-х)"-— 5  *     -     *     *     *   (Х-х)2  —  Х-х* 

гд"Ь,  какЪ  и  предЪ  симЪ  г  верхніе  знаки  имЬютЪ  мЬсто,  когда  п  есть 

число  четное,  недЬлящееся  на  4  г  а  нижніе,  когда  оное  д&лится  на  4' 

И  такЪ  по  формулЬ  разложенія  будемЪ  имЬть  вообще: 

-р  і)  _  соих  —  шя  х  —  —  ш*х  +  -І^.  я'и.х  — Ё._  со$.х  . — І- — ип.х 

і.2  1.2-3.  Ь234  і. 2.3.4  5 

;6    /71  1  .   г7Г  ^Пр  7П-+-І 

 «м.х_|_    ,  н  .—  л/я.х.  і        —  се'і..х-і-  -— =  — 

1.2.^.4.5.6  '^1.2...  .(ті-і)      7^*4.;.».       с  4хл».2.._.» 


— шя.ѵ— .    г0$.*н  ш/.х^  нПіХ—  ѵп.х  —  :  

1.2                  1.2.3                  І.2.3.4                 1-23.4.?  І.2.3.4.5.6 
,   %Л—  I  '.  ,   ,-71 

4-  -4-  — !  ерям 

1     1.2  ...  .  (Л—  і)  1      1.2  ....  П 

_4_«м.  (х+;) — соя. х  -\-  іііп .х  _ь    ..в^.х  -3  * ?'».  х  - ^гоі . х_4_ — . - —  ш ■  х 

1.2       ^           І.2.3                   12.3.4  12.3.4? 
(6                                                                         ІП—І                .  {% 
_І  С05.Х   ....     Ч  Ш.-Ѵ  +  СОі.Х 

1.2.3.4.5.6  — 1.2  (и— і)        — і.а  ....   п.  - 

пто  есть  паки  уравненіе  тожественное  ,  коего  члены  взаимно  одни 
другихЪ  уничтожаютЪ. 

И  такимЪ  образомЪ  найденныя  для  я'хп  (х  -\-Т)  и  соя.(х  -\-  г)  форму- 
лы мы  не  иначе  писать  можемЪ,  какЪ  такЪ  : 

іІН.(х  4"  І)  ~  51 П  X  -#-  І  С05.Х   І—5ІП.Х,  І^—СОЯ.Х  -4-  —  —  -  Я'ПХ       „  —  С05.Х 

1.2  х-2-3  І-2-3  4  І.2.3.4  ? 

,   ѴЛ —  I  .  ?Л  *і  I  т 

  ...      -Ь  -ЯЯ.Х  н  :  СОі.Х-гКГ^  , 

1      12....  (Л—  і)  1.2  ....  Л 

таЪ  К  —  !  ^р  и  Р—  »»-С«-+-0-«ія.х  . 

л  .'.  .  ,  «ДО  г  * 

х  +  ;)  ~  со5.х  — .  15Ш.Х  —  — соя.х  — 1  5Ш.Х  -4  гм.х  ипм 

1.2  '     І.2.3  І.2.3.4  І.2.3.4.5 

2*5    7*Л   -  I  \УЪ  I  т 

 ■  .  .  .  н  ?    «>*.х-г  К/'^  ■ 

1.2.3.4. ?.6  1.2   ....  (Л  • —  і)  1.2  ....  Л  " 

Л  — '  1.2  лДО  —  і 

ЛримЬчая  же  ,  что  — . — ~  соя  (х-\-і)  —  !~Г  —  сс$  х 

1      І.2.3  Л  1      1.2  Л- 

|іН-1  .  {Ч-\~2  _  _ 

-4—  — с— — ш.х-Ч--— —  ,    мы  у    по    предЪидущему  ,  будемЪ 

• —  і.2  п.       —  і.2  пах 

ИмЪть  два  предела 

і2  ■       із  . —    /л— і     .   ;   і% 

ЯШ,Х-Ь-П0Я.Х  -~-ЯМ.Х  —С05.Х-+-.  .  .  _1_  ІШ.Х   I  -   '  05. X  И 

1-2  І.2.3  1.2  .  .  ..  (й- 1)  I     1.2   ....  л 

р  -  гЗ  .   /л— I        .      ,   ,71  ,     ,  ч 

ІІП.Х  і  1С05.Х  5Ш.Х  С05.Х-1-.  .  .  _4_  .  і/Я,Х_і_   СОЯ  .(X  4  /) 

1.2  І.2.3  I     І.2....(м-1)  П-І.2....Л         4  5 

между  которыми  функцгя  ш.( х  -4-     содержится  ; 
такЪ  же  будемЪ  имЪть  два  предЪла 

т.Х   І5ІП.Х          —  С05.Х  ~-\  —5ІП.Х  ~]  !І_Г05.Х   

1-2                 1       1.2-3                        1-2-3-4  •  .  •  . 
  {П.  1                     .          .   2-7Т- 

—и  ■ — ;  ііп.х  _і_  со5.х  и 

'       1-2  (Л          і)  1      1.2  ....  71 

'2.  "2  шл_ 

ССІ.Х  —  І51П.Х    —С05.Х  ~\  1  5ІП  Х  ~-Х-  —  С05.Х   

1.2  1       1.2.3  1 -2.3-4  .... 

,  ,  і  л — I  .    і'Л 

,  -4  -.  -5Ш.ХІ  со$.(х  4-  Л  , 

1     1.2  (Л —  і)  ^1.2....П        4  '  * 
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между  которыми  функція  ео$.(х  +  і)  заключается. 

Или,    вЪ  послЬднихЪ    членахЪ    вторыхЪ    предоловЪ  вмЬсто 

соі.Сх  соі.х  —  п'т-х  —соих  -4-  -—  —    поставивЪ      сох.х  —  ііім.х 

■  '  1.2  1      СІХ2  1.2 

—  і^соз.х  ,  такЪ  чтобы  ,  поелику  со5*(х Ц-  /)  —  (со$.х  —  ти.х  —  'Гсоих)  ~ 
^.—со5.х-\~-~гі-'>  членЪ   г-  со$.(х  \  і)  сдЬлался   меньше  точ- 

1.2  СІХ'2  1.2  1.2-  ....  71 

ной  своей  величины  ,  мы  получимЪ  два  тпЬсвЬйшіе  предЬла 
$іп,х-\-ко$.х — -- віп.х  г—со$.х-+-  — ==■  с0*-х  и 

1.2  1.2-3  1-2  '  •  •  *  •  71 

г  2   .           2'3                            {Ѣ                    і'п-Ы     .  2-тг-}-2 
5ІП.Х-\-1С05.Х  —51П.Х  т.Х_і_    С05.Х-+-  ЯЙ.Х-+- — — — т.х 

1.2  І.2.3  '  І.2....ГС    1.2  71   1.2  ....71 

между  которыми  величина  функціи  ип.{х-\~Т)  содержится  ; 
такЪ  же  получимЪ  два  тЪснЬйшіе  предЬла 

/2  г"3    .  2+    іп 

СОі.Х  ШіІ.Х       — <Г0*Х-4  -І/Я.Х-І  <Г0У.Х          .    .    „    -]  СОі.Х  И 

1.2.  1-2-3  •     І-2..3.4  ЬА  ....  П. 

/а  /з    .  ,4.   ,         ѵл .'  . 

т.х — шя.х —  — соі.х-і  «я.х_і_  т.х —  .   .  .   с<и.-я 

1.2  І.2.Ч  1.2. 4.4.  "  1-2  71 

г'ПН-2 

зьп.х  ч-  С0І.Х 

71  ;         1.2  .....      71  - 

между  которыми  величина  функціи  с05.(х  заключается. 
Естьли  же  положимЪ  х  ~;  о  >  то  будемЪ  имЬіпъ 

ши~г--^^-Л  .       .       .       .      =іТ__^  +  гі*+'и 

І.2.3  Х.2.3.4.5.  1.2  71 

т./=і_ІІ+_ІІ___      ....      ^  »-  ч-п^1' 

1.2      1      І.2.3.4  І.2.3,  ■   •  •   •  71 

гдЬ  г  есть  шо  ,  во  что  обратится  К,  когда  положится  х  ~  о. 

И  два  предЪла ,   между .  которыми  величина    количества  >/"«;/ 
содержится  ,  будутЪ 

і  _  і3     і      гТ  . —          'ш  \ 
г —  .       ...»       -4-  ;   и 

Х.2.3.     1    .1.2.2..4-5  '  '  '      І-.2  ..  .   .-  .  П(П-+-і) 

-  'іЗ  г5     .    \ѣ  гП-+-2 

I   )  — г— —   - 

1.2.3         1.3.3.4.5-    ,  '   71-  1.2  ....  п-5 

такЪ  же  дпа  предала  г  между  которыми  величина  количества  соз.і 
заключается,.  будутЪ 

1  —   .       ,       ..       .       -Х-  —  —  И 

Х.З      1       І.2.3.4  ~  1.2  Л 

1.2  ~г- 1.2.3 4  *      '      "^ГГГГТТ^ЗГі.с  . 

Мьх  замЬтимЪ^что  число     означавшее  иорядокЪ  послЬдне-взятаго 


ІЗ  . 

 ^ап.х-і- 

1.2.3 

24 

 < 

1.2-3.4- 

/з  . 

-]  И».  X  _і_ 

7  + 
 ( 

1.2.3 

І.2.3.4 

{П-г-і 
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дифференціала ,  здЪсь  вЪ  случая  разложенія  шА ,  уменьшенное  і  ,  піо 
есть  обращенное  вЪ  я  —  і  ,  означаетЪ  двукратное  число  предЪидущихЪ 
членовЪ  ряда  со  изключеніемЪ  послЬдняго  члена  _і_  ,   и  есть 

1.2-3   •  •   •  71 

всегда  четкое  ;  притомЪ  когда  оное  не  долится  на  4  >  шо  имѢешЪ 
мЬсшо  верхній  знакЪ  ,  а  когда  долится  ,  то  нижній  ;  вЪ  случав  же 
разложенія  соз.  і  число  и  само  по  себЬ  означаетЪ  двукратное  число 
предЪидущихЪ     членовЪ    ряда     со  изключеніемЪ    послЬдняго  члена 

_1  ,    и  есть  всегда  четное  ;  притомЪ  ,    когда  оное  не  до- 

1    I. .2  ....  п 

лится  на  4  >  то  имЪетЪ  мЪсто  верхній  знакЪ  ,  а  когда  дЬлится  ,  то 
нижній.  ИзЪ  чего  слЪдуетЪ  ,  что  естьли  вЪ  гпомЪ  и  другомЪ  разло- 
женіи  число  предЪидущихЪ  членовЪ  будетЪ  одинаково  ;  то  указатель 
количества  і  вЪ  послЬднемЪ  членЪ  перваго  разложенія  будетЪ  едини- 
цею больше  указателя  того  же  количества  і  вЪ  послЬднемЪ  членЬ 
другаго  разложенія, 

Естьли  ,    неполагая    еще     х  ш  о  ,     кЪ     последнему  члену 
вмЬсто  остатка  К/пЧ_І    присоединимЪ  слЬдующш 


п 

членЪ  ііп.х    сЪ  соотвЬтствующимЪ   остаткомЪ  8іп_+"2  ; 

1.2  ...   .  п(п-\-і) 

то  ,  поелику  по  довольномЪ  уменьшеніи  количества  ;  остатки  сш 
могутЪ  сдЬлаться  меньше  предЪидущихЪ  своихЪ  членовЪ,  мы  найдемЪ, 
разсуждая  ,  какЪ  и  прежде  ,  что  остатокЪ  Кі71^1  необходимо  будетЪ 
меньше  члена  С  соі.х  ,  когда  2  . —  -ііп.х  сдЬлается  мень- 

.  1.2   ....  П  1.2   ...   •  П(П  +  I) 


ше  сего  самаго    члена  1  со$.х  ,    то    есть    когда  сдЬлается 

1,2  .    ...  71 

і«<  ЦпЛ-  і)—  >   или  все  тоже  ,  г  <^ІІІ_$  и  какЪ  число  п  по  про- 

2  4  У  5ІП.Х  2ГС1П{г.Х 

изволенію   увеличивать  можно ,  то  напослЬдокЪ  п  -\-  і  превзойдетЪ 

Ыап&.х  ,   и  будетЪ    Д±1-  >>  і  ;  чего  ради  Кі^1  еще  необходимее  бу- 

гіап^.х 

детЪ  <^  ^  соз.х  ,  когда  воз^іется  /  <?  і. 

1.2  ....  71 

Откуда,  поелику  т.х  всегда  <^  і,  слЬдуетЪ  ,  что  величины, 
содержащаяся  вЪ  рядахЪ 
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з'т.х  \-ісо5.х 


і2  .  В 

—  5ІЯ.Х. —  .  С05.Х 

12  1.2-3 


1.2  . 


-С05.Х  и 


-С  05.Х 


І4 

Н  «й  -  -ѵ  -I  го  у.  х  —  ■  _ 


С05.Х  15Ш.Х  - 

1-2-  1    ^ІЗ  '  І-2..3-4 

когда  /<<  і  ,  сушь  перемішныя,  имЬющш  пределами  функціи  ш.>-|-/) 

И  естьли  положимЪ  х  —  о  ,  то  величины,  содержащаяся  вЪ  ря- 

дахЪ 


і.2.3    1    і-2. 3.4.5 

Ѵ2 


И 


г 

1.2 


/4 
1 -2-3-4 


когда  ;Хі,  будутЪ    перемонныя ,    имЪющія  предЪлами  количества 

Ш.І  И  С05.І+ 

Заключеніе  сіе  ,  краткости  ради  ,  мы  изобразимЪ  піакЪ  : 

  {      _  Р 

■з 


51Я.1 


/=П.П_^1_і  і5 

1.2.7     '  1. 


С05 


*"  1-2  1 


2-3  4-У 
і4 


]  и 


■ІП — I 


І2-3-4  і.2  .  ....  (п.—  і> 

гдо  вЪ  томЪ  и  другомЪ  разложеніи  ,  какЪ  то  явствуешЪ  изЪ  заміэ- 
ченнаго  выше  ,  число  членовЪ  есть  одно  и  тоже. 

Откуда,  вЪ  слЬдствіе  алгебраическихЪ   началЪ  ѳеоріи  предЬ- 
ловЪ  ,  мы  будемЪ  имЪгпь 

/з     ,  {У 


іап%.і—  П. 


соі.і  —  П. 


1-2.3  1.2.3.4.5 

/4 


іп — і 


1  —  . — 


1.2.3.4 
г'4 


1.2 


— I 


1.2  І.2.3.4 

ІЗ      .  І5 


(п— і) 


-НіТ 


1.2.3     '      І-2.3-4-5  *      '      '  '     1.2  . 

и  проч. 

На  сихЪ  формулахЪ  основано  сочинете  тригонометрическихЪ 
табдицЪ;  но  для  уношребленія  ихЪ  кЪ  сему  предмету,  надлежишЪ 
определишь  еще  длину  окружности  круга,  или  какой  ниесть  изве- 
стной ея  части  ;  что  вЪ  слЬдующемЪ  и  покажемЪ. 

(125.)  Пусть  у  или  ./х— А.5Іп.х,  и  следовательно  V  или/(х~ьП.= 
А.ш.(х-И);  будетЪ 

27 
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Су    і 

А2у   а: 


Ах2 

й3У   1  3*' 


  3-3*         |.  _  3-5** 

***  (і—  Х2^       '      (і"Х2)-5  9 

&Ь   3-3  I     2-5-9  *2      і  3-5-7-*4 

**5  ~  (і -х*%       0  —  (і  -  х2  Й  * 
  3-3- 5~- 5*      ,    з-з .у. 5-2«3    .  3.5.7.9x5 

ИЛ  (і  —  Х2)2  (і—  Х')2  (і—  ЭС2)* 

<*7У    3  3-5  5  [_  3-5-5-7-9-*2    .    3-3-5-5-7-9*4    [    3-У-7-9-*  ^& 

"л      (і  — х2)»      С1  —  *  ]3      О  — я  ;2       С1  —  х2)* 
и  проч. 

ИзЪ  сихЪ  выраженій  не  трудно  будетЪ  усмотреть,  что  когда 
число  и,  показующее  порядокЪ  послЪдне-взятаго  дяфферевціала ,  бу- 
детЪ четное  ,  то  произойдегаЪ 

^__з5.5-72  (п^)2х+Х  и 


Ахп 


(1  — Х2)^- 

гдЬ  X  и  2  суть  функи,ш  количества  х  ?  которыя  изчезаютЪ  когда 
положится  л  ~  о. 

И  такимЪ  образомЪ  по  формулЪ  разложенія    мы  нолучимЪ 
А.і  іп.Сх  +  /)~  А-хіи.х  -Ь  г — ^  —  -\ —  *  1 — І — І. — — —  _)  -~ — ")-}-».  » 


Л2-*2  7Ѵ  О-О3  .        г^Н-і       /3Д.уЛ7а...(п-Оа  ,  7 


і.2...:і[                                '  Р~                                       Я.-+-1  * 

\  (г  — я2)—  У                         — аг'рп  / 

_  +   с,  '  і  ^д-Ьір   А.527і.(х  -4-  г)  • — А.5ІЛ.Х 

гдп  Ь   и   Р   і — . — -  • 

ИоложивЪ  же  х~о%  такЪ  чтобы  была  А^мп^х.  -\-  і)^&$ік.ц  мы 
будемЪ  имЬть 
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2.3       в.4.5     «.4,6.7  1  1  2.4.6.8 ...  Чге  +  О 

гдЬ  і  то,  во  что  обратится  8,  когда  положится  х  ~~  о.  (*) 

И  какЪ  здЪсь  каждый  членЪ,  не  только  двукратно,  но  и  гораз- 
до болЬе  кратно  взятый  ,  есть    меньше  своего  предЪидущаго  члена  , 


(*)  Общій  членЪ  сего  ряда  '  *  '-  '.^*  —іп~^'1,  изображу ющій  законЪ  онаго, 

4  у  г       2.4.6.8  •  •  •  .щп-і-і)  - 

весьма  удобно  найденЪ  быть  можетЪ  еще  слІдуюшимЪ  образочЪ  : 

Поелику  ~ ~  —  1   Г1— х2)  3'  гао  С1е  последнее  выраженіе  приведши 

Ах  Ѵі-х- 
по  формул^  вовышенія  вЬ  рядЪ  ,  будемЪ  имЬгаь 

111  п~  1 

—  —  1  +  |х2-4-^х4-4-™х6-|-   ....         2   *  2  .  _-  хЧ-  и  проч.  , 

Ах  1.2  1.2-1  Ъ 

І2'3 2 

или  перемножая  знаменателей  дробей,  кои  суть  множители  числителей  пред- 
стоящихЪ  ,  на  соотвЪтственныхЪ  множителей  знаменателей  сихЪ  самыхЪ 
иредстоящихЪ  ,  мц  получимЬ 

+  $х*  Нг  ^1x4  -К^хб-Ь  ч_х.3.?...(п-0;еи+и 

ЯЛ  24  2.4.6  2.4-6      ...  71 

ОзначимЪ  предстоащія  сего  ряда  буквами  А,В,С  . .  .  В.,5  5  мы  будемЪ  иміть 
—  і -4- Ах2 -4- Вх4 -4- Сх6 -4- .    .    .   .    .    .    -4- Кх71 -»- бх71"*-2 -}-  и  проч.  , 

Ах 


Аау 
Ах2 
АЗу 
Ахі 
А4у 


_  2Ах  ■+-  4ВхЗ  -4-  6Сх5  ф  пКхп~ 1  -4-  (п  -4-  2)  Бж^-И  -4-  и  проч. , 

Ах2 

і\  +  34ВХ2  +  5.6С«4  -4-  .  .  .  (в  —  і)пКжге— 2  -4-  (п  -4-  і_)(п-Ь05*п  -4-  и  проч.  , 

АхЗ 


 -4-2.3.4ВХ-4-4  5.6СхЗ-+-  .  .  .  (п-*Хп_ 0пКлП~ З+Ч^+ОСи-НО5*71- І_г-  и  пр. 

<іх4 

и  такЪ  далВе  до 

^Н=РГ  —  1,2,3    •,  •    •    •  -аВі-4-3.4   .    .    .    .    (п  +  2)5х2-Ь  и  проч. 
Теперь  когда  положимЪ  х~о,  то  сделается 

ата-»-**  пк-і.а.з-4  С,г~^-з2^2--  -С*-*)2* 

ах71^1  2.4.6   ....    л.  ѵ 

каковая  величина  есть  та  самая,  вЪ  которую  обратится,  при  гпомЪ  же  поло- 

дтН-іу                    з252  72  •  •  •  .  (п  — і)2 
женіи  х~о,  прежде  наиденное  для  ■  3—  выражете  -  і  і — к-  2. 

ЙХ71-*"1  71-4-1 

(і— х2)— 

_  ^П-Нт-у  ,-П-І-і 

Что  же  принадлежитЪ  до  всего  общаго  члена  ■  ,  ,■  щ  

57  * 
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когда  і  <^  і  ;  пто  изЪ  итого  заключишь  можемЪ  ,  чшо  величина  ,  содер- 
жащаяся вЪ  ряду 

і  -4- і%: ■  ІЗІІ  4_  11  і/1  _і_  а_  т-з-5-7  ■  •  •  •  Сі^),*+* 

2-з       2.4.5     '    2.4  6.7     1  *  '  1     2.4.6.8    .    .    .     п(л-Ь  х ; 

когда  /  <=^  і  ,  есть  переменная  ,  имЬющая  предЪломЪ  Ал/я./' ;  каковое 
заклгоченіе  ,  краткости  ради  ,  мы  изобразимЪ  такЪ  : 

2.3       24  5        2.4  6.7    1     ■*-*'  *    1    2.4.6.3.  .  •  -и(л-4-і) 

Естьли  возмемЪ  дугу  вЪ  Зо  градусовЪ  ,  или  ~  І77  ;  то  поелику 

6 

ш^7Г~*у   мы  будемЪ  имЬть  К.$'пиг  ~  А.і'ш.~  ~  \ті->  и 

5  ^^24.з    1^2^.4.5^28.46.7^  -Ь27М-2.4.6і3  ...  ^л+1у> 

каковый  рядЪ  есть  весьма  приближающиеся.. 

Естьли  изчислимЪ  сумму  десяти  первыхЪ    членовЪ  сего  ряда 
то  получимЪ  приближенную  величину  ітг  1^:0,52359877,  и  умноживЪ  на 

б,  будемЪ  имЬть  таковую,  же  величину  полуокружности. 

7Г  ~  3,14159262  , 

которая  разнится  только  вЪ  восьмомЪ  знакЬ  десятичной  дроби  отЪ 
самой  большей  приближенной  величины  ,  найденной  МахиномЪ  и  Лаг- 
ни  ;  каковая  величина  есть  слЬдующая  : 

7Г.Г^зД4і592б5з58979323846-2б4.'?383;279502884І97і693993751 35820974944592 

3078164062862089986280348253421170679821480Й65132723066470938446    .    .  * 

КЪ  величинЬ  сей  достигли  посредствомЪ  ряда  ,  который  на- 
іпелЪ  первый  ЛейбницЪ,  и  который  произведенЪ  быть  можетЪ  слЬ- 
дующимЪ  образомЪ  : 

Пусть  у  или  \х~  клап^.х  у  и  следовательно  У  или  Дх  -+-  з)  ~ 
А.Ш&.(х  +  і)  ;  будетЪ 


формулы  разложения  ,  то  явно  ,  что  оный,  при  положеніи  х  ~о,  сдѣлается 

~і.2.3  .  .  .  .  ПК  *±  _К^х__  ,.3.,  (п-О^ 

1.2.3  •  •  •  •  Ч^Н-х}      п  +  і        2.4.6)  .       .  п(п4-  і), 
хакЪ  то  и  предЪ  симЪ,  нашли.. 
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сГу   і 

йх        і  -4-  х2  9 

А  2$   2Х 

Ах2  (14-х2)2' 

Аіу   2         |  8х2 

сйз —      (7+  х2)2  '  (ТчГх2)!  * 

іу    24Х  48x3 

йх4           (7+  х2)3         (Т+ х2]?  * 

4ѵу  24  288х2     _  ,  384x4 

гіх>  (і+х2)3        (і  Н-  х2)4    і~  ^  -^г^9 

А6 у  ?2эх        I  3840*3  384эз:? 

«К?   72д         I     1728 эх2  57600x4  46о8охб 

Йх7  (і .+Ж2;4~і~(і"+х2)5        (і+ж2)6  '"(х+х2^ 
и  проч. 

ИзЪ  сихЪ  выраженій  не  трудно  будетЪ  усмотреть  ,  что  когда 
число  я,  показующее  порядокЪ  послЬдде-взятаго  дифференциала ,  бу- 
детЪ четное  ,  то  произойдешь 

Апу  ■  1.2.3  ■    .  .    п  ѵ 

^,—  -4  хн-ХИ 


$П-\--!у    І-2.3    ■   •  •  • 


2, 


гдо  X  и  2  суть  функціи  количества  л: ,  которыя  изчезаютЪ  ,  когда 
положится  х  ~  о  ,  и  гдЬ  сверхЪ  того  верхніе  знаки  имЬютЪ  мЬсто  , 
когда  четное  число  я  не  дЬлится  на  4>  *  нижніе,  когда  дЬлится  на  4. 

И  такимЪ  образомЪ  по  формулЬ  разложенія  мы  получимЪ 

4  *+*2       1.2  СИ-Ж2)2       І.2.3  Ѵ(і+д:2)2       О+^2)3^  *  " 

ГдЬ  §  =  1  ^П4"1р    И-  р— .  А^аи^Сх  Ч-  0  —  к.1ап&.х 

і.а.з;...'п(№фі)йл?И-*  г 

ПоложивЪ  же  х~  о  ,  такЪ  чтобы  была  А./л»#.(х  +  ;') :  —  А.Ш&Л 
мы  будемЪ  имЬть 


\ 


N 
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гдЬ  ;  нто,  во  что  обратится  3,  когда  положится  х~о  (*). 

И  поелику  здЬсь  каждый  членЪ  меньше  своего  предЪидущаго  , 
когда  г  <^  і  у  и  притомЪ  разнаго  сЪ  нимЪ  знака  ;  то  изЪ  того  заклю» 
чишь  можемЪ  ,  что  величина ,  содержащаяся  вЪ  ряду 

•  ІЗ        І5        П  —  »яН-і 

'      з~       Г       7  "Г"  -   .   •   •        г^Г,  ^ 

когда  і  ,  есть  переменная ,  имЬющая  предЪломЪ  АЛап%.і  •  каковое 
ааключеніе  ,  краткости  ради  ,  мы  изобразимЪ  такЪ  : 

і.       ^     1   5         7  п-і-і-1 
ТаковЪ  есть  рядЪ  найденный  ЛейбницемЪ. 

Естьли  положимЪ  ,  что  А4лп^.і~^5°  или  ~  І7Г  ,  то  ,  поелику 
іап&.^5°—  і  ,  будетЪ 

Но  сей  рядЪ  есть  весьма  медленно  еще  приближающейся  ;  чего 
ради  3  вмЬсто  дуги  вЪ  4-5° ,  обыкновенно  берется  дуга  вЪ  Зо°  ,  кото- 
рой тангенсЪ  ~  _і_ ,  потому  что  тангенсы  меньшихЪ  дугЪ,  сЪ  окруж- 

ностію  соизмЬримыхЪ,  еще  болЬе  сЪ  единицею  несоизмеримы.  И  такЪ, 
но  причинЬ  что  дуга  вЪ  Зо°  ~  |тг ,  будегпЪ 

->    тт  Г-   ч  і  %  1    1  1 


Уз     З'З^з      5-зѴз      7-з^з  («^о-з^з] 


и  самая  полуокружность 

7Х  —  П. 2 


_і  _±  ;  |_ 

3-3        5-І1        7-33    '  * 


уз- 


(*)  КЪ  общему  члену      *П   й  сего  ряда  можно  достигнуть  еще  тѣмЪ  способом!», 

который  вЪ  предЪидущемЪ  примЪчаніи  мы  изЪяснили.    И  ноступивЪ  по  оному 

сЪ  выраженіемЪ  — —  -.  найдется         г-   ; — - — г —  — ;  — - 

 п  . 

_4_ — --  ,  гдЬ  знакЪ  —  имЬеяіЪ  аЪсто,  когда  —  есть  число  нечетное, 

когда  четное. 


Чтобы  избегнуть  глухаго  числа  "]/3  ,   то  возмемЪ   дугу  вЪ  /|_5° 

и  положимЪ  ее  разделенною  на  двЬ  дуги  а  и  Ь ,  такЪ  чтобы  была 

сумма  й-і-^  — Ітг  —  дуг.  вЪ45°;  будетЪ  Ш&Іа  Ч-  Ь )  -  ^а  +  Ып%Ъ  -  і , 
4  і—Ып.^.аіаѣ^.Ь  31 

и  оттуда'  получится  іапрі.Ь  .  г 

.  "'  і  -+-Тап%.а 

Теперь  есгаьли  положимЪ  іап&м  ~  I  ,   то  найдется   іап&.Ъ  ~  I ,  к 

потому  двЬ  дуги  а  ш  Ь  изобразятся  чрезЪ  соизмеримые  весьма  скоро 
приближаюшіеся  ряды ,  коихЪ  сумма  дастЪ  приближенную  величину 
дуги  |тг  >  и  будепгЪ  самая  полуокружность 


I  I.        Г  I 


1.2        3.2З.  Г  5.25        7л7~  '         *        "1(71+ іЗ.а^-Ь1 


Ь'-З        З-ЗЗ    1    53.5        7-3'    1  *  "^(і+О-З714-1- 

Английской  ГеометрЪ  МахинЪ,  о*  коемЪ  мы  выше  упомянули,  нашелЪу 

что  дуг.  І7і  —  /^А.іап&.І^  —  А.^дя&.^І-,  и  вЪ  чемЪ  удостовериться  мож- 
но; пгакЪ  і  Пусть  А.іащЛ — будетЪ 

ш&.ха=:-аЫп*л    —  X  и  гдй^4 а ~    **а*і-™_  — .щ? - 
і  —Ыщ,а2        12  °^         і- (Аад^.га.)2   119  > 

и  какЪ  іап$.І7Г  ~  і%  шо  явствуетЪ,  что  І^а ^>  Ія-;  пусть  4-й  — -  ітГ  ~  #,  бу- 
детЪ гмд;»  —  ^-^т^і;      ^іі^-і  — чего-    ради,  поелику 
і-Ма>г#.4а<'ап&.^тг       і іап^а  239 

4-л  —  Ъіі~Ь  у  будетЪ  І7Г ~ 4й  —  ^  —  4-^,ГДЙл'|  — 

Теперь  ,  естьли  вЪ  предЪидущій  рядЪ   вмЬсто  I  поставимЪ  по 
переменно  |  и  то-  получимЪ 

л  или  А.Ш&.*  ~.ЛІ—  — і        .  ..      ^Р—  — -т—1 

и  #или  А.Ш8,—  —  И.Г--  1  1  ,  —  .   !  _|. 

239.  "-239      3-^393       5-2395       7-2397'      *        1    Ста  "+4  ^З^- 

и  потому  будетЪ  полуокружность 


«г  ~  п-4 


п  і  ^_     ;  „     „  гг  \  • 

-  ^239  323^3  '  5,2395  7,2397.  '  •_(л4-і),2397г-ЬІ/_ 
каковый  рядЪ  есть  чрезвычайно  приближающейся  т  и  вЬрояптно  по- 
средсіпвомЪ  его  то  найдена  предЪ  симЪ  написанная  нами-  приближен- 
ная величина  полуокружности. 
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Зная  сію  полуокружность  круга  ,  коего  радіусЪ  единица,  удоб- 
но сочинятся  и  шригонометрическія  таблицы. 

ВЪ  самомЪ  долЬ  вЪ  найденныхЪ  выше  рядахЪ  (ч.  124) 

і/и./__  П.[/  —  .   .....       -и  и 

*-        1.2.3        І-2-3-4-5  1    і.а.  ...  п.-1 

ЙМ-П;[і^.+  _Ё  ....      =Г— —Л, 

положивЪ  і -г-  — ,  получимЪ  другіе  два  ряда: 

а-  а  • 

,;„  X  7Г   уу  ГХ  7Г  I     /X  7Г\3  I         /X  7Г\5  •   I  /X  ТГ\П~. 

«Я  =  П-[  (--)   (--)—    •  -Ь  (-•-)]  И 

)Х    2  2  І.2-ЗѴ/Л  2  /  1-2.3.4  5  \/Л  2  /  1      1.2  ....  П  \|ц,  д  /  -I 

X  7Г  п  г  т/Х7Г\2  I        /X  7Г\4  __  I  ,Х  ТГ\П — Ц 

ш.--—  П.Гі  —  М--)  Ч  ( — )    .   .   .   .4-  5  /   -)  ]3 

р.  2  2\цг/         1.2.3.4^2'  і.2 . . .  (?г  —         2  /        -1  " 

посредсшЕомЪ  коихЪ  найдутся  всЬ  синусы  и  косинусы  четверти 
окружности  круга,  поставляя  вмЬсто      такую  дробь,  какую  отЪ  о,о° 

г* 

составляешь  дуга  ,  коей  ищется  синусЪ  и  косинусЪ.  Мы  замЪтимЪ  , 
что  дробь  сія  никогда  болЬе  §  быть  не  должна  ,  потому  что  синусы 
и  косинусы  дугЪ  отЪ  4-5°  до  900  заключаются  вЪ  косинусахЪ  и  сину- 
сахЪ  дугЪ  отЪ  о  до  ^.5°;  и  гаакимЪ  образомЪ  поелику  71  <^  4  и  сле- 
довательно —  2  ,  будетЪ  --<^^.2~^і,  какЪ  то  свойство  сихЪ 
рядовЪ  требуешЪ. 

По  сысканіи  синусовЪ  и  косинусовЪ  ,  прочія  тригонометриче- 
скія  линіи  найдутся  изЪ  оныхЪ  посредствомЪ  извЬстныхЪ  формулЪ. 

(126.)  Поелику  во  есЪхЪ  почти  доселЬ  разсмотрЬнныхЪ  нами 
СлучаяхЪ  мы  отЪ  функціи  у  иля  /х  поступали  кЪ  разложенію  функ- 
ции У  или  Д.ѵ -)-/') ,  и  потомЪ  находили  разложеніе  /і,  полагая  у  —  о  ; 
то,  взявЪ  общую  формулу  разложенія 

У  или  Дх  +  і)=У  +  ^/  +  Й^-Ь^—  -ЬЙ— 4 — Ь  и  пРоч-> 

ах        ах2- 1.2      ахі  1.2.3      йх4 1.2.3.4 

изобразимЪ  ,  краткости  ради  ,  чрезЪ  КД^КУ^КУ'^К""  и  проч.  тЬ  ве- 
личины ,  когаорыя  примутЪ  функція  у  и  пределы  ^  и 
проч.р  когда  положится  х  ~  о  ;  мы  будемЪ  имЪть 

//  =  К+К'І  +       +  і_/з  -|-  ±  7-4  4-  и  проч. 

*.2         1.2.3  і-а.з-4 


И  какЪ  вЪ  слЪдстпвіе  сего  положенія  нриращеніе  /  есгаь  вели- 
чина ,  взятая  отЪ  самаго  начала  количества  х  ,  то  есть  отЪ  х  ~  о  ; 
то  оное  приращеніе  здЬсь  изображаешь  самое  сіе  количество  х,  такЬ 
что  будетЪ  ^і  ~/х~у,  и  потѳму  произойдешь 

К.'/  К'"  К"" 

у  =  К-|-К^-Ь  — х2ч-  — х3-Ь-— х4  н  проч. 
ВЪ  семЪ  видЪ  первый  предложилЪ  общую  формулу  разложенія 
функцій  вЪ  ряды  славный  МаклоренЪ;  кЪ  каковому  виду  онЪ  достигЪ 
посредствомЪ  способа  неопредЬленныхЪ  предстоящих!»,  какЪ  изЪ  слЪ- 
дующаго  явствуетЪ.  - 

Пусть  у  функція  количества  х  »  и  пусть  требуется  ее  разло- 
жить вЪ  рядЪ  сего  вида 

А-)-Вх  +  Сх2+Вх3-1-Ех4  4-  и  проч. 
Мы  составимЪ  слЬдующія  уравненія  : 

У~  А  +  Вх-І- Сх24-Бх3   +Ех*      н-  и  проч. 
д.у  

'   ^ —    -нВ  4~  2Сх -г-  ЗБх2 ф 4Ех3    +  и  проч. 

+  2.30х+34Ех2  +-  и  проч. 
2^з=И  4"  2.30  +  2.3.4Ех+  и  проч. 

+  2.3  4Е  И  ПрОЧ. 

и  проч. 

И  какЪ  уравненія  сіи  долженствуюгаЪ  иміэіпь  мЬсто ,  какая  бы 
величина  количеству  х  придана  ни  была  ;  то  положимЪ  х  ~  о  ,  и  мы 
будемЪ  имЬть,  вЪ  слЬдствіе  предЪидущаго  знакоположенія  , 

*К  =:  А ,  К'цВ,  К'-2С,  К"  -  2.3Б ,  К"  —  2.З.4Е  и  проч., 
и  потому 

К"  К'"  К'"' 

А-К,  В  =  К',  С--,  О"—  ,  Е  =—  -  и  проч., 

яіакЪ  что  напослЬдокЪ  будетЪ 

К"  К'"  К'" 

ѵ  — К4-К'х4-— х24- — ;*3+тт;-:+  и  ПР°ѴІ» 

1  1     1.2         1     1.2-3  І.2.3.4 

Отсюда  произвести  можно  и  первую  формулу ,  изЪ  коей  сія 
последняя  предЬ  симЪ  произведена  была. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЪ,  поелику  функція  у~/х}  и  следовательно  такЪ 
же  ея  разложеніе 

28 
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у—  К  +  К'х  +  —х2  +  ^х3  +  и  проч., 
нредсптавляетЪ  ординату  кривой  ликіи,  у  которой  вЪ  начало  абсциесЪ, 
то  есть   при  х~  о  ,  ордината   у~К  ;  то  взявЪ   за  начало  абсциссЪ 
на  той  же  оси  точку  при  концЪ  абсциссы  х  и  означивЪ  новыя  коор- 
динаты чрезЪ  і  и  У  у  мы  будемЪ  имЬть  по  доказанному  теперь 

»   I/'           I/"  ' 
-  У  ~  Ь  4-  1/і 4  :2  Ч  і3  4-  и  проч., 

  1  1     1.2         1      1.2  3' 

гдЬ  Ь  ,  ІУ  ,  Ь/; ,  I*"'  и  проч.  суть  количества  ,  вЪ  которыя  обратятся 

ДУ    с12Т   ДЗу  .  - 

^  '  Д/  5  Д/2~  5  Д/3    и  ПР04-  >   когда  положится  /  ~  о  ;  поелику    же   явно  , 

ДУ    ДУ       .         /    .  '.  "     _  -•    "^ч-  *•  , 

что  выраженія       и.  -7=  ,   гдо  X  ~  л;  Ч~  ?  >  какЪ  изображаются  одинЬ  к 

тотЪ  же    предЬлЪ  ,  суть  равныя   между   собою ,  то  из-Ъ  того  схЪ- 

Д2У      й2У    ДЗУ  ДЗУ 

дуетЪ  ,  что  такЪ  же  -г^  и  и      ^   и  проч.  суть  равныя  меж- 

ду   собою  ,    и  что  следовательно    Ь,  Ь',  Ь'',  У";  и  проч.    суть  ко- 
ду  Д2У  ДЗУ 

личества,  вЪ  которыя  обратятся  У,        ЙХ2»  ДхЗ    и  ПР04-  >  когДа  п°- 

дожится  і  ~  о;  и  какЪ  сіи  послоднія.  количества  отЪ  сего  положенія 

Ду   й2у  АЗу 

обращаются  вЪ  у  ,  ^,,  и  проч.    то  явствуетЪ  ,  что  будетЪ 

йу  Д2_7  I  ДЗу  ѵ 

ІЦ^УГ^,       ~         Ѵ"—дх3  и  проч.,    и  следовательно 

Ду        дР-у  Р         А'Зу  гЗ 

^=*+  А*  +  д^гг"1"^^^11  "Р0*- 

(127.)  Доказательство  сіё  для  об"щей  формулы  разложенГя  функ- 
цій  вЪ  ряды  без'Ь  сомнЬніь  не  имЬетЪ  надлежащей  твердости;  одна- 
ко способЪ  неопредЪленныхЪ  предетоящихЪ  по  крайней  тЪрЪ  дортав- 
дяетЪ  намЪ  ту  выгоду  ,  что  вЪ  разложеяіяхЪ  ,  ггомощію  его  учинен— 
этых'Ь,  законЪ  оныхЪ  скоро  открывается.  КЪ  поясненію  сего  мы  предг 
ложимЪ  здЬсь  некоторые  довольно  общіе  случаи. 

Но  прежде  замІшіимЪ  что  естьли  будетЪ  у  ~  Хп ,  то  про- 
изойдешь 

Щ  —  пХТі~~ЫХ  ?  Ш$  —  яХѴХ  —  пуЖ  „ 

ж  оттуда 

Ду    пДХ 


I 


—  219  — 

Или,  по  взятіи  изЪ  обЪихЪ  частей  уравиенія  у  ш  Хгелогари»- 
мовЪ  ,  будетЪ 

Щ.у  —  и/о^.Х,  и  оттуда     —  ^ 
шо  есть  тоже  ,  что  и  прежде. 

По  шаковомЪ  замЬчаніи  приступимЪ  кЪ  упомянутымЪ  случаямЪ. 
I.  Пусть  требуется  разложишь  вЪ  рядЪ  функцію 
^~  (й  +     +  сх2  -+-  Эх3  4~  ех4  4™  и  проч.)71. 

ПоложимЪ 

>  —  А  +  Вх  -Ь  Сх2  +  Ох3  +  Ех4  4-  и  проч. 

По  сравненіи  сей  величины  функціи  у  сЪ  данною  ея  величиною, 
мы  найдемЪ  ,  полагая  х  ~  о  ,  А  ~  ап ;  потомЪ  вЪ  слЬдствіе  предЪиду- 
щ,аго  замЬчанія  получимЪ 

йу  п(Ь  -4-  асх  -\~  з<1х2  -4-  ^схЗ     $/х4  -4-  и  проч.)іл  _ 

у  —  1"*!   -    —    "  •  -  ■        '  ■  у  ИЛІТ 

у         а-{-Ьх~\-  сх2  +  дх'1  -4-  сл4  -4-/ж5  -4-  и  проч. 

(л  +  Ь<  +  ™а  +  Эх3  4-гх44-7х*-і-  и  проч.)^  — ; 

ну    4~  2сх  +  Здх2  +        -+■  5/х4  4-  и  нроч.).. 
И  какЪ  положеніе    у  —  А  4-  Вх  -+-  Сх2  4~  ^*3  4"  Ех4  -+-  и  проч. 

даетЪ 

—  В  -Ь  зСх  4-  ЗРх2  +  4Ех3  4-  5Рх4  +  и  проч. , 

3.x 

гао  вЪ  предЪидущее  уравненіе  поставивЪ  змЬсто  у  и  ^  ихЪ  величи- 
ны  ,  будемЪ  имЬть 

<7В4-2дСх4-ЗдВх24-4дЕх34-5лРх44-  и  проч. 
+  ЬЪх  -ь  2^Сх2  4-  ЗЯ)х3  4-  #Е*4  -Ь  и  ПР°Ч- 
4-    сВх2  4"  2бСх3  4"  ЗЛЭх4  +  и  проч. 

4-  ЭВхЗ  4~  гЭСх4  4~  и  проч. 

4-   еВх44-  и  проч. 
пЬА  4"  й^Вх  4-  я#Сха       яШя;3  4~  и^Ех4  н-  и  проч.  "Ч 
4~  2«<?Ах,  4-  2й  Вх2  4"  2и<:Сх3  4~  2«Л)х4  4"  и  проч.  / 
4-ЗиЗах2  4-  З.йЗВхЗ  4-  ЗяЭСх44-  и  проч.  ,1 
4~  4-ИьАх3  4~ 
4- 5а 

Откуда  произходятЪ  слЪдуюшДя  ураьненія 


)«9Сх44-  и  проч.  * 
{жВх4  4~  и  проч,  у 
5я/Ах44-  и  проч.  ) 


28  * 
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2йС  4-  ЬВ  —  2исА  ■+■  пЬЪ  у 
ЗдБ  +  2#С  ч-сВ  —  ЗиЭА  +  2я^В  +  пЬС  , 
4_йЕ  -+-  ЗЯ>  4-  2^С  -+-  ЭВ  —  4«^Л  4-  3»ЭВ  +  2»сС  4-  йШ  ,, 
5а?  -г-  4^Е  -I-  ЗсБ  4-  2ЭС  4-  <?В  —  5я/А  4-  4«еВ  4-  ЗиЭС  4-  2иД>  -Ь  я#Е, 

и  проч. 

Или 

аѣ  —  пЬк , 

2йС  —  (И         \)ЬЪ  4~  2й^А  , 

ЪаЪ  —  \п  —  2>С  +  (2я  -  і>В  +  ЗяЭА  , 
4*Е  ~  (я  —  3)Ш  4-  (2я  —  2)сС  4-  (Зя  —  ірВ  4-  4«*А  у 
5яР  —  («  —  4)Ш  4-  (2и  —  3)Л)  4-  (Зя  —  2)9С  4-  (4«  —  і>В  4-  5«/А 

и  проч. 

ИзЪ  сихЪ  уравненій ,  іпохЪ  или  другихЪ  ,  законЪ  ,  по  коему 
иредстояіція  А,  В,  С,  О,  Е  и  проч.  взаимно  чрезЪ  посредство  пер- 
ваго  иаЪ  нихЪ  А  ~  ап  определяются ,  очевидно  явствуетЪ. 

Но  естьли  поступимЪ  по  общей  формулЬ  разложенія  функций  вЪ 
ряды  ,  то  будемЪ  имЪть 
У  ~  (и  4~  Ьх  4-  сх2  4~  3.x3  4-      ■+•  и  проч.)71, 

^       п(д  +  Ьл     сх2  4-  ЭхЗ  4-  ех4      и  проч.)71 — І(Ь  4-  га:+  з5х2  4-  4«е34~  и  проч.) , 

~  п(ге— і)(а4-Ьх4-сх24-Эх34-«с44-  и-  проч.)71"—  2(&4-2СХ  4-  зЭх2  4-  4<>хЗ  4-  и:  проч.)2 

4-  п(а  4-  Ъх  4-  сх2  4-  ЭхЗ  4-  ех4  4-  и  проч.)71 — х(ас  -+-  бЭх.-+-  ігех24-  и  проч.)  » 
—  п(п— \\п— 2Ха4-Ьх4-сх.24-Эх34-*>х4  4~  и  проч.)71 — 3(&-4-2сх4-зЭх24-4е*3-|-  и  проч.)3 

<іяЗ 

4-зп(п— і)(о4-Ьх-|-сзс24-о1л34-б'ж4-|-  и  проч.)71 — '2(&4-2Сх4-зЭх24-4!е:;сЗ  4-  и  проч.), 

х(ас  -+-  6Эх  4-  і2ех2  -4-  и  пр^ч.) 
■4-п(а-4-  Ъх  -4--  сх24~ЭхЗ  4-  ех4  4-  и  проч.)га^І^6Э4^-  24РХ.4—  и  проч.) 

Т^!~  «С71— ОС71- 2)(п-з)(а4-Ьх+сх2-4-Эх34-(?х44-  и  пр.)71- 4(Ь4-2СХ4-зЭх2-4-4<,х34-  ипр.)4 
ях4 

4-6пСге-і)('п-2)(а4-г)х4-сх24-Эх34-«>х4  4-  и  пр.)71*- 3(Ь4-2сх4-з9х-24-4<>х34-  и  пр.)2 

х(ис  4~  боЪс  4г  і2ех24-  и  проч.); 
-+-Зті(ті  —  і)(а  +  Ъх  4-  сх2  4-  ЭхЗ  4-  ех44-  и  проч.)71— 2(2с4-бЭ-Н-і2«с24-  и  проч.)2 
447*(я~ і)(а4-&х-+-сх24-Эх34-<?л-4  4-  и  проч.)п — 2(Ь+2сх4-зЭх2-+-4<>хЗ  4-  и  проч.) 

Х(бЭ4-24вх  4-  и  проч.) 

4- л(а  4- Ьх  4- сх2  4- дх34-ех4  4-  и  Вр0Ч^я— 1^2^      и  проч.)..»; 
и*  проч.. 


ПотомЪ,  положивЪ  х~о,  получимЪ 
А(  —  К)—ап, 
В(  ~  К')  ~  пап~Ч  , 
С(—  —  )  —па71"1  с  -4-  &Ша^В3  , 

V  1.2/  1  1.2 

Е  Г—        =  и^*і  +  !&^-2(2^4-  *2 )  +     — ОС»  — »)  з^-з^, 

\  І.2.3.4У  1-2  1.2-3 

1     7і(п  і)р  2)(П  —  з)  ап—ц4 

^  І.2.3.4 

и  проч.. 

.  Откуда  законЪ  ,  коему  послЪдуютЪ  предстоящая  А,  В,  С,  Б,  Е 
и  проч. ,  не  довольно  еще  явствуетЪ. 

II.  Пусть  требуется  разложить  вЪ  рядЪ  функцію 

і 

у  ~  

(а-Ь  &с  -Н  ух2  -4-  5x3      ех4  -{-  и  проч.)71 
Полагая,  какЪ  и  прежде  , 

у —  А .  +  Вх  Ч-  Сх2  4-  СхЗ  4-  Ех4  +  и  проч. 
и  поставляя:  вЪ  предЪидущія  формулы  вмЬсто  ау1?,с,д9е  и  проч. 
предстоящіяі  сс,;  $  9  у,  8  у  е  и  проч,  ,  и  вмЬсто  я  указатель  —  и  ?  мы 
будемЪ  имЬть> 

 а»  у 

«Б  4-  яЗД с  о  „ 

2«С  4-  (и  4-  і)?В  Чг  э^-уА  гг-о  г 

ЪссИ  4-  (я  4-  а^С  +(2й  4-  і)уВ  4-        ~  о  , 

4сеЕ  4-  («  4г  3)Ш+  (да»  4-  2)уС  4-  (Зй  +  і)  <?в  4-  4"^А  =  о  , 

5«Р  4-  (и- 4-  4ЖЕ.4-  (2и.  +  3)7^4-  (Зя  4-  а)&3-4-  [4«  +  0«ВН-        =  о 

и:  проч.. 

Откуда  законЪ  „  коему  послБдуютЪ   предстоящая  А ,  В  ,  С  ,  I) 
и  проч.,  какЪ  и  предЪ  симЪ ,  очевидно  явствуетЪ. 

III,  Пусть  требуется  разложить  вЪ  рядЪ  функцію 

 а  -4-  Ъх  -+-  сх2  -4-  ЭхЗ  Цг-  ех4  — Ц-  и  :;роч. 

(сГ-|-  €х  -4-  7х2-Ь  ел4  -4-  и  проч.)™* 

ПоложимЪ 

у  ~  А  4-  В*  4-  Сх2  4-  Вх3  4-  Ех4  4-  и  проч.  ,> 
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откуда,  поставляя  вместо  х  ™  о,  шіѣемЪ  у  ~—  —  и  у~А,  нлотомт 

а*1  * 

будептЪ  А  —  ^л 

ПотомЪ,  по  взятіи  логариемовЪ  ,  произойдешь 

Іо&.у  ~  Іо&.{а  +  Дѵ  +  сх2  +  дх3  4~  ^х4  4~  и  проч.')  ' 
—  піо^.{оі-\  Сх  4-  ух2  +  <5х3  4~  <?х44-  и  проч.)  . 
И  пр  взятіи  дифференціаловЪ получится 

іу  (6-4- 2  сл -4-  зЭх2-|-4<,хЗ -4- и  прочих 

,7        а  -4-  6л:  -4-  схЯ~4-  ЭхЗ  г-}-  ех4.-г^-  пауоч. 

и(  €  -4-  27х      з5ле2  -4-  4Ех3  Н-  и  ,проч.)сІя 
а  Н-  6*      7л2  4~  &с3  ^  ел4      и  .проч.  * 
я  оттуда  " 

»св  -г  аСх  4~  й-ух"2  4-  и  прочЛ 

-\-  Ъс&Х  Н-  #&С2        ЬуХ3  -|-  И   ПрОЧ.Г  Ду   

4~  сих^  4~  сЁхЗ  4~  и  проч.і"'сІж 
4~Элх3-|-  и  проч.) 

4~  2^«х  4~  асбх2  4-  ясух^  4~  2^<Ух4  4~ 

4-32«х2  4-  ЗЭ&3  4-ЗЭух44-  -  а 

4-  4е<**3  4~  4^*4  ~Н  и  пф04-  \ 
4-  5/ах4  4-  и  проч.  } 
^-(й?4-а<гух4-3^х34-4лех34-5й^44-  и  проч. 
4- Айс  4-  ъЬух2  4-  З^х3  4-  4^<?х4     и  проч. 

4-    г&2  4-  2<-7хі  +-3^х4  4-  и  прочЛ 

4-  Э5х34-з9^х44-  и  проч. 

4-   еСх4  4"  и  проч. 

И какЬ  положеніе  у  ~  А  4~  Вх  4-  Сх2     Е*3  "Ь  и  ПР04*  ДаетЪ 

^  =  В  4-  зСх  4-  30x2  4-  4_Ех3  4-  5-Гх4  -+-  и  проч., 
Ах 

то  по  лостановленіи  будемЪ  имЪть 
йиВ  4~  и#6А  —  ЬосА  ~  о  , 

йд«С  4-  (я  4-  )  )дСВ  4-  2»г  гуА  4~  («  —  1        —  ыссА.  ~  о  , 
ЗдаР     (я  4-  2>СС  +  (2я  4-  і>уВ  4-  ЪпхдА) 
4-  -+-  я^В  4-  ,(2«—  *>уА^ 

-*  /«В  4-  С»  —  2)бСА( 

—  35#А 


и  проч.  Л 

И  ПгрОЧ'/ 

и  прочЛ  ^ 


4й«Е  -\-  (я  -Ь  3>гЙ>-+  (зя  4-  2>уС  -4-  (Зя  +  ^вЙР  4-  4-ЯлрАЛ 
4-         аЫЭ  +  (  я  +  і  ЖС  -Н  апЬуВ  +( Зя—  і  )Ш  / 

4-  О.СссС  4-  (Я    і)с^В  +(2Я  2>уА\ —  °' 

—     -     аЭ«В-і-(и  —  3  ЗоАІ 

—       4-^А  і 

и  проч. 

Откуда  законЪ  ,  коему  сіи  формулы  послѢдуютЪ  ,  удобно  усматри- 
вается :  ибо  вЪ  оныхЪ  первая  строка  составляется  по  тому  же  за- 
кону ,  каковый  примечается  во  II  случаЬ  ;  предстоящія  же  второй 
строки  получаются,  когда  изЪ  предстоящихЪ  первой  вычтется  ѣ-\-Х$ 
потомЪ  предсгпоящія  третьей  ,  когда  изЪ  предстоящихЪ  второй  еще 
вычтется  и  4-  і  ,  и  такЪ  даліэе  ;  что  же  принадлежишь  до  самыхЪ 
буквЪ  ,  вЪ  составленіе  членовЪ  входящихЪ ,  шо  порядокЪ  оныхЪ  самЪ 
по  себЪ  очевиденЪ. 

IV.  Пусть  требуется  разложить  вЪ  рядЪ  функфк» 

У  (а  -4-  Ъх  -+-  сх2  -(-  ЭхЗ     ёхД  -}~  и  проч.)771 

С  а  -+-5*  +  'Ѵ**  +  $х 3  -Н  "с4  -+-  и  проч.}"'* 
ПоложимЪ    у  —  А  4-  ѣх  4-  Сх2  Н-  БхЗ  4-  Ех4  4"  и  проч.  ,  будетЪ 

А  ~      ,  и  остальныя  предстоящія    определятся  такимЪ  образомЪ  : 

л«В  4-  паСА}   

— тЬ»А  > 
2л«С  -+-  (я  -4-  і)^ГВ  -ь-  2ялуА) 

—  (?я — і)^ссВ-4-(я— *ж)КАѵ  —  д  г 

—  2?»<Г«А\ 

Зл«В-Н  (Я-4-  2)йСС-Н  (  2Я       і  )л<уВ  -ь  ЗяЛА  ) 

—  (т  —  2)^сеС-+-  (п — /я-4-і)ШЗ  ч-(2я — т)ЬуА  ѵ   

—  (  27Я  —  і  )іглВ  н-(я  —  цт)с&А  ( 

—      ЪпідъА  ) 

4,досЕ     (я  ч-  3>Й)-ь  (  2я      2  )луС  4(  Зя  -ь  1  )  аЩ  -+■  ^шеАЛ 

—  (да — 3)^лВ-4- (« — тя-4-2  )^Сч-(2я— яг-4-і)#<уВ  4-  (Зя—  т)Ь&АІ 

— -  (  ая*  —  а.)бс«С-і-(я— 2/я  ч-  і)^В  ч-(2Я — 2да)суА V  ~  0 
— (Зяі  —  ОЭлВ-К»-— Зда^АІ 
—  ^теесА ) 

ж  про1*; 


ЗаконЪ,  по  коему  сіи  формулы  даліое  продолжаются  ,  удобнЬе  виде-нЪ 
изЪ  самаго  ихЪ  разсмотріэнія  ,  нежели  какЪ  изЪ  словеснаго  описанія. 
ВЬ  прочемЪ  низходя  вертикально  ,  примЬчаемЪ  ,  что  предстоящія 
убываютЪ  разностію  п  -\-  т  ;  простираясь  же  горизонтально  ,  нахо- 
димЪ  ,  что  оныя  прибавляются  разностію  и  —  і. 

V.  Пусть  требуется  разложить  вЪ  рядЪ  ло  гари  омическую  функяДю 

у  ~  Іо&.(і  -4-  хх  -+-  5х2  -+-  ух*  4-  Л4  4-  е  х5  -+•  и„проч.. « 
ПоложимЪ    у  —  Ах  4~  Вх2  -ь  Сх3  -+-  І)х4  +  Ех5  Ц  Бх5  4~  и  проч. 
потому  что  вЪ  случаЪ  х~о  первый  членЪ  долженЪ  быть  ~Іо^і~  о- 
мы  будемЪ  имЬть  изЪ  перваго  уравненія 

Ау           а  -4-  2§х  -|-  з7х2  -+т  4^x3  -4-  унх4  -)-  и  проч. 

-  <Ія         і      ах  ■Ц-  бх2  +  7x3  н-  &х4  -4-  гх5  +  и  проч.  ' 

и  потому 

(і  4-«х-К*Ч-ух34-<М-Н*5-І-  ипр.)^=л4  айв-*- 37Х2-Ь4Лз+5гх4-|-  и  пр., 

ах 

потомЪ  изЪ  другаго 

Ш.  —  А  +  ?Вх  +  ЗСх2  +  4БхЗ  -|-  5рд;4  4-  и  проч.  ; 
Ах 

почему  по  постановленіи  произойдетЪ 
А     2Вх  +  ЗСх2  -4-  4Бх3  н-  5рх4  4-  и  проч. 
4-  «Ах  -+-  2«Вх24-ЗоеСхЗ-|-^аВх44-  и  проч- 
-Ь  ^Ах2  ■+■  2СВх34-Зб'Сх44-  и  проч. 
4-  уАх3  4-2<уВх4Н-  и  проч. 

}Ах44-  и  пР°ч- 
сс  4-       +  Зух2  4-  4^х3  +  5?х4  4-  и  проч.  , 
и  оттуда  напослЬдолЪ  получится 
А-й) 

С  —  _|яв-|0.4-у, 

Е  =  —        —  |<Х  —  |уВ—  ^Ач-*. 
и  проч. 

VI.  Пусть  требуется  разложить  вЪ  рядЪ  неопределенно -степен- 
ную функцію 


—  е«* +&е2 -4- 7*3 -4-5x4  -+-  1x5 -\-  и  проч. 
гд1э  е  основаніе  нашуральныхЪ  логариѳмовЪ. 

ПоложимЪ  у  —  і  4-  Ах-ь  Вх24Сх34Бх44-Ех*4-  и  проч.,  потому 
что  вЪ  случаЬ-  х  —  о  первой  членЪ  долженЪ  быть  ~  і  ;  мы  будемЪ 
имЬть  изЪ  перваго  уравненія 

Іо&.у— ссх^Сх2-\-ухЗч-$х4-\-ех*  и  проч.,  • 
у=:(ссн-а?х-(-Зух2ч-4сУх3+5ех4-Н  и  проч.^/х , 

и  потому 

^=у(а-ьа&+Зух2-Ь4^х3-|-5гх4-4-  и  проч.), 
потомЪ  изЪ  другаго 

^=А4-2Вх4-ЗСх2+4БлЗ+5Ех4-4-  и  проч  ; 
почему  произойдешь 

А-4-2Вхн-ЗСх2н-40х34-5Ех4-4-  и  прочсг 
«+«Ахч-«Вх2  +•  «Сх3-ь  осТ>х4-\-  и  проч.\ 
-Ь2^х-+-2ьАх2-Ь2^Вх3-4-2б'Сл4-+-  и  проч./ 
•4-  Зух2-+-ЗуАх3ч-3')'Вх44-  и  прочЛ  і 
-4-  4<^3  -4-4 4      и  проч.  V 
-4-  5*х4  -4-  и  проч.  ) 
и  проч. 

и  оттуда  напослЬдокЪ  получится 
А~ов , 

В  ~  Сч-  §<*А, 

с~Уч-|о.н-|«в, 

0=сУ  +  |уА  +  ^Вч-^С, 

Е  —  еч-рА  ч-ІуВн-ІСС  +  ^, 
и  проч. 

VII.  Пусть  требуется  разложить  вЪ  рядЪ  тригонометрическую 
функдДю 

У  ~  $іп.(ах  -+-  Ьх2  -4-  сх3  4-  Эх4  -4-  ех5  +  и  проч.). 
ПоложимЪ  у  2±  Ах  4-  Вх2+  Сх3  4-  Бх44-Ех54г  и  проч.,  потому 
что  вЪ  случаи  х~  о  первой  членЪ  изчезаетЪ  ;  мы  будемЪ  имЬть,  по- 
лагая ,  краткости  ради , 

лх4-^х2-1-а3-+>Зх4-г-<х5+  и  проч. 


<іу~<іх,со5.^—{а-\-о.Ьх  V  Зсх2-\-/^дх3-\-5ех4-}-  и  проч.ухсог.%  и 

^~(а-\-о,1^х-і-Зсх2-\-^дх  -}-5^Х4-Н  и  піроч.)со$.ъ  , 
ах 

шак'Ь  же 

^  — А  ^еВ.ѵ  і  ЗСхЧ-ЛБ.хЧ-бЕхЧ-  и  проч. 
и  потому,    полагая  х~0>  получимЪ  ,  по  причинЬ  что  тогда  х.  ~  с» 
и  т-з:  ~  і  у 

А~а. 

ПотомЪ  вЪ  уравненіи  йу      А%,са$.ъ>  поставляя       — _р2  вмЪсгпо. 
у  находимЪ 

и  следовательно  ,  вЪ  слЬдствіе  замЬчанія  предЪ  первымЪ  Случаем!» 
сдЬланнаго  ,  будетЪ 

\<2г'  "  ііг         і — у3-  1- — у2 

ИЛИ 

№*у  —  АуіЧ  —  —У?УЧ*  —  _  ^з, 

или  еще 

^*Л2у  4-  у/ік1  ~  АуЛ2ъ  , 
то  есть  уравненіе,  которое  освобождено  отЪ  кореннаго  количества» 
КЪ  сему  самому  уравненію  мы    достигнемЪ   и  кепосредствек»- 
но ,  взявЪ   еще  дифференціалЪ  уравненія  <1у~  (Іъсоі.х,  ,  ибо  изЪ  того 
произойдешь 

сі2и  —  Л7асо$.г  —  (іг^ш.ъ  ~  —  уа'%2і 

то  есть 

4Ы2у  4~  уЯк  *  АуА"*,, 
Чтобы    сЪ  большею   удобностію.    показать   употребленіе  сего 
уравненія  ,  положимЪ  дугу  х,  изображенною   токмо  двучленнымЪ  ко- 
личествомЪ  >  такЪ  что      ~  ах  -\-  Ьх%  ;  будетЪ 

~  (а  -\-  й.Ьх)Лх  ,  Н2ъ  ~  йЫх^у  полагая  Ах  постояннъшЪ  , 
ои  <№  —  (а3  +  6а  Ьх  +  іал*Ѵ  4~  ЬЬ3х3Ух3. 

ПошомЪ  изЪ  величины,  найденной  для  ^  ,  получится 

і  Ах 

—  еВ  -+-  6Сх  -р-  1 2Вх2  4~  2оЕх3  -+-  и  проч. 
Каковыя  величины  поставя  вЪ  дифференциальное  втаорахо  но» 
рядка  уравнение ,  мы  будемЪ  имЪть 


С» -Я», 
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йкй*у___ .  1шъаВ  ^й.ЗаСх  4-  34аВх2  +  :&5йЕх?  4-  и 'проч. 
<*х3  I 

4-2.  і.2#Вх4-2.2.3#Сх2-Ь2. 3.4^0*  -Ь  и  проч. 

,ус№ —  ,        д^Ах-+-      л3Вх24-      й3Сх34-  и  проч. 

Н-  біг  ЬАх -~\-  6сГЬЪх3-±-  и  проч. " 

2й#2АхЗ-+-  и  проч./* 
—  2^А  4-  4іВх  -+-  6*Сха  4-  8^0x3  +  и  проч. 

Откуда  определятся  предстоящая  такимЪ"  образомЪ 


^       „  а2А 

С  —  о  , 

2-3  ' 


Б; 
Е; 
Г 

С 


ЬЪС 

бабА 

а2В 

4^ 

3-4 

4Ш  - 

баЫі 

а2С 

5а- 

4-5 

4.5 

6ЬЕ 

З&ЗА 

І2Й2В 

баЬС 

а2Б 

6а 

5.6а 

ІГб 

5-6 

5-6  5 

8№ 

зьзв 

і2Ь2С 

баЬБ 

а2Е 

7а 

6. "а 

6.7 

6.7 

6-7  3 

и  проч. 
Почему  получится 

т.  (<Ш  4-  Ьх2)  -  Ах  4-  Вх2  4-  Сх3  4-  Ьх4  4-  Ех*  +  и  проч., 
гдЪ  А  гг  л. 

Пусть  д  — і  и  *1:о;  будетЪ 

А=і,  В— о,  С—  Т>—о,  Е— 4— і_  р— о  с——  Х— -  и  проч., 

'  '  1.2-3  '  1-2.3.4.5,  »    І.2.3.4.5.6.7 

и  потому  будемЪ  имЬть 

ш.х  ~  х  —  ^І-І-,-^  5*       -4-  и  проч.  , 

1.2.3      1.2.3.4.5      1.2.3.4.5.6.7  1 

какЪ  то  и  прежде  сего  нашли  (ч.  124)- 

ПодобнымЪ  образомЪ  поступить  надлежитЪ  и  при  разложеніи 
вЪ  рядЪ  косинуса  дуги,  изображенной  чрезЪ  многочленное  количество. 

НапримпрЪ  пусть  требуется  разложить  вЪ  рядЪ 

•  У  —  С05.Х. 

ПоложимЪ  у*—  і  4-  Ах  4-  Вх2  4-  Сх3  4~  Е*4  4-  Ех5"  4-  и  проч.,  по- 
тому  что  вЪ  случаЬ  х  ~  о  первой   членЪ  долженЪ  быть 
будемЪ  имЬть 

.  29  * 


йу  ~  —  Нхфі.х  и  А2  у  —  —  Ах2со$.х  , 
и  потому  будетЪ 

А^у уАх2  ~  о. 
По  посшановленіи  же  произойдетЪ 
&у  ___  ь2в  4-  з.ЗСх  +  3.4В.х'24-4.5ЕхЗ  +  б.бГхН"  и  проч.  — 
 у— — 1  —     Ах—      Вх2—      СхЗ—    Бх4 —  и  проч. 


Откуда,  поелику  ^  —  А  ~Ь  аВх  Ц-  ЗСх2  -\-  и  проч  —  щ  х,  мы 

получимЪ 


1    —  — 

1.2 

а-3 

в  

1.2.3.4 

_  С 

3-4 

4-У 

Б   

Е 

5-6  — 

1.2.3  4.5.6 

~~6^ 

И  такимЪ  образомЪ  будетЪ 

Т2  дс4 

С05.Х  —  1  —  1   4-    И   прОЧ.  , 

1.2     1      І.2.3.4  І.2.3.4.5.6  1 

хакЪ  то  и  прежде  сего  нашли  (ч.  і  аф)* 


ПРИБАВЛЕНІЕ  Р  кЪ  Главв  Iй. 


О  лрияоженіи  о5щт  формцяы  разложения  кЬ  фірікціямЪ 

иеявньшЬ. 

(128.)  ЗдЪсь  прежде  всего  замЪптигпь  надлежитЪ,  что  при  безчи- 
сленномЪ  множествЪ  явяыхЪ  функцій,  кЪ  коимЪ  общая  формула  разло- 
женія  приложена  быть  можетЪ  ,  есть  изЪ  нихЪ  такія  ,  кЪ  разложенію 
коихЪ  она  совсЬмЪ  не  способна.  Таковы  ,  напримЬрЪ  ,  суть  функціи 
у      хт  и  у~1о&.х. 

ВЪ  самомЪ  долЬ  ,  вЪ  случаЪ  у — хт  мы  находимЪ 

Ах 


тх 


У  ^а  — О*       >  сіх3—т[т^і)(т—я)хт~3  и  проч., 
и  полагая  х  ~ір  ,  имЬемЪ 

К(— от)  =  о,  К'=о,  К"- о  ,  К'"з-0  и  проч. 
И  естьли  положимЪ ,  .  что  т  цЬлое  и  положительное  число,  то 

будетЪ  -^-^1Шт(т — *){т — 2)  .  •  .  .  2. і,  и  полагая  х~о,  получится 

К.'",т~і.2.3  ....  (т  ■=-  і)*я>  такЪ  что  общая  формула 

'  К."  К//А 

у  ~  К-Ь  К'х-Н-^х2-!-  ТТ^х3      и  проч. 

вЪ  семЪ   случаЬ  намЪ  даетЪ 

к'    •  •  •  т  а 

у    ѵт  —  ѵт 

■    1.2.3  (т-і)т*    — х  > 

то  есть  по  крайней  мврв  самую  величину  функціи  у. 

Но  естьли  т  будетЪ  положительное  дробное  число  или  отри- 
цательное цЬлое  или  дробное  число  ,  то  оная  формула,  какЪ  то  вся- 
кой видЬть  можетЪ,  вЪ  сихЪ  случаяхЪ  ничего  намЪ  дать  не  можетЪ; 
и  причина  тому  очевидна,  ибо  вЪ  сей  формулЬ  ни  единаго  члена  сЪ 
таковымЪ  указателемЪ  не  находится. 

Теперь  вЪ  случаЬ  у  —  Іо&.х  мы  находимЪ 

фу   I      (12у   I  (Ну   2 

Ах         х'йх2   ІІЗ   ^3ИПР04-? 

и  полагая  х  ~  о  ,  имЬемЪ 

К(— /^.о)=-І,      =      К"  —  -^,  К">  —  3  и  проч., 
такЪ  что  общая  формула  и  вЪ  семЪ  случаЬ  ничего  намЪ  не  даетЪ. 


—  230  — 

Чтобы   видЬть  тому  причину  ,  то  мы  замЪтимЪ  ,   что  выше 

«ашли  Іо&.х  —  ПІІоЦх  —  і)4-  2(^4г7  +  ^-і)3 ^^ТудЬ 

то  есть  }  что  вЪ  разложеніе  функціи  у  ~  Іо&.х  вход итЪ  другая  лога- 

риѳмичесвая  функція  Іо&.(х —  і);  из'Ь  чего  и  явствуетЪ,  что  функція 

сія  у      Іог.х  по  свойству  своему  не  входитЪ  вЪ  общую  формулу  раз- 

ложенія  ;  ибо  вЪ   оной  К ,  К' ,  К/у. ,  Ш'" ,   и   проч.   суть  количества 

совсЬмЪ   везависящія   отЪ   х ,   и  слЬдовательно   изЪ   членовЪ   ея   К , 

ѵ.      К"  а     К"'   „  „  . 

К'х ,  — х ,  7ТзХ    и  ПР°4,  пеРЕои  есть  количество  постоянное,  а  всЬ 

прочіе  суть  функціи  алгебраическія. 

По  сему  не  удивительно ,  что  общая  формула  разложенія  вЪ  слу- 
чай функцій  неявныхЪ  еще  болЪе  для  сего  не  способна.  Пусть  на- 
примЬрЪ  дано  уравненіе  (у  —  а)2  -\-  Ьху  ~  о  ;  мы  находимЪ 

Ау   • —  Ъу 

Ах  —  а)-)-  Ъх  9 


й2У  /  ^сіх 


__    Ь(*Л+Ь)  ^-^(2^н-^_-2(^--г-^; 

Ах2~ 'г(у-а)-\-Ъх  ~*~(2(у  —  а) -4-  Ъх)2  2,(у  — а)Ч-гЬя         —  и(у —  а)  +■  Ъх  * 

*зу__  —  <ьіх*-+-*ТхТх>)     а(*аг+ 5*0(3^  +  *)  _ 

  2(<у  —  а)ч-Ъх  ~Г~  (2(у  — а)Н-Ьх)2  !   

/  й2у        *у42^ч      сі2у/  Йу    ■    ѵ  ^у         йу  А~у  - 

2(У —  а)-4-і>ж  "  г(у —  а)-і-Ъх  3 

*  и  проч. , 
и  полагая  х  ~  о  ,  имЬемЪ 

К  —  а  ,  К'  —  —  %  ,  К"  ~  —  5  >'  к///  =  ~5  и  проч.  , 
тгпакЪ  что  общая  формула,.  какЪ  и  прежде,  здЬсь  ничего  намЪ  не  даетЪ. 

Между  тЪмЪ  ,  естьли  уравненіе  (у  —  л)2  -4-  Ьху  ~  о  разрЬшимЪ, 
то  есть  преобразимЪ  вЪ  сей  видЪ 

у  —  а  —  ~~*~^УЬ2х2  —  І^аЬх  \ 


то  вместо  кореннаго  количества  ~уь2х2 —  4  '^*  взявЪ  равное  ~(і — 

і 

и  множителя  онаго      — разложивЪ  вЪ  ря^о.,  мы  получимЪ 


откуда  ,  взявЪ  сперва  верхній  знакЪ,  а  потомЪ  нижній,  будемЪ  пиЪтъ 

у  —1  -т  7г.2  ~2  и  прОЧ.  И 

У    4  4  Ъх  4.4.6  Ь2х2  1 

,    г.і  4г.а2    |    і.і.а  4З.0З  . 

у=:2л_Ь--4---^--Ь^ьгхт+  и  проч,, 
то  есть  два    ряда  ,  простирающіеся    отрицательными  степенями 
количества  хі 

Коренному  количеству  ъуьгх2 — ^аЬх  можно  придать  еще  слЬ- 

дующій    видЪ   (  —  аЬхУ  (і  —  ^)',  и  тогда  (і   ^)5    разложивЪ  вЪ 

рядЬ",  получимЪ 

Ъх      ,        .    */        і  Ъх        і.і  Ъ2х2        1.1.3  ЪЗхЗ  ч  • 

каковый  рядЪ  явно  будетЪ  мнимый  ,  когда  х  будетЪ  имЪть  величину 
положительную,  но  для  х  ~  о,  оный  даетЪ  у~о;  почему  положимЪ 
л  отрицательнымЪ  ,  и  мы  будемЪ  имЬть 

то  есть  два  ряда ,  простирающееся  дробными  степенями  количе- 
ства х. 

Откуда  явствуетЪ  ,  для  чего  формулам 

к/'  К"' 
У  —  К  -Ь  К'х  +  —  х2  -Ь  —х3  Н-  и  проч. 

не  способна  кЪ  разложению  функціи  у ,  содержащейся  вЪ  уравнение 
(у  —  а}2  -\-  Ьъу  ~  о  ;  ибо  оная  формула  заключаетЪ  вЪ  себЬ  рядЪ,  про- 
стирающійся  цолыми  и  положительными  степенями  количества 
х  ,  когда  напроіпивЪ  того  функція  у ,  содержащаяся  вЪ  преднаписан- 
номЪ  уравненіи,  по  свойству  своему  разлагается  вЪ  рядЪ,  простира- 
Ющійся  степенями  или  цЬлыми  отрицательными  или  дробными 
положительными  того  же  количества  х. 

ОднакожЪ  не  смотря  на  сію  неспособность  общей  формулы 
разложенія  вЪ  случаЪ  функцій  неявныхЪ  ,  мы  посредствомЪ  нЪкотора- 
го  особеннаго  приема  можемЪ  кЪ  тому  ее  приспособить,  когда  извЬт 
стенЪ  будетЪ  видЪ  ряда ,  вЪ  который  неявная  функція  разложиться 
можетЪ  ,  какЪ  изЪ  слЬдующаго  явствуетЪ. 

(129.)  Пусть  Р(/  ,  «)  ~  о  будетЪ  уравненіе  между  количествами 
1  тли,  или  и  неявная  фу нкція  количества  Ц  и  пусть  видЪ  ряда*  вЪ  ко* 
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віорый  она  разложишься  можетЪ  ,  будетЪ  слЪдующій  : 

и  —  А/Х  4-  В*И>  -+-  сЛ+^  -+-  Б;х-Ь^       и  проч. 

ПоложимЪ  *!*     х  5  будетЪ 

к      ?Х(А     Вх  4-  Сх2  4-  Ъх3  +  и  проч.)  ; 

почему  положивЪ  А  -}-  Вх  +  Сх2  4~  Бх3  4~  и  ироч.  щ  у,  сделается  у  ~ 

/х  ,   и  вЪ  слЬдствіе  формулы 

К."  К''' 

2  —  К  -ь  К'хн-— х2  -ь         +  и  проч. 

получится 

А—К,  В  — К',  С-г^;  Р==^  и  проч.,, 
и  потому  будемЪ  имЪгаь 

и  -  кЛ  +  К'Л+'А  -Х-     Л+2'А  _1_  кі  Л+З^  4_  и  проч. 

1       1.2  1      І.2.3  1 

ПричемЪ  замЪтимЪ  ,  что  вЪ  слЬдствіе  предЪидущихЪ  положе- 
ній  будетЪ 

I  X 
І  — хм-  и  и~  Лу  —  Xм- у. 
КЪ  поясненію  сего  возмемЪ  неявную  функцію  и,  содержащуюся 
вЪ  у  равненіи  >яй3  —  /3«  —  г»/3  ~  о. 

Чтобы  узнать  виды  рядовЪ,  вЪ  которые  сія  неявная  функция 
и  количества  /  разложиться  можетЪ,  положимЪ 

и  —  А/х  +  вЛ+'а^  0Х+^+  ШХ+за  г  и  проч  ; 
по  учиненіи  вставливанія,  мы  получимЪ  тожественное  уравненіе 

жА-3/зХ+3'«А2В/зХ"ь^4-  и  проч.  _аЛ+3— ВгХ+^+3  —  и  проч.  ~тіЗ— о, 
которое  разположить  надлежитЪ  вЪ  разсужденіи  равныхЪ  степеней 
количества  і  •  и  какЪ  указатели  оныхЪ  суть  неопределенные,  то  сіе 
можно  сдЬлать  многими  образами. 

Во  первыхЪ  "имЬетЪ  мЬсто  следующее  расположение  : 
лАЗ/зХ4-ЗдаА2В?зХ-ь'А+З^А2СгзХ"Ь2'а+З^АІВ/зХ+3"-    3«А2Е/зХ"Ь4'х4-  ипрЛ 
+ЗдаАВ2/зХ+2^ч-б^АВСгзХ+за-)  6етАВтзХ+4'а  / 

твз^-^  -+-з^/АС7/зХ+3'А  >=о; 


го; 

и*  V 

3  — !  И  Пр.  / 
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ибо  уравненіл  ЗлггЗи  Зл  +  ^Л  +  З  даютпЪ  Л~і  и  ко- 
торый величины  удовлептворяютЪ  и  уравненіямЪ 

Зл-і-ам=л  -і  /^3,Зл)-Зл<:=ЛЧ-2/н-3,  Зл-н^лн-З^н-З  и  проч. 
И  потому  можно  положишь 

и  -  Аі      В^  -+-  С/3  _4_  0/4  и  проч> 
Во  вторыхЪ  имЪегпЪ  мЬсто  разположеніе  : 

-^А^    —ЪтА^+^Ът^С^^ -ЪтА^+^  -  и  пр.^ 

— ЗдаАВа**х+2>4  —  б^АВС^х+зм-  /  ~ 

йбо  уравненія  л-ьЗггЗ  и  л-^-ьЗ^Зх  даютЪ  л  =  0  и  «--3, 
которыя  величины  удовлетворяясь  и  уравненіямЪ 
Л  <  *К  +  З^Зл+^  ,  л  г т  З-гЗ^        л  ,  ^+З^Зл-ьЗ,  и  проч. 
И  потому  можно  положить 

и  =  А  ,  В^-з  ,  С/"6  4-  ^  +  и  проч. 
ВЪ  третьихЪ  имЪетЪ  мЪсто  сіе  разположеніе  - 

Н-3/«АВ2/Зх+3'а м  6^АВС^^+з"+6;;?ЛВш3х+№ 

— «Г3 

»6о  п-й  Зл  =  л+ЗиЗл+^+иі  3=3„а,оц,Ъл='  и  в-_^ 
который  величины  удовлетворяютЪ  и  уравненіямЪ  "  5' 

Зл+2,=Л    2Я+3,ЗЛ  ,  3/=л,  3^.3,  Зл+4л=Л+^н-3  и  пр0я. 
И  потому  можно  положить 

^№ГЗ^Ж*^  ФУ—  „  ео№ 
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И  такЪ  поелику  вЪ  ряду  персаго  вида  имІземЪ  Л~і  и 
1  X 

то  уравненія  і  ~  хМ-  и  и  ~  х,"- у  сдЪлаются  /  ~  к  и~хуу  и  потому 
предложенное  ураЕненіе  обратится  вЪ 


ту3  —  ху  —  т  ~  о  \ 


откуда  получится 

&У  _   У_ 

Ах      $ту2  —  х  9 


Ау  /       Ау        х        Ау      Ау  (       Ау      д  ••  *  4У! 

а> __ _Ш  УК^Уах—  Ч  _  Тх—  Ах\6тУАХ~1)  _  »К — ВтУір 

Ах*     $ту2— х         (.ЗтУ2 — х)2  з77г>2  —  х  2тУ2  — л 

А7 у         АуЗ              Ау  А2у  (  Ау            Ау\(       Ау  ч 

АЗу  _  Чх2~^тА^-~  1  *тЧх  Ах~2  К9' Ах"  6тУАх-2А6тУАх—1)  _ 

Ах-5                   2тУ2  — х  (2Щу2  —  ж)2  ~~ 
Л    СІу3  _і_  (  Р     ^  а\*аУ 

и  проч. 

Почему  полагая  х  ~  о  ,  найдется 

3т  '         —  и  >  1Ѵ  ' —  2-рпЗ 


К-і,  К'  =  ^,  К"  =  о,  К'":=--^  и  проч., 


и  потому  будетЪ 

.  К  — 

Зт 


А=і,  В  — -^,  С  — о,  В  —  —         и  проч. 


ПотомЪ,  поелику  вЪ  ряду  втораго  вида  имЬемЪ  Л  ~  О  и  (/~ — 3? 
1  X 

то  уравненія  Т  ~  х№  іл  и~  хР-у  сделаются  і  ~  х~"*  и  и~у,  и  потому 
предложенное  уравненіе  обратится  вЪ 

мху3  —  у  —  т  —  о  ; 

откуда  получится 

Ау   • — '  туЗ 

Ах       згах^у2— і  9 

—Ъ™У2%     ту3{бтху%-^^ту!1)  _  —  Ътуа%  —  Щбтху^+Зту2)  _ 
Л»2        зтггу2— -і  (зтху2 — 

о  24у  і  ~  *у2 
бту  йх  -Н  бжхда 


Ау*  .   _     е?уЗ  Л2у  АуА2у      А2у/„       Ау     _  ѵ 

Йх3~  Зтн*у2 —  і  — 

_     Ау2    .     _     йуЗ    -  ,Л2>    ,  Ау  А7у 

Зтху2  —  і  ' 

и  проч. 

Почему  полагая  х  ~  о  ,  найдется 

К— —  да,  Ку  —  —  да4  ,  К"  ~  —  6/»?  ,  Кѵ/  —  —  72да10  и  проч., 
и  потому  будетЪ 

А~—  да,  В~  —  да4,  С  —  —  Зда7,  —  і2даТО  и  проч. 

НапослЪдокЪ,  поелику  вЪ  ряду  гарепіьяго  вида  имЪемЪ  А —  - 

/л  ~  —  §>  то  уравненія  і~Ф  и  и~х^у  сдЪлаюшся  і~  х    3  и  и  ~У- 

и  пошому  предложенное  уравненіё  обратится  вЪ 

—  у  — ,  тх  —  о  : 

откуда  получится 

сГу   т 

ід:        зт>2 — •  і  ' 

а  а  &У  ~  Ау2 

А*у__—6т  уА^  6ту^ 

(іх2       (зтУ2  ~~  О2  зту2— і  5 

4Ь    _  бда^Ч-  ізда^-  ^     6да^.^__  ^  6да^+і8да^^ 
и  проч. 

Почему  полагая  х~о,  найдется 

К  =  ±— ,  К'  —  -,  К^  =  ^^да2ут,  к'"— 3»*  и  проч., 
и  потому  будешЪ 

А  =  ±ѵЬ  В===?>  С— д-даѴ^>  0  =  Т  и  и?оч> 
И  такЪ    неявная    функція  «,    содержащаяся  вЪ  уравненіи  дал* —  і- 
даг3  —  о  ,  разлагается  вЪ  четыре  слЬдующіе  ряда  : 

'"^з™       ^Гз~Т~  и  проч. 

Зт.7  12т10 


,ЙІ      гз      1б   и  проч. 
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—  і  л      т     з    |  —  3  ,  т4  __ 
т  ^24--  —  -т*і  И —  *     —  и  проч. 

— да    '+-+   я  '    Л-  — *   3-Н  и  проч. 

Но  кЪ  симЪ  самымЪ  рядамЪ  мы  несравненно  кратче  достигнемЪ 
посредствомЪ  тЬхЪ  самыхЪ  разположеній  тожественнаго  уравненія , 
помощію  коихЪ  виды  оныхЪ  определили,  а  именно  такимЪ  образомЪ: 

ИзЪ  перваго  разположенія  мы  имЬемЪ 
тАЗ  —  т—  о,  ЗтА*&—  А~  о,  ЗдаА2С     ЗтАЪ2  —  В  —  о  ^ 
3?пА2Б^  6т АБС  -^яВ^ С„~ %  З^А2Е+6^АВВ  -^ЗдаАСЧ  3?яВ2С— Р  —  о 
и  проч. 
и  оттуда 

А=1>  В=^  С  =  °>  °  =  — ГГтЗ  1  Е=^4  И  ПР°Ч- 
ПотомЪ  изЪ  втораго  разположенія  находимЪ 
А  +  т  —  о  ,  Б  —  тА3  ~  о  ,  С  —  ЗетА2В=о,  Б  —  ЗгсА2С  —  ЗетАВ2  —  о  , 
Е  —  3?яА2Б  —  6т АБС  —  тЕ3  ~  о  и  проч.  , 
и  оттуда 

А—  —  т>  В  —  —      ,  С  ІГ  —  Зда7  ,  Р  ~ — 12ти10,  Е  —  —  55т13  и  проч. 

НаконецЪ  изЪ  третьяго  разположенія  имЪемЪ 
тА3—  А— о,    ЗдаА2В  —  В  —  т  ~  о  ,    ЗдаА2С ЗгсАВ2  —  С  —  о  , 
3,-иА2ВН-б/»АВС-Н^В3— Б— о  ,  ЗтА2Е-\-6тАВВ  ±  ЗдаАС2  +  ЗдаВ2С  —  Е~о 
и  проч., 
и  оттуда 

А-~Ѵ^>  В=2  '  С=-ь^Ѵ^,  Б=-,  Е=^-— —  и  проч. 
И  такЪ  изЪ  сего  заключить  можемЪ  ,  что  предЪидущее  при- 
способленіе  общей  формулы  разложенія  кЪ  функціямЪ  неявнымЪ  ника- 
кой пользы  намЪ  не  приноситЪ  ,  и  что  разложеніе  сихЪ  функцій  вЪ 
ряды  непосредственно  относится  кЪ  АлгебрЬ  ,  собственно  такЪ  на- 
зываемой. 

Между  тЬмЪ  для  сего  разложенія  во  многихЪ  случаяхЪ  сЪ  поль- 
зою употреблена  быть  можетЪ  изобретенная  знаменитымЪ  Лангран- 
жемЪ  для  возврата  рядовЪ  формула ,  которая ,  какЪ  основанная  на 
общей  формулЬ  разложенія,  существенно  кЪ  сей  главЬ  принадлежит!», 
и  кЪ  которой  мы  теперь  же  приступимЪ. 
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(іЗ'о.)  Пусть  дано  уравненіе  г  ~  у  -\-  хК  ,  вЪ  которомЪ  К.  есть 
какая  нибудь  функція  количества  %  ;  требуется  разложить  вЪ  рядЪ 
сіе  количество  х.  или  вообще  всякую  его  функцію  2. 

Поелику  вЪ  уравненіи  %~у-{-хК  находятся  три  перемЪнныя 
количества  х,  у  и  «  ;  то  мы  можемЪ  оставить  одно  непремЬннымЪ  , 
а  измЬнять  токмо  прочія  два,  зависимо  одно  отЪ  другаго.  И  такЪ 
"оставя  у  непремЬннымЪ  и  изменяя  х  и  я  зависимо  одно  отЪ  другаго, 

мы  будемЪ  имЪть  по  общей  формулЬ  разложенія 

К/'  К/''', 
2  —  К  +  КУх  Ч-  — х-3  Н  х3  гЬ  и  проч. , 

1  1.2  1  І.2.3 

гдЪ  ,   какЪ   известно  ,   К  ,  К' ,  К"  ,   К'"   и  проч.  суть  количества  ,  вЪ 

гі2     й'2  сі32 

которыя  обратятся  2  ,       5       *  І^з  и  проч.,  когда  положится  х — о. 
ПотомЪ  полагая  ,  краткости  ради  , 

,ІК  —  КѴ*  ,  (ІК'  —  К"Дъ  ,  ЛК"  —  К"'іъ  и  проч.  и 
Л2  —  2'^  ,   ЛЪ'  —  2'Ѵг  ,  І2"  =ц  2"'/&  и  проч.  , 
мы  получимЪ  : 

Во  первыхЪ  изЪ  уравненія  г.  —  у~\-  хК 

А*        йк      ^        „А*  ,  „ 
^^х^Ч-К-хК^-ЬК, 

6*=**^?"^      Ш  +  к  <**  Н-  ё  — лК  ^2    хК         2К  <Г* > 

сілЗ  сіхЗ^    іх  сЬ2  '    лЛх2^9хк  АхАх2^    Ах  Ах2      ^  Ах^  ' 

и  проч. 

Во  вторыхЪ  изЪ  уравненія  йЪ  и  2Ѵ« 
^   2'  Ах  ' 

гіх2  &х  ах   '    2  «Ьс2   2  сі*2    '   2  <ЬГ2  5 

оІхЗ  іх  сЬ2_і~  22  Ле  сіх2  "^йх-^"^2^  —  2   ЗяЗ      ^2  Ах  Ах^      2  ДхЗ  > 

и  проч. 

Поелику  же,  когда  х~0,  тогда  сдЪлается  то  положимЪ,  что 

вЪ  то  же  время  К,  К/,  К''  и  проч.  сдЬлаюіпся  0_,  О',  <Х  и  проч.  и  2,  2%  2" 

+  „  *   ,    А%     :ъ  АѴ.' 

и  проч.  сдЪлаются  У,  У  ,  V  и  проч.,  такЪ  что  какЪ  было  К        ,  К  —  ^ 

,  А2         „  дТІ 

я  проч.  и  2  — ,  2  — -т-  и  проч.  ,  такЪ  здЬсь  будетЪ 
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0.'  =  ^,  0.'-^  «  проч.  . 

ЙУ     хт„  йГ 

ѵ/  -"Г  -г-  ,  V   Ш  т~  и  проч. 

БЪ  слЬдсгавіе  сего  первыя  уравненія  обратятся  вЪ  сія: 
й*  7 

й^=2Кй^  —  ^О.'-^-  —  Щ-  - 

^=3^  +  3^-30.^" -+-30;  ,7   Ау  — 

~Пйу2    —  йу2  Йу2  ' 

и  проч. 

ПошомЪ  вторыя  уравненія  обратятся  вЪ  слодуюіція  : 

л  о2— 

<*22  _  „_а  ,  у  АО? _  а?аг         —       —  ^Ь^. 
—  уО.+ѵ-^г —       йу       —  йу         іУ  > 

а^з  — ѵ  О-  + зѵ  ^  Ту  ^ ѵ  йу2  —        Т2І  йу  ~  4у2 

-^а  ^-йУйЗГ4-    йу2  -  йу2         -   йу2    -  йу2        йуа  ■ 

и  проч. 
И  такЪ  имЬемЪ 

к-ѵ,  *Г=0%,  *■"=-&->  к        ^  и  пР°"-> 

и  потому  будетЪ 

йу      ЙД<  йу"  *2  і      ^  4у  *5  і 
2  =  Ѵ+0,-х^-^-  +  -^,— — +  и  проч. 

Пусть  для  большей  всеобщности  будетЪ  г.  =:  Б",  (у  +  хК)  ;  тре- 
буется разложить  вЪ  рядЪ  какую  яиесть  функцію  2  количества  г. 

Й2 

Поелику  все  дЬло  состоитЪ  вЪ  томЪ  ,  чтобы  определить  ^  , 

1!5     —-  и  проч.,  когда  положится  х~о,   и  известно,  что  тогда 

йх2  '    йхЗ  г 

ъ  и  следовательно  такЪ  же  2  сдЪлается  функціею  одного  количества 
у;  то  мы,  измЬняя  попеременно  х  и  у,  станемЪ  искать  преднаписан- 
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ные  частные  дифференциалы  ,   ьзятые  вЪ  разсужденіи  количества  х  , 

„    А2       А22      АІ2  _  _ 

вЪ  частныхЪ  дифференціалахЪ  -^-  ,  -^,  и  проч.,  взятых Ь  вЬ  раз- 
су  жденіи  количества  у,  И  такЪ  во  первыхЪ  изЪ  уравненія  *,~Р.(.у  4~хК.) 
имЬемЪ 

ибо  дифференціалЪ  функціи  какого  ниесть  количества,  какЪ  у-{-хК9 
равняется  дифференціалу  сего  количества  ,  умноженному  на  некото- 
рую новую  функцію  того  же  самаго  количества  ,  которая  ,  какЬ  за- 
висящая отЪ  зида  прежней  функціи,  будешЪ  одна  и  та  же,  какЪ  вЪ  случай 
дифференціала  взятаго  вЪ  разсужденіи  х  ,  такЪ  и  вЪ  случаЬ  диффе- 
ренциала взятаго  вЪ  разсужденіи  у.  И  такЪ  ,  по  изключеніи  изЪ  сихЪ 
двухЪ  уравненій  р'(у  -\-  хК),  мы  будемЪ  имЬть 
Ахг  Аъ-,  Ахг  .Ая-, 

и  оттуда 

Аъ   Аъ 

Ах  Ау' 

„  А2          ,Аъ         А7.   йъ  .  . 

ПотомЬ  ,  поелику      —  2       и       — 2       мы,  по  изключети  2,  полу- 

чимЪ 

А2  Дъ          А2  Аъ 

Ах  Ау        Ау  Ах9 

Аъ    Аъ 

и  оттуда  ,  поставляя  вместо  ^х  — 

К~Ау  >  найДемЪ 

42          А 2 

Ах  КсІу  * 

котораго  уравненія  взявЪ  дифференціалЪ  вЪ  разсужденіи  х ,  получимЪ 

.  АЪ 

Ах2  Ах 
А2   ,сіа 

Но  поелику         —  К2     ,  гдЬ  К  и  2  суть  функція  колич«- 

А%  А2Х 

спгва  г;  то  можно  положить  К2д^ — -щ  у  означая  чрезЪ   Ъ1  новую 

функцію  того  же  количества  *  ,  которой  дифференцтлЪ  &Ъг  ~  К2'^«, 
такЪ  что  будетЪ 


и  потому  предЪидущее  уравненіе  сделается 

 й22г   а'7х 

_  А2г    й2г  , 

Поелику  же  -т— —  2  т-  и       ~2  • 
'  Ах        "і  Ах        Ау          •  *  іу  * 

то  і  по  изключеніи  2І  ,  получится 

А'1Ѵ  сіг  «*2Г  Аъ 

Ах  <іу        Ау  Ах  9 

'  Аъ  Аъ 

и  оттуда  ,  по  причина  что  ^  ~  , 

гі2г  <*2Г 
— -  —  К  — - 
Ах   к  Ау  • 


ТакимЪ  образомЪ  предЪидущее  уравненіе  сдЬлается 

Ах2  Ау  > 


„    Й2,  <*2 
и  какЪ  й—  ~       ,  то  будетЪ 

ал2  —    сіу~"  • 

2<і2  ,сіг 

Теперь  ,  ноелику  К^гК2^,  гдЬ  К.  и  2'  суть  функціи  коли- 

І2  Й22 

чества  г;  то  можно  положить  К22  ^  ~  -^2  ,  означая  чрезЪ  22  но- 
вую функцію  того  же  количества  %  ,  которой  дифференціалЪ  АЪ2  — 
К  2'г/«  ,  такЪ  что  будетЪ 

а><  —  4>  » 

и  потому  предЪидущее  уравненіе  сдЬлается 

й  л2  ~Ау~*  Щ 

котораго  уравненія  взявЪ  дифференціалЪ  вЪ  разсужденіи  *,  получимЪ 

й_32        Щ2І   а  -  ах 

Ахі  АуЧх          Ау2~  (ч-  ]0^)« 

А22         .  АТ.%    А% 

Поелику  же  ^  —  2Л^  и  — -  —  23^,  тог,  по  изключеніи  2^  , 
найдется 


А22  А%  А22  Аъ 

Ах  Ау        Ау  Ах  9 
А%   Аъ 

н  оттуда,  по  причинь  что  ^  —  , 

А22   А22 

Ах  Ау  ' 

ТакимЪ  образомЪ  предЪидущее  уравкеніе  сдолвеліся 

АхЗ   Ау2  > 

и  какЪ        Ш  К-2д^л  то  будетЪ 

АхЗ    Ау2  • 

к  А*-1*           11  ■     *  Ау 

И  вообще  ,  естьли  щ^-щ  —  х 

то  будетЪ  » 

А*2  "  .     *  Ау 

Ах*  —    ^^=5  ' 

ВЪ  самомЪ  дЪлЪ,  подоживЪ  К71- х^~^^ 
имЬемЪ 


г — № — і 


которагв  уравненія  взявЪ  дифференціалЪ  ВЪ  разсужденіи  х,  получимЪ 

,71  і   г 

.  2*==  ЩНІ~    4у-г  ^108)' 

Л2ц— !           /      Ах      (ІХп—і        г  Ах 

Поелику  же  — —     — 2^-  и  — —  2Ѵ— ,  то  ,   по  изключенік 

2'м—і  ,  найдется 

42,щг-.х  Ах,  АТп—г  Ах, 

Ах     Ау        Ау    Ах 9 

.  Аъ~  Ах 

и  оттуда,  по  причине  что      Ш  К— , 

^2п. — і  АЪя—г 

Ах  Ау 

ТакимЪ  образомЪ  предЪидущее  уравненіе  сделается 

31 


242 


и  какЪ  — —  К.  ш0  напослЬдокЪ  будетЪ 

№          а  .  2 

И  такЪ  вЪ  слЪдствіе  общей  формулы  разложенія  мы  будемЪ 

имЬть 

2—к+Ксіух+  -Іу~ТГ^  фу—  Т^4-'  *  •-ь~^у^~7^:^-ь  "проч., 

гдЬ  бЪ  функціи  К  и  2  вмЪсшо  количества  надлежитЪ  поставить 
величину,  которая  соотвЬтствуетЪ  положенію  х~о,  и  которая  вЪ 
сл]Ьдствіе  уравненія  ^  ~  Р.(_у  +  ,*К)  есть  Р. у. 

ВЪ  частномЪ  случаЪ  ,  нредставляемомЪ  уравненіемЪ 
будетЪ  при  положеніи  х  ~  о,  просто  г. — у;  и  естьли  означимЪ  чрезЪ 
О,  и  У  величины  ,  вЪ  которыя  отЪ  того  обратятся  функціи  К  и  2, 
то  получимЪ 

ЛГ)2—           Л2  ПЗЙ-  А*—  гппт 

г,     ТТ  ,  ^       П-К<  йух^       а  -Ч-  сіу  хЗ  л  .     Ч.  сіу  хп 

2=:У^-^^x-+-^  -  —  н  йу-2—  — ^г..  .Ч-     ЛуП   г— -— и.  проч., 

какЪ  и  прежде  сего  заключили. 

формулу  сію  можно  привести   еще  вЪ  большую  всеобщность  , 

нежели  вЪ  каковой  она  предЪ  симЪ  представлена,  какЪ  изЪ  слЪдующаго 

явствуетЪ. 

Пусть  %  —  Р.ІІ  и  Ц-— /(*,  у,  я)  ,   гдЬ  /.(дг,  у,       такова,  что  ког- 
да положится  х  ~  о  ,  то   сдЪлается   II  — /у  ;   требуется  разложить 
вЪ  рядЪ  какую  ниесть  функцію  2  количества  г. 
Поелику  V  —  /(х,  у,       шо  будетЪ 

$ц       ш  ш 
/Ш  =  ^н-       +  ~Аъ  Щч.  $5  и  і  о8) , 

гдЪ  знакЪ  ^  употреблено  вмЬсто  Л,  для  отличія  частныхЪ  дифферен- 

ціаловЪ  отЪ  пол  наго. 

И  какЪ  *  ~  Р. II ,  то  мы  будемЪ  имЪть 


—  ^43  — 


ибо  сперва  дифференціалЪ  берется  ьЪ  разсужденіи  х  ,  и  следователь- 
но ,  -поелику  а  есть  функція  х  ,,  такЪ  же  и  вЪ  разсужденіи  г ;  по- 
томЪ  дифференціалЪ  берется  вЪ  разсужденіи  у ,  и  следовательно  , 
поелику  %  есть  функція  у  ,  такЪ  же  и  вЪ  разсужденіи  ИзЪ  сихЪ 
двухЪ  уравненій,  по  изключеніи  Я.І] ,  мы  находимЪ 

гілѵ4>        ііг  сіу/        іуѴ^я    '    <іг  Ах)  ' 

и  оттуда  / 

Ль  $11   . 

сіх  сі^у  йя  * 

Пусть  дх :     —  V ;  предЪидущее  уравнете  сделается 

Аъ   іг 

Лх  Лу' 

Поелику  же  2  есть  функція  количества  х,  ,  то  будегаЪ 

Л2  Л2  Л%        Л2  Л2  Аъ 

Лх       Л%  Лх   И   Лу       Л%  9 

ах 

и  оттуда ,  по  изключеніи  -г^ ,  получится 

Л2  Л%  Л2  Аъ  Л2Лг. 

такЪ  что 


Ах  Лу       Лу  Лх       ~Ѵ  Лу  Лу  * 


Л2   Л2 

Ах  ѴЛу' 

Откуда  ,  взявЪ  дифференнДалЪ   сперва  вЪ  разсужденіи  х  ,  а  по- 
шомЪ  вЪ  разсужденіи  у  ,  будемЪ  имЬть 

<Р2  ^У^_і        ^22  <*22   ,  й22 

5зс^       гіх  сГу  ЛуЛх   И   йжйу  «Гу  5у    '  ; 

Лл2  й22 

11  какЪ  Л^х~~АхАу  (ч'  10^)'  ш0  п0  постановленіи  ,  будетЪ 

№2  лѵ  3.2  ,  ,  2сг22 

Лх2  Лх  Лу  ~Г~  ^АуАу    І~  Ѵ  Лу2' 

Поелику  же  V  есть  функція  количествЪ  х  ,  ^  и  я ;  то  имЬемЪ 

йѴ  ^       $Ѵ        .     5Ѵ  ,     $Ѵ  Лх    ,  ЛУ         ?Ѵ  Л%    ,  6'Ѵ 

гія  Дх    *    гія     ~  ^йг  Лу    '    йх    И   а!у         йя  ііу  "  '  5^* 


ЛУ 
Лу 

 гѵ 

—  л% 

Аъ 

гѵ  «г»  

ЛУ 

5Ѵ 

Ля  Лу 

Лу' 

Лу 

И 

ітавивЪ  вЪ 
перьвое ,  получимЪ 

_   гѵх      гѵг        лу  ,    ЗУ  $у 

31  * 
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5Ѵ  5Ѵ 

Пусть   Ѵ^-  — Ѵі  ;  найденное  теперь  уравненіе  обратится  вЪ 

ТакимЪ  образомЪ  предЪидущее  уравненіе  сдЪлается 

ИЛИ 

Я22    ^    ,  _  Й2 

йх2    8у        '  Ѵі^" 

Откуда,  взявЪ  дифференціалЪ  вЪ  разсужденіи  л:?  получимЪ 

й22   сіѴ  й2    .  й22 

Но  изЪ  уравненія  ^у  —  ^  имЪемЪ 

</32  "  гі2Ѵ*2      ^Ѵгі22      гіѴгі22   ,      гіЗЯ           ^32,  ^  СЦ2             ^  . 

Лх/?2  ~~~  5у2  ^      г/у        ~7[  ау'^уь      ^АуЗ       ^йуі  2<іу  «>2      ^У2  4у  * 

ЛУ   '/V  . 

такЪ  же  изЪ  уравненія  — — Ѵ7-  — г~Ѵі  находимЪ 


ЛхЛу  сіу2    1    с/у2    1     гіу  ? 

и  наконецЪ  изЪ  того,  что  Ѵі  есть  функція  количествЪ  х,  у  и  имЪемЪ 

 гѴіо-г   „  $Ѵ,  іѣ      6Ѵі         аѴ,  б'У,  гіз  _  .  5'ѴГ 

сіх  (1%  Ах       Ах         ^  Аъ   сіу       Ах     И     ёу  Аъ  Ау        Фу  * 

и  оттуда,  какЪ  и  прежде, 

^  г  ^         ^  *^ 

ах    V  йу  Ау  /    1     сіх  ;       ѵ  Ау     1     гіж        у  Ау  > 

5ѴГ   _  _ 

такЪ  что,  полагая   ^іу^Г  >  будетЪ 

ТанимЪ  образомЪ  предЪидущее  уравненіе  сделается 

й32      0І32  „сіѴ«і22         і2ѴгУ2  /    іѴ         ч  У22     ;      ОѴ         \  /   ^22     <ГѴ  </2ѵ 

0^л2     .  „гіѴ  <^22    ,  '      ,с/2Ѵ  ,'2    .     л    СІУ2  42    .    й  <і22 

= ѵ3туз  +       ^  ф  зѵ^  5  Н-  бф  ц  -V  зѵѵ^ 

ИЛИ 


сіхЗ  Ау2       7-0      Ну  1  2ау* 

ПодобнымЪ  образомЪ  найдутся  выраженія  и  для  слЪдующихЪ 
порядковЪ  частныхЪ  дифференціаловЪ  функціи  2  ,  взятыхЪ  вЪ  раз- 
сужденіи  х,  вЪ  частныхЪ  дифференціалахЪ  той  же  функціи  2  ,  взя- 
тыхЪ вЪ  разсужденіи  у. 

И  такЪ  вЪ  слЬдствіе  общей  формулы  разложенія  будемЪ  имЬт 

гдЬ  вЪ  функціи  2,  V,  Ѵі,Ѵ2  и  проч.  вмЪсто  количества  г  надлежитЪ 
поставить  величину  ,  которая  соотвЬтствуетЪ  положенію  х  ~  о  ,  и 
которая  вЪ  слЬдствіе  уравненій  ^  ~БѴУ  и  II  ~ /(*,  у,  я)  ,  изЪ  коихЪ 
последнее  отЪ  положенія  х  ~  о  обращается  вЪ  О-ш/.у,  будетЪ  не 
иное  что  ,  какЪ  функція  количества  у. 

ВЪ  случаЬ  ,    представляемомЪ   уравненіемЪ  я  щ  Щу  -+•  хК)  ,  бу- 

_  *  ш   5и   /  то  Ш\  

детЪ  И  —  у  ,  и  потому  ^  —  К,  щ          і  3        —  Іх'-  &у)  —  К  5 

^А  —  ,х-^ау)~^  ѴЛ— ^-ѴйТ^0   и  пРоч->   гаакЪ  чшо 

предЪидущая  формула  сдЪлается 

,    аг    ,  ,  тж%  хз 

2  =  К  .+  К-х  4-  -^—  —  4-  -^-  —  И-  и  проч. , 

какЪ  и  предЪ  симЪ  нашли. 

При  чемЪ  должно  не  забыть,  что  вЪ  функціи  К  и  2  вмЪсгпо  кб- 
личества  а  надлежитЪ  поставить  величину ,  которая  соошвЬт- 
ствуетЪ  положению  х  ~  о,  и  которая  вЪ  семЪ  случаЬ  есть  Т. у. 

( 1 3 1 .)  КЪ  поясненію  сей  формулы  возврата  рядовЪ  мы  предло- 
жимЪ  здЪсь  нЬкоторые  примЬры. 

ч 

I.    Пусть  дано  уравненіе  г  ~  у  +  х^т;  требуется  определить 
Мы  видЬли ,  чшо  вЪ  случаЬ  уравненія  %  ~  у  4  хК  будетЪ 

2=Ѵ+  0__х  +  ^--4-_Г2_  4-и  проч., 
гдЬ  0.иУ  суть  функціи  количества  у7  вЪ  которыя  обращаются  К.  и  2?  когда 


положится  %~у,  и  какЪ  вЪ  семЪ  примЪрЪ  К  ~  ~т  и  2  ~  %№,  то  будетЪ 

О. -Л  *  =  Уи  ^=-«^. 
И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть 

и  проч. 

Посему  будетЪ 

I     •<  '  1.2  '  І.2.3 

-|-  и  проч. 

II.  Пусть  дано  уравненіе  («  —  л) 2  -)-  Ьиі  щ  о  ;  требуется  опреде- 
лить и. 

Уравненіе  сіе  можно  представить  такЪ  :  и  ~  —  ^іи~аУ>  из^ 
коего,  по  сравненіи  сЪ  общимЪ  %  —  у  -+-  хК  ,  имЬемЪ 

і  Г 

г  ~  и  ,  у  ~  о  ,  х  —  —  ^г.  К  —  (и  —  <г)2~(^  —  л)2  и  2ік~г; 
почему,  поставляя  у  вмЬсто  получимЪ 

0-=  Су  —  <Ог »  у  =  у  и  ^ у  —  1  • 

і     И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЪть 
Т  =  У  =  о, 

О-фГ  =  (у-<02  =  **> 

—у—  —  ~*у~ -^у- а;  —  — 4*5> 

_^  _  -  5.6іу  -  *)4  -  5.6*4 

и  проч. 

Посему  будетЪ 

  а2         ааЗ  5в4 

Н  —  ~~Ы       ЪЧ*  я  "Р0* 

или  все  тоже 


и— ~44        "     4.4.6  і2.  г2        4.4;6;8  ьз.із        и  проч., 
>по  есть  первый  рядЪ  ,  найденный  выше  для  одной  величины  количе- 
ства и  ,  содержащегося  вЪ  уравненіи  {и  —  д)а      Ьиі  ~  о. 

Чтобы  найти  другой  рядЪ  для  другой  величины  того  же  коли- 
чества и  ;  то  означивЪ  первую  величину  чрезЪ  г/,  а  другую  чрезЪ  и\ 
мы,  по  преобразованіи  нашего  уравненія  вЪ  и2 — (2д  —  Ьі)  и  а1  ™о» 
получимЪ  и-\-и"~<2а  —  Ьі  ,  и  оттуда  и"  ~  ча — Ьі  —  почему  и  бу 
демЪ  имЬть  рядЪ  для  другой  величины  количества 
і.і  42.а2  ,  г.1.3  43.аЗ  !  1-13  5  4^а4 
4~4~  ~&7  4Т4Т6  Ь2/2 

точно  тотЪ  самый ,  каковый  предЪ  симЪ  нашли. 

III.  Пусть   еще  дано   уравненіе  ти3  —  і3и  —  ті3  ~  о  ;  требуется 
определить  и. 

Уравненіе  сіе  во  первыхЪ  можно  представить  такЪ:  и3'~і3-^ —  и, 

и  положивЪ    и3~х,    и  следовательно  оно  преобразится  вЪ 

г3>  изЪ  коего,  по  сравненіи  сЪ  ѳбщимЪ  %,~у-\-хКу  имЬѳмЪ 

'"'.і'.*'Йѵ .    •  ,  іЗ     -        х  і  і, 

У  ~  /  ,  х —  — ,  К — ^,3  и  2  —  и  —  г3; 

ночему",  поставляя  у  вмЪсто  г  ,  получимЪ 

^         і  і       ЙУ   і 

И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть 

3?э  37 

ЙУ 


йу  йу  ' 


йу  Л  -ъУ   х  й.у- ? 


а 


*У2    йу2   "9    йу  §  з7^д 

*  ,у*-лу  л3.  уэ  2   _   а  *у  3  _А_  _А_ 

с1/ 

я  проч.  * 


Посему  будетЪ 

—       — "      —  -4-——   I    іі  оч 
Тоже  уравненіе  ты3 — і^и — ті3— о  можно  представишь  еще  такЪ: 
и—  —  гп+™±и3,  изЪ  коего,  по  сравненіи  сЪ  общймЪ  я  ~  у  +  хК,  имЪемЪ 

*  =  и  »  у  —  ~  ту  х— :™3,  К—и^  —  ^3  и  2,— и  —  *; 
почему  ,  поставляя  у  вмпсто  г  ,  получимЪ 

И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть 
V  ~  у  13  —  /я 

.12  (-ЛЗ 

48  **-у9  й.уЪ   -  о  7 

=       =  9^7  —  Й-9У7  =  -  8-9^ 

—Г  ^=  =  12 /г  =  12.1  ^^Г"  —  12-11Л0У9=І  —  12.1  1.Ю/И» 

и  проч. 

Посему  будетЪ. 

то4      зт7       іатІ<э  55771*3 
Я  —  —     —  щ  ф  ^         "^ТІ  и  проч. 

НаконецЪ    тоже    самое    уравнение  тпи3  —  і3и  —  ті3  ~  о  можно 

іЗ 

представить  такимЪ  образомЪ  :  и2  =  -  4-  >  и  положивЪ  ла  —  х, 

и  следовательно  я  ~  г.5  ,  оно  сдЬлается  &  ~  т  ~}-/32Г~  г  г  изЪ  коего, 
по  сравненіи  сЪ  общймЪ  ^  ~  у  +  хК.  ,  имЪемЪ 

іЗ  —  \ 

уГ:-,  х  —  *3,  К  іг:  ^      и  1~и  —  ъі 

почему",  поставляя  у  вмЬсто  я  ,  получимЪ 
И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть 


&у    іу1    3    зт'~ 

~~лу              сіу          ~  |  "~"         3$  9 

(і2  —  '  Л  —        "  ^ШшЙ     •-■  Щѵ?^ 

,йТ          ■  *аув    'уі           з .    зш4 

"  й$        *у2  "47"      3^4  -~  Т1^  ' 

АЗ  О4  —          '    I-  а2  N            _э  - 

'^-  <Ъ>  .            *У  уДй?уа          5.7  а. у 2    м-д  і   __     у.7.9  т 

'  йуЗ                йу  4  сі>'2           8     с^У,  -     ■  іб"     іі—  І6 


Т  I 


и  проч. 

Посему  будетЪ 

IV.  Пусть  еще  дано  уравненіе  и3  —  а" и  +  аіи  —  і3  ш  требуется 
определить  а'. 

Уравненіе    сіе    вопервыхЪ    можно  представить  такЪ  :  и"3  — :  & 

—  (л?  —  а") и  у  и  положивЪ  и3  —  %    и  следовательно    ит^,  оно  пре.г 

образится  вЪ  г  ~  і3 —  (аі — й2)^,  изЪ  коего,  по  сравненіи  сЪ  рбщимЪ 
Я  ~  .у  -+-  хК. ,  имЬемЪ 

у  —    ,  х  т  —  (л*  —  й2)  ,  и  =  «'и2-і/гг'і 

почему ,  поставляя  у  вмЪсгпо     ,  получимЪ 


0_=гг»,  Угу  и  ^ 


И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬгаь 
V —     —  I . 


ЙУ-  
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А  V 

Ау* 

й   

щ 

а  </.у  °,  

8  . 

АуЗ 

  гі^уЗ   9  с*?2 

н  проч. 

8— 


Посему  будеіпЪ  .  . 

а    (^~-а2)3    ,       8   (аГ-а2)4  , 

«         -  з7(й>  -  *•)  4-         Ч.'Ц^  *Ѣ  8^7  ЧГа^  Н  И  ПР°Ч'> 

то  есть 

а     ,    а3   ,     аЗ          8а4  , 
к  —  /  "-— г*  ~Н  и  проч. 

Тоже  уравнение  и3 — -Л  +  й/и —  і1  ~  о  можно  представишь  еще 

такЪ  :  и~  —  "Т~т&  Н~~  ^~Г^И?>  изЪ  коего>  по  сравненіи  сЪ  общимЪ 
«С  —  у  -+-  лК,  имЬемЪ 

почему  >  поставляя  у  вмЬсто  % ,  получимЪ 

йУ  

0=гу3,  У  ~  у  и     —  и 
И  шакимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть 

п<*ѵ        з     - 

^  Ау  У    (а2  —  аі)3  ' 

Л1<  Ау   А.у*     

~~Ау~   Ау   ду    (а2  —  аі)! 

и  проч. 

Посему  будетЪ 

«  =  — ^4г5--с^^Р"-и  пр04-' 

то  есть  ,  по  причинЬ  что 
(^04  Р  $       I  *"  И  "Р04- 

и  проч., 


-Ь  ^  4-  и  проч. , 


I 


будетЪ 

„  7"         ^         а3  ~а8~--^9~  И  Проч. 

НаконецЪ   тоже   самое  уравненіе  «3  _  а2„  +  аШ      ,3     0  мож 

ставить    такимЪ    образомЪ  :    и2  —  а1   —  т  -и  ,3  -* 

г  «   —  д         ^гН-*-*;-;  і'  .и  положивЪ 

=  *  и  слЬдовательно  «  =       оно  сдается  ^г-а+^  изЪ 
коего,  по  сравненіи  сЪ  обінимЪ  +  имЬемЪ 

почему  ,  поставляя  у  вмЬсто  * ,  получимЪ 
И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть  ^ 
<*?  =  --— : I— 

*У   з(а2  —  аО  5 

*У  «  —  — — ; 

и  проч.  *  <«2-«03 

Посему  будетЪ 

'     1    а(а2  _  —  1  -Ь  И  проч., 

то  есть,  по  причинЬ  что    -  8(а 

2         8а       іба2        128аз  '        И  проч.,  ИЛИ 

—  (л2  —  аіу  —  —  а  ф.Іф!!:Л_І 

(        2    '    8а  77  іба2  *  и  проч.9 

2(а2-а0            202  ~Ь        Н~  И  проч. 

и  проч., 
будетЪ 

3  8а  ^  іба2        -і^з  -Ь  И  проч.,  ИЛИ 

2        8а        іба2        Т28а4         и  проч. 

урапеш.  ,  какЪ  изЪ  слбдакщихЪ  примЬрозЪ  язстзуешЪ. 

за  * 


—  25*8Г  — \- 

"  V.  Пусть  дано  определенное  уравненіе  л  — **-+- «т  =  о  ;  тре« 
буется  опредЬлить  •   «   •   »,.■«         і.»  ^ 

уравненіе  сіе  •,  представленное  такЪ-:  ■  *  =  ^  +       ,  по  сравне-, 
иіи  сЪ  общимЪ  ^~  у-н  хК,  даешЪ 

а   с       —         _  т       ѵ  —  * 71  • 

у  =И  ь,    х   ■  1  г>   К-  —  ^     и  2_  *  , 

почему  ,  поставляя  у  вмЪето  г  ,  -получимЪ 

<^  —  ут<>  ^  -УП  и 
И  шакимЪ  образомЪ  будемЪ  имЪшь 


пат-Иі—  і 


і-ѵ2'   Ау2 

._  п(3т  ±  п  -^Хзт  ±  *  —  ^^та+7г~3  , 
  ЬЗ^НЬ71"  з  ,;  ,  • 

и  проч.. 

Посему  будетЪ 

^ЗІ^Н  ^ч^—  Н  Ц,  Ртч-гг     ^  1.2.3.  *>3™-Иі 

и:  проч. 

^Г^іЧ-и-^-Ч--  ^  Ь2та     +  і.2.3  ЬЗт  К/ 

ЗдЪсь  для  *п  должно  быть  столько  различныхЪ  величине  , 
сколько  предложенное  ѵравненіе  имЬетЪ  корней  ,  которыя  найдутся 
переменяя  видЪ  сего  уравненія  ,  какЪ  выше  сего  видЪли,  и  какЪ  еще 
изЪ  слЬдующаго  примера  явствуетЪ  : 

VI.  Пусть  дано  определенное  уравненіе*  второй  степени  а  —  Ьъ 
-Ъ-сх?  ~  о  ;  требуется  определить  х,. 

уравненіе  сіе  можно  представить  такЪ  г'  «  == +        изЪ  кое- 
яв^  по:  сравненіи  сЪ  общимЪ  хК,  имЬемЪ 


у  ~ъ3  х  —  Р  к  —  *  ■  ^  —  ^ ? 
почему,  поставляя  у  вмІЬсто  « , 
получимЪ 

0_—у2,  ѵ  —  у  и  ^  =1. 

И  тпакимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬшь 

а 


гіУ          2   а2 

-47      У  ъ2 


,..<г 


  й/у4    3  __  4аЗ 

ф    й.у   '  7У  &3  9 

—  —  -щ-  —  5.6/  — 


д.у2    йу*           с?чи-*    Ь4 

и  проч. 

Посему  будегпЪ 


Чтобы  найти  другой  корень  ,  то  уравненіе  д  —  Ьх,  -4-      —  О 
представимЪ  такЪ:   *Г~г')  изЪ  коего,  по  сравненіи  сЪ  обніимЪ 

С  С 

-]- хК,  имЬемЪ 


— :      х  = —  -у  к  —  ж     и  2  —  ж  ; 


почему,  поставляя  у  ЕмЬсто  ж,  получимЪ 

0.-у~\  ѵ  — у  и  ^  1. 

И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть 

Ъ 


<іу2   '     й>2     '      у5   65  а 

0    ^  Ду           ^І-УГ^       4^.  бсТ 

сіуЗ    АуЗ~    уі    —  Ь1 

и  проч. 

Посему  будетЪ 

*  —-7         6  """"&Т         Ъ5~        Т7  И  "Р0*' 

_  & 

Откуда  явствуетЪ  ,  что  сумма  сихЪ  корней  —  — ,    то  есть 

2       Ъ         ,    й  — 

равна  предстоящему  втораго  члена  даннаго  уравненія  з  —  — ^Н-  — — о, 
взятому  сЪ  противнымЪ  знакомЪ  ,  какЪ  то  свойство  самой  ведци 
требуетЪ. 

VII.  Пусть  дано  уравненіе  а  —  Ьъ  -+-  съ*  —  Э*3  -\-е&  —  и  проч.  то. 
требуется  определить  *Д 

Уравненіе  сіе  можно  представить  такЪ:  г  ■  ^  у  (с — Э^-}-^2—  и  пр.), 
изЪ  коего,  по  сравненіи  сЪ  общимЪ     ~  у  +  хЯ  ,  имЬемЪ 

—      х  ш:      К  —  г2(с  —  да  -4-      —  и  проч.)  и2~гл5 


почему  ,  поставляя  у  вмЬсто  х, ,  получимЪ 


0.=  У\с  —  Эу+е/  -  и  проч.),  \'  —  уп  и  ~  =  пуп~\ 


И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬшь 
1  —  У    ъп  > 

0.^  - —  пуп~*~Хе  —     +  г/  —  Гу3  +  и  проч.) 

  А*-Не  ап-+-2д        а*+3е         а^Ы/  ѵ 

—  п\уьщ  -р+Г  -|-  ^пн-у  —  и  проч.;. 

^  йу           Д.пуп-Ъ~3(с  —  ду-\-еу°--\-  и  проч.)2 


іу  йу 

— 7г((п4-з)^'п_,_2(с— ду-Ь-еу2—  и  проч.)2+27п"+-3(с— ду-\-еу2—  и пр.)(— Э-|-2?у—  ипреч.) 

и  ироч-  7 

С                      —          уп~Ь-3.2сд-{-         ауп~^~1д2  -4-        ауп"+"4.2се—  и  проч.«> 
— пС(л  -4-  3)уН-2с2  —  О  +  /руН-З.дсЭ  -+■  (ті  +  5)  >Г1-+-4(Э2  +  гее)  —  и  проч.") 
_  /С71  +  зЗап+2с2        (п+4>"-И.асЭ       (л+у^и^ЭЧ-зм)  ѵ 
~Ч      Р+2  "   "  4  "  '    &М-4  и  ПР0Ч7  * 


/ 
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^•у  сіу           й*.пу*-1~5(с  —  ЭуЧ-.и  проч.)5 

іу2       ~~~  йу2 

  <1.п((п-^-^)уп~^~^с — Э_у4-и  ітроч. )3-^-зуН"У(с — Э^Ч-и  проч.)2(—  Э  4-  и  проч.)) 

с  (п-\-$Хп-4-4)уп-*-3(с— ду-+-н  пр.)34-2.з(п+5)^п'+-4(с— Э?4-  ипр.)2(— 34-ипр.)? 

—  п       —ЗУ1     *(с  —  Э>     и  проч.)(  —  Э+  и  проч.)2  4-  и  проч.  *5 

_й С (и-+-5)(«+  —  (й  +  5)(и-+-4)^-Ь4.з,2Эч-  и  проч.)? 

С    2(»  +  б^^.З^Э  -4-    И  прОЧ,)> 

Г=я  (я  4-  5}(я  4-  4)уп+3^  —  (и  ч-  б)(й  -4-  5)з>п^43<2Э  -ь  и  проч.) 

_ /СлН-У)(п-+-4>п"+3с?       С"-Ьб)(п-+-5)а^43с2Э)  ѵ 

—  I  Ь^Ы  Н  и  ПР°Ч-  /  * 

4>           і'і.пуѣ-^1(с         и  проч.)4          й2.п((п  +  7)^и"^б('с  —  и  проч.)4) 


4?3    СІ)<3  /у2 

  й.л((я       7)(п  4-  6)уп~Ь-5(с  —  и  проч.)4) 

~  я  ((я  4- 7)  (я  -+-  6)(я  -+-  5)^П-Ь4с4  —  и  проч.) 

  /С»г4-7)(і-+-6)(пН-5>п+4с4  ч 

  Ч  $71+4     '  *«~-  И  ЛР°*Ѵ 

и  проч. 

Посему  будетЪ 

„и  ,пп-Л-і»       я«-Ь2Д       ап-+-2е  ап"4-4/ 


а№         /а'^'с       а'^^о       а'1-*-^        а'^-у  \ 

-ь  я(  ^да-  — і  "ьп=й5  —  ь*нзг  -**  и  проч.; 

и  Л>4-з)ап-+-2<;2     (*4-4К1"4~3.2сЭ      (п4-5)аТЧ"4(а24-2сг)  \ 

Ш — ъ^ы  4  ь^б  и  ПР°4-; 

"^Т^І  ь«   '  Г  и  ПР0Ч7 

п    '/(«4-  7Хп4-6)(и4-5)ап"4"4с4  ч 

**-  ^(  И  пр°чѵ 


ті     /(  п  4-  7Х71 4-  6Х«  4-  5)дтаЧ~4с4 
.2.3.4 
4-  и  проч. 

И  есптьли  положимЪ  я  ~  і  ,  гао  произойдешь 


а     .    а2с         аЗЭ    ,    а4е         а*/  . 

ь  у  ъз  —  Ж  ГТ  "ьі  —  Щ  -Н  и  ПР04- 

,     гаЗс2         5а4сЭ    ,  3а5(Э24-2се) 

Н-  Т5  ьб-  И  »  пр°ч- 

,    5а4сЗ         2іа5'с2Э  ■ 
~Н-"Ь7"  Т8  Г  и  ВР°Ч- 

,    14а 5с4 
П  Ъ9  И  прОЧ, 

4-  и  проч.  г 


то  есть  известная  Нютонсува  формула  для  возврата  рядовЪ  ,  нахо- 
димая обыкновенно  посредствомЪ  способа  неоиреДЬленныхЪ  пред- 
стоя щихЪ. 

ѴШ.   Пусть   дано  уравненіе  а  ~     н-  Ьх?  +  с%?  Н-  Э^4  +  и  проч.  ; 
требуется  опредЬлить  &  посредствомЪ  х. 

Уравненіе  сіе,  представленное  такЪ:  (а+ь^СгЧ-ЭяЗ+Т^:)> 

по  сраЕненіи  сЪ  общимЪ  &  ~  у  +  хК,  даетЪ 

і 

У  ~  О  ,  К    ; — і  :  —  —  -ч  ,    .   И  Ъ  ~  8  ; 

^  '  а  -}-  ог  -+-  сг2  -4-дгЗ  -4-  и  проч.  7 

почему,  поставляя  у  вмЬсто       получимЪ  » 

Ц-       а  -(-      -(--с^'-р  Э7З-+-  и  проч.  *    ^  —  У  и  сіу         1  • 
И  ліакимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬгпь 
V  —  }'  =  о, 

О  -  ==  -  =:  Ь 

-  а -\- Ьу -\- су -\- дуЗ и  проч.         а  * 

Я  О2—  ^ 

'   й-Са+ЬуЧ-су^ЭуЗ-І-  и  проч.')—-           —  2(Ь4-2су2  +  3Э72  +  и  проч.)  _ 

Ау  Лу  (а-\-Ъу-+-су2-\-ЪуЗ  -+-  и  проч.)3  аЗ' 

4  ^           й2.(а+Ьз/-ьс^2  +  Эз'3-4-  и  проч.) — 3           3. 4(6  +  ае>  -4-  зЭ?2  +  и  проч.)2 

47  ^2  (а-ьЬ>'4-с_>'2-НЭ)'3+  и  проэ.)* 

..  зСгс  +  2-?ду  -4-  и  проч.)    Ь2  с 

(а-)-Ъ'-ЬО'2  +  Э^З-нипроч.)4          ^^+аі        2,:5с4  * 

гіу   сІЗ.(а-+-Ъу-^-суа-\-дуЗ-^-су4-+-  и  проч.)4  _4.^б(&+2СзЧ-зЭ72-4-40'34-  и  |р.)3 

^уЗ  Й7З  ^а-ігЪу-ь-су2-+-дуі-\-су+-\-  и  про"г)7 

(    2.4.5(6  Н—  2<гу  -4-  зЭ^2  -4-  ^еуЗ  — )-  и  проч.)(гс  -4-  і-іЪу  -4-  3-40'2  Н~  и  проч.) 
^7""  .  (а  — (-  Ъу  -(-  гу2  -4-  Э?3  -4-  ру4      и  проч.)б 

4.-       Ч-  2С7  -}-  зЭ^2  -4-  4^3  -4-  ипро>г.)(2С      2-зЭу  -4-  з-4-ру2  Ч—  и  проч.) 
.  (а -|- — |— с^2 -|— Э^З  — (— гу4 -|-  и  проч.) 

.     4(2Э-4-2.з.4е)>  н-  и  проч)     -  «^-4-     Ч  /    9  /  — 

(а4-^+е>2+Э^З+е:)/+-Н  и  проч.)5  -       4,0-°с7       2,С5'4'йаб  2-^4а5 
да  проч.  /  •  ч 

Посему  -будетЪ 

і  6  2Ь2  —  Ьс  _         5ЪЗ  —  $аЪс-\-айд  .  , 

*  —  аХ           ^3Х2+  ~~^~Х  Ш  Х    +  И  ПР°Ч- 

IX.  Пусть  еще  дано  ъ~у-{-хКу  гдѣ  — -  К  ~  Ь^.2      іх. 3 6й4 -+- 
-\~  ,н  проч  ;  требуется  определить 
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Здѣсь  2      «  ,  и  потому ,  поставляя  у  вместо  я  ,  получимЪ 
О.—  —  /(Ь  + /у  +      4- ^Ч-  н  проч.),  V  —  /  и  4у  =  »> 

И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЪть 
Ц^-  —  Ь)'2  —  іуЗ  —  к  у*  —  Іу$  —  и  проч., 

—д- —  ~  ^.Ь.2у3  4*  2.5Ь/>4  4~  б  (2Ыг  4~  Г)^5  -Ь  и  проч., 

-фг2-  =       —  5.6Ь V  —  З.б.уЬ  V  —  и  проч., 

-^3— і  =і  6.7-8ЬѴ  -+-  и  проч. 

и  проч. 

Посему  будетЪ 

*  ~  у  —  кху2  4-  (эЬ2*2  —  іх)у3  +  (5Ь3х3  —  5Ь/лГ  —  &х)#5 

-ь  (ЦЬ4*4  —  а  іЬ2/'х3  +  3(аЬ*  -+-  і2)х2  — •  /х)/  4-  и  проч. 

X.  Пусть  наиослЬдокЪ    дано  трансцендентное    уравненіе  2~ 

*  ■+•  Хііп.%, ;  требуется  определить  /о^.х. 

Уравненіе  сіе  ,  по  сравненіи  сЪ  общимЪ  «  ~  у  4-  хК.  >  даетЪ 
~  <г  >  К  ~  ш.«  и  2      /о^.з;  ; 
почему  ,  поставляя  .у  вмЬсто  к ,  получимЪ 

~  ,  -  і 

И  такимЪ  образомЪ  будемЪ  имЬть 

сіТ  $іп.у  віп.а 

^~сіу         у  а  9 

*  О2— 

(Ху  у^  '  ^2  2 

/\03— 

^-сГу         6у2$іп.усо$.у2  —  зу2$іп.уЗ  —  6у$іп.уйсоі.у  4~  &5Іп-уЗ 

Луа    З*3  ~ 

  За2(асо5.а2  —  хг'п.а2)$/п.а  —  г(засо5.а  —  $іп.а)5Іп.а2 

  -  - 

и  проч, 
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Посему  будегпЪ 

віп.а         (іасоа.а — $іп.а)$іп.а  л 
Щ.Ъ  —  Іора-І  —  хЧ  х- 

н  жз       и  про,, 

(1З2.)  ВЪ  заключеніе  сего  замЬтимЪ,  что  естьли  вЪ  уравненіи 
«:  ~  у  +       и  формула 

2  —  У       <^х  -Ь  -^р-  —  -Г  ~ ^~  ѴТ.з  Н-  и  проч. 
ноложимЪ  х  ~  і  ,  то  оныя  сдЬлаюшся 

-  гіу+К  и 

^  —  У  "Г  ^  1.2       йу       ^  ТЩ     сіу*  Г"  И  прОЧ. 

И  естьли  положимЪ  2  —  а  ,  то  будетЪ  Ѵ~у  и  —  ~  і  ,  и  по- 
лу 

тому  получится 

Естьли  же  положимЪ   Ъ~  К,   то  будетЪ  У  —  О.,   и  формула 
сделается 

2  _  0.+  ^  Г*"  Т1—&у  Н  ІХГ-^  Г-  и  проч.  , 

то  о  есть 


ПРИБАВЛЕНИЕ  IIе  кЪ  Главв  Iй. 

О  лриложенін  общей  формулы  разложения  к5  приближенному 
разрішенію  олреділенных'5  цравнетн. 

(іЗЗ.)  Хотя  для  сего  предмета ,  какЪ  то  вЪ  предЪидущемЪ 
прибавление  видоли  (ч.  іЗі),  сЪ  пользою  употреблена  быть  можетЪ 
формула  возврата  рядовЪ  ;  однако  не  безполезно  знать,-  какимЪ  обра- 
зомЪ  общая  формула  разложенія  непосредственно  кЪ  оному  прило- 
жена быть  можетЪ ,  потому  что  сіе  последнее  приложеніе  гораздо 
простЬе  перваго.    И  такЪ  мы  изЪяснимЪ  здесь  оное  приложеніе. 

Пусть  у  означаетЪ  какую  ниесть  функцію  количества  х;  явно, 
что  есіш.ли  положимЪ  у  ~  о  ,  то  вЪ  семЪ  видЬ  заключаться  будутЪ 
всЪ  определенные  уразненія  ,  какЪ  алгебраическія  ,  такЪ  и  тран- 
сцендентныя.  уравненіе  сіе  у  ~  о  называется  разрЬшеннымЪ  ,  когда 
определится  такая  величина  количества  х  ,  которая  поставленная 
вЪ  функцію  _у ,  дЪлаетЪ  ее  равною  нулю;  и  по  большей  части  многія 
таковыя  величины  для  х  обрЬтаются,  которыя  обыкновенно  корнями 
уравненія  у  ~  о  именуются.  Посему  естьли  положимЪ,  что  ее  ,  С>  У 
и  проч.  суть  корни  уравненія  у  ~  о  ,  то  функція  у  будетЪ  такова  , 
что  по  постановленіи  вЪ  нее  вмЪсто  х  или  сс  или  С  или  -у  или  и  проч. , 
она  сделается  ~  о. 

И  такЪ,  поелику  функція  у  изчезаетЪ  ,  когда  вмЪсто  х  поста- 
вится  вЪ  нее  ос  ~  х  -{-ос- —  х  ,  то  есть  когда  количество  х  приметЪ 
приращеніе  і~к — -х,  то  по  общей  формулЬ  разложенія  (  ч.  118) 
мы  будемЪ  имЬть 

Ау  .  ,   А2у  (а  —  х)2      АЗу  (а  —  х)3  1      йпу  (а— х)п  ч„  . 

0 = у+й«-  *)+  &  Чг2— + Ш       + •  •  •  -ь  3$  т^-.і+ч*-*)^ , 

изЪ  котораго  уравненія  величина  корня  ос  должна  определиться ,  по- 
тому что  естьли  вмЬсто  х  взявЪ  какую  ниесть  величину .  сыщемЪ 

йу  А2у 

посредствомЬ  ея  величины  количествЪ  у  ,  -і~2  и  проч.,  то  полу- 

чится уравненіе  ,  содержащее  вЪ  себЪ  истинную  величину  корня  сс. 

„  Пусть  напримЪрЪ   дано  уравненіе  х3  —  2Х2  Н~  Зх  —  /\  —  п  ;  по- 
ложимЪ у  —  х3  —  2х2  -4-  Зх  —  4  ,  будетЪ 
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^=3л2-4.ѵ  +  3,  ^  —  6х  —  4. 
•И  потому  получится 

о— хз — 2хз_|_зх —  4+(Зх2  —  4-х  +  3)(«— х)-ь(3х  —  2)  (се  —  х)Ч(«  —  х)3 , 
и  оттуда  по  перемноженіи  произойдетЪ 

а*  —  2се2  -\~  Зсе  —  4-  —  0  > 
но  уравненіе  сіе  есть  тоже  самое  ,  что  и  предложенное. 

И  такЪ  симЪ  образомЪ  мы  не  достигнемЪ  кЪ  новому  уравне- 
нію,  изЪ  котораго  бы  величина  корня  се  удобно  определена  быть 
могла  ;  однакожЪ  отсюда  открывается  путь  кЪ  найденію  сего  корня 
по  приближенію.  Ибо  естьли  вмЬсто  х  возмется  величина ,  близко 
кЪ  корню  сс  подходящая,  такЪ  чтобы  се- — х  было  количество  весьма 
малое,  то  члены  преднадписаннаго  общаго  уравненія  весьма  скоро  убы- 
вать будутЪ  ,  и  потому  не  много  отЪ  истинны  отдалимся  ,  когда 
вЪ  ономЪ  удержимЪ  только  два  первые  члена  ,  а  прочіе  презримЪ# 
ТакимЪ  образомЪ  ,  взявЪ  для   х  величину   близко  кЪ  корню  уравненія 

діу 

у  иг  о  подходящую  ,  мы  будемЪ  имЪть  почти  о~  /  +  ^(св  —  х)  ,  И 
оттуда 

уіх  * 
сс  —  Х~"1у~' 

ИзЪ  сей  формулы  хотя  не  истинная  ,  однако  нарочито  близ- 
ко кЪ  корню  се  подходящая  величина  получится  ,  которая  будучи  вмЪ- 
сто  х  вноеь  поставлена ,  дастЪ  еще  болЬе  близкую  кЪ  корню  а  ве- 
личину ;  и  продолжая  симЪ  образомЪ  далЬе,  достигнемЪ  кЪ  величинЬ 
весьма  близко  кЪ  корню  се  подходящей. 

Пусть  у  —  х3  —  2х2  ч-  Зх  —  4  >  какЪ  вЪ  предЪидущемЪ  примЪрЬ 

было  ; 

положи,  х  ~  о  ,  будетЪ  у  ~  —  4 

х~  і    .    .    .    у  ~  —  2 

х  ~  2    .    .    .    у  —  4-  2  ; 
•ткуда  видно ,  что  корень   между  величинами   і  и  2  количества  х 
содержится, 

сіу 

И  такЪ  ,  поелику  Ш  Зх2  —  4х  Н~  3  >  имЪемЪ  ,  для  опредЪле- 
мія  корня  сс  уравненія  х3  —  2ха  -+~  Зх  —  4  и:  о  ,  следующее  уравненіе  : 


с*  —  '  йу  —  "  Зл2  —  4х  -+-  з  3 

изЪ  кошораго  положивЪ  х~  і  ,  получимЪ  «  ~  і  Ц-  §  9 •  ;  поіпомЬ  по- 

ложивЪ  х  ~  2  ,  будемЪ  имЬшь  сс  ~  2  —  I  — -  Гт§  ;  положивЪ  же  х  3 

найдемЪ  а  ~  Щ  —  ±%  —  %Щ  =  г  ,653. 

И  есшьли  хочешь  поступить  еще  далое  ,  то  употребивЪ  ,  для 
удобности  изчисленія  ,  логариѳмы  ,  найдешь  се  —  і,65обЗЗ. 

(іЗф.)  Но  кЪ  приближенному  нахожденію  корней  опредЬлен- 
ныхЪ  уравненій  гораздо  сЪ  большею  удобностію  и  большимЪ  успЬ- 
хомЪ  достигнуть  можно  посредсгпвомЪ  общаго  ряда ,  который  изЪ 
той  же  общей  формулы  разложенія  произходитЪ. 

На  сей  конец'Ь  возмемЪ  сію  общую  формулу  разложенія  вЪ  слу- 
чай отрицательнаго  приращенія  или  собственно  уменьшенія  количе- 
ства ~х  "(ч.  1 18)  : 

_       Лу  .  ■  Ъ*у  *     *Ь  'ІІ_  \_  г^У  [п  —«^-4-1 

У  ~  У  ~Тх'  ~*~  &Х*   І.З      "(1X3  ....     ЗІЙжЯ   Іі2    .   .   .  П » 

гдЪ  у  есть  какая  нибудь  функпДя  количества  х  ,  и  'у  величина  сей 
функціи  у,  когда  х  сделается  ~  х  —  /. 

Поелику  /  есть  уменьшеніе  количества  х  произвольной  величи- 
ны ,  то  можемЪ  положить  оное  /  ~  х  ;  тогда  х  ,  бывЪ  ~  х  — -  /' ,  сде- 
лается ~  х  — ■  х  ~  о  ,  и  'у  будетЪ  величина  функціи  у  ,  когда  х  сде- 
лается х  ~  о  ;  почему  означивЪ  сію  величину  функціи  у  чрезЪ  А  ,  мы 
будемЪ  имЬть  * 

&у   лзу  »з  ,  апу    хп  п_^т 

А  —  У  ~  АхХ      Ахг  і.2        ііхЗ  і.2.3г   1    •    *    •  ~^Ахп  1.2  .  .  .  п  "*"*  кх 
Но  явно  ,  что  когда  у  есть  функпДя  количества  х  ,  тогда  и  обратно 
х  будетЪ  функпДя  количества  у;  чего  ради  естьли  означимЪ  величину 
функпДи  х  чрезЪ  к  ,  когда  сдЪлается  у  ~~  о  ,  то  получимЪ 

Ах        А2х  у2       АЗх  уЗ  ■   Апх      уп       —  п_^_І 

<Х—Х  —  ^У+^аТа       Ау17І7і~Т~'   '    '    '    *   ~А~уЪ  і.2  .  .  .п  ?У 

Пусть  теперь  возмется  какая  ниесть  функпДя  у  количества 
х  ,  и  положится  у  ~  о  ;  вЪ  семЪ  видЬ,  какЪ  то  заметили  выше  ,  за- 
ключаться будутЪ  всЬ  опредЪленныя  уравненія  вЪ  разсужденіи  сего 
количества  х ,  -  какЪ  алгебраическія  ,  такЪ  и  трансцендентныя. 
ПоложимЪ  ,  что  ос  есть  одинЪ  изЪ  корней  сего  уравненія  /~о,и 


следовательно  величина  количества  х  ,  когда  сдЪдгещся  >'~о;  по  до- 
казанному предЪ  симЪ  будемЪ  имЬть 

йх        сі2х  у2       сИх   уі     .  |   №х      уп       —    _  .  - 

*  =  х  " йуУ  І  ^Г^  —  ^з  Г^-т-    ....  ГЕіуі  ,.3  .  .  .  п-+-?У  • 

^    Ар   й<7   йг  _ 

Пусть,  краткости  ради  ,  йу  —  р  ,   ^  ,      —  г,  ^  і    и  ,проч.  ; 

отЪ  чего  корень  уравнекія  у  ~  о  изобразится  сл.ЪдугощимЪ  безкопеч- 
нымЪ  рядомЪ  : 

а  ~  х  —  р  -\-  *  <]у"  ■ —  |  г  у 3  — |—     гу4  1у ?  -{-  и  проч. 

И  такЪ  естьли  придадимЪ  количеству  к  какую  ккесть  вели- 
чину ,  то  купно  и  величины  какЪ  количества  у  ,  такЪ  и  количествЪ 
ру  у,  гу  5  и  проч.,  определятся,  и  потомЪ  иосредствомЪ  сего  безконеч- 
наго  ряда  приближенная  величина  корня  сі  сыщется. 

И  естьли  уравненіе  у  ~  о  ммогіе  корни  имТэетТ?  ,  то  для  полу- 
ченія  ихЪ  надлежитЪ    вмосто   х  взять   многія  раздичныя   величины  ; 
ибо  ,  такЪ  какЪ  у  туже   величину  получить   можетЪ ,   когда  количе- 
ству  х  различный    величины   придадутся  ,   то  не  удивительно  ,  что 
тогпЪ  же   рядЪ  многія   величины   дать  можетЪ^  потому  что  х  есть 
одинЪ  изЪ  корней  уравненія  уцо,  по  произколенію  между  ими  взятый. 
Чтобы  вразумительнее  сіе  было ,  то  пусть  функдія   у  количе- 
черт.  іб.ства  -ѵ  представляетЪ  ординату  кривой  лиыіи  ВСБЗ  ,  отнесенной  кЪ 
двумЪ    осямЪ  АХ  и  АѴ  ,  изЪ  коихЪ   сЪ  перзою   она    пресекается  вЪ 
точкахЪ  С  ,  Ъ  и  проч.  ВозмемЪ  на  другой  оси  АѴ  какую  ниесть  ве- 
личину А0_~  у  и  проведши  параллельную  первой  оси  АХ  прямую  0|^> 
пресЪкающую   кривую    линію  ВСБЗ    вЪ  точкахЪ  М  ,  М'  и  проч.,  про- 
тянемЪ  отЪ  сихЪ  точекЪ  ординаты  МР  ,  М'Р'  и  проч.,  который  всЬ 
будутЪ    равны  А0_~  у ,    но  соответствовать    будутЪ  различнымЪ 
абсциссамЪ   АР  ~  0_М  ~  х  ,   АР'~Ом  —  *'  и  проч.   Явно,   что  при 
точкахЪ    С  ,  Б  и  проч.     будетЪ    у  ~  о  ,   и  следовательно  АС  ,  АБ  и 
проч.  будутЪ  корни  уравненія  у~о,  кои  пусть  означатся  чрезЪ  ое 
С  и  проч.  ;  равнымЪ  образомЪ  явно  ,  что  у  получитЪ  ту  же  величи- 
ну АО.  ~  РМ  ~  Р'М' ~   и  проч.,  когда   количеству   х  придадимЪ  раз* 
личныя  величины  АР  ,  АР'  и  проч.  ;   и  наконецЪ  явно  ,    что  взявЪ  АѴ 
за  ось  абсциссЪ  ,    будемЪ    иметь,   вЪ  случае   координатЪ  Л 0 ~ у  и 
Ом  ~  х  при  у  ~  о  , 


,  _  йх     ,   А2х  у'1       №х  уЗ  , 

иогпомЪ  бЪ  случай  координатЪ  АО_~  у  и  0_М'  —  х'  при  у~о, 

йх'      '  а~х'  у2        сІЪхГ  у'і  . 
АВ-С  —  х—^у-і-^у  —  —  ~Н  и  проч, 

и  такЪ  далТзе  , 

то  есть  одинЪ  и  тотЪ  же  рядЪ  для  различныхЪ  величинЪ  количе- 
ства х  даетЪ  различные  корни  уравненія  у  —  о. 

Но  чтобы  таковыхЪ  сомнительныхЪ  случаевЪ  избегнуть  и 
купно  сЪ  тЬмЪ  рядЪ  сей  сдЪлашь  приближающимся  ,  то  вмЪсто  х 
должно  взять  величину  ,  уя^е  близко  подходящую  кЪ  величина  того 
корня,  который  ищется.  Ибо  симЪ  образомЪ  величина  количества  у 
кыдегпЪ  весьма  мала,  и  потому  члены  ряда  весьма  скоро  убывать  бу- 
дугпЪ,  такЪ  что  по  взятіи  не  многихЪ  изЪ  нихЪ,  уже  довольно  близ- 
кая величина  для  корня  ос  найдется.  Естьли  же  попгомЪ  сія  величи- 
на вмЪспго  х  поставится,  то  количество  у  гораздо  менЪе  сдЪлается, 
и  следовательно  рядЪ  еще  болЪе  будетЪ  приближающійся;  и  такимЪ 
образомЪ  продолжая  далЪе ,  мы  найдемЪ  величину  столь  близко  кЪ 
корьню  ос  подходящую  ,  какЪ  токмо  угодно  будеіпЪ. 

(і35.)  КЪ  поясненію  сей  формулы,  служащей  для  опредЪленія 
корней  уравненій,  предложимЪ  здЪсь  нЬкоторые  примЬры. 

I.  Пусть  требуется  извлечь  корень  степени  п  изЪ  какого  ниесть 
количества  N. 

На  сей  конецЪ  вэявЪ  близко  подходящую  кЪ  количеству  N  степень 
указателя  я,  оное  приведемЪ  кЪ  сему  виду  N  ~  ап-\-Ь'7  почему  будетЪ 

хп  —  ап  +  Ъ  и  у  —  хп  —  ап-  Ь, 
и  оттуда  получится 

Ну~пхп   Ых  и  ^  —  р——^19 
,   —  (га  —  і')&с       сір     (я  —  і) 

^    ПХП  И    йу  #   ^271-1  9 

,  (п  —  г)(ап—  і)Лх       сід    (га  —  г)(ап — і) 

Ч  —  п^2П  и  Ту   г" —      пЗхЗП—і  9 

>  0~  0(дд—  ОСз"— •  0<**    (гс  —  і)(йп—  і Хзд  —  і) 

"  ~~  пЗхЗп  и  ау  1   7і4л4П— 1  ■ 

и  такЪ  далѣе. 


ПоложммЪ  теперь  х      <т ,  будетЪ  у  гг  —  &  ,  и  искомый  корень  изобра- 
зится чрезЪ  рядЪ  : 

06  —  ^"Г"^1^"-  2п2о2^гЧ"      бдЗвЗ^  ^4і14а4і-і         +  и  проч., 

каковый  рядЪ  даетЪ  и  обыкновенная  формула   возЕышенія   вЪ  степе- 
ни ,  когда  по  ней  раз'ожится  вЪ  рядЪ  выраженіе  (лп  -\~  Ь)П. 

И  шакЪ  формула,  служащая  для  опредЪленія  корней  уравненій  , 
вЪ  случаЪ  уравненій  чистыхЪ  тоже  употребленіе  имЬегпЪ,  что  и  обык- 
новенная формула  зозвышенія  вЪ  степени.  Но  первая  изЪ  сихЪ  формулЪ 
сЪ  равнымЪ  успЬхомЪ  приложена  быть  можешЪ  и  кЪ  опредЬленію  кор- 
ней уравненій  смЬшенныхЪ,  и  даже  трансценденпшыхЪ ,  какЪ  то  изЪ 
слЪдующихЪ  примГэровЪ  явствуегпЪ. 

П.  Пусть  предложено  смЬшенное  уравненіе,  состоящее  изЪ  трехЪ 
членовЪ  , 

хп  -+-  сх  ~2  N  , 
гд1Ь  с  и  N  означаютЪ  количества  данныя. 
ПоложимЪ  хп  +  сх  —  N  ~  у  ,  будетЬ 

сіх  I 

іу  ~  (пх71-1  Цг  сЩ  и  -л-  —  р  =  пхП_1+с  , 

_       п(п — О*71 — 2Лх        іір     п(п — і)о;п — 2. 

подобнымЪ  образомЪ  найдется 

й<7    п.2Сп—  ОГ2П—  О*2" — 4  —  п(п  —  і)(п  —  і~)схп— 3 

й>  ~ г  —  1       (ах"—1  н-  с)5  ;  з 

гіг_   _  яЗ(п-г)Г2п-іѴ?п-і)хЗ'т— 6+4^2('г-'Х^-2)(ап-і)сх:,-іг--5'-м(ті-іХ?і-гХ>г-з)сгхТІ— 4 

— *  —  (тех71—1  -4-  с;7 

д4(тг  —  0(2П—  0(31—  0(4і-0*4П— 8— пЗ(п—  і)(п—  г)(2*—  1X291— іОс*зп~~7 
сі?  _  _  +п2(  ?і— і  V п>— 2X2 1—  і  )( іі2  —  29)с2х2і— 6—  п(п—  0( і  —  2X1— зХі  — 4>3зсП~5 
&У~/~~  (йхі— 1  +  ср 

и  такЪ  далЪе. 

По  найдеиіи  сихЪ  величинЪ  получится  предложеннаго  уравненія 

корень 

»  ~  *  —  РУ  4        —  і  >73  +  з|^4  —  ТІоО'*  -+-  и  проч. , 
ибо  ,  поставивЪ  вмЬсто  х  какую  нибудь  величину  ,  опредЪлимЪ  чрезЪ 
то  величины  буквЪ  у  ,  р  ,  у  ,  г  іл  проч.  ,  и  сумма  членовЪ  ряда  дастЪ 
намЪ  величину  одного  корня. 


—  $6$  — 

Пусть,  напримЪрЪ,  предложено  уравненіе  х3  +  2Х~2,  вЪ  ко- 
йіоромЪ  с  —  2,  N  —  2  и  -=  3  и  у  —  х3  -+-  ах  —  2;  положивЪ  х  —  і,  мы 
получимЪ 

і  б  84  і6-9° 

г.= л,  />  =  7>    =— р.  Г?=*Г*   77"  и  ПР°4-» 

и  корень  уравненія  будетЪ 

-  — 7?  57   И  прОЧ.  ПО,77075і. 

Теперь  замЪтивЪ,  что  у  ~  х3  -)-  2х  — 2  ,  ;  =  '^Г^Г^  4— — 6*>3х, 
г~  9^5х2 — 12^,  і~ — 2ібор7х3  н- 72о/)7х  и  проч.,  положимЪ  х~  0,77^ 
вЪ  слЬдствіе  сего  положенія  ,  употребивЪ,  для  удобности  изчисленія, 
Логариѳмы,  найдется  корень  «=10,770916997,  которая  величина  отЪ 
истинной  вЪ  послЬднемЪ  токмо  знакЬ  разнсшвуетЪ. 

ПодобиымЪ  образомЪ  поступать  надлежитЪ  и  вЪ  другихЪ  чи- 
СлительныхЪ  уравненіяхЪ.  - 

Пусть,  напримЪрЪ,  предложено  еще  уравненіе  х4  — -  2Х2  +  X— 8° 
ПоложивЪ  у  ~  х4  —  2ха  —  8  ,  имЬемЪ 

{з*а — і)<іх  дх2 — і 

«Р-  —  4(хЗ  —  ж -н  .г  )2  и  4  —  —  4(хЗ  — х+Т]3  » 

(21X4          12Х2+з)Іх  21X4- —  12Х2Ч~3 

—  і6(хЗ~*+7}Г~  И  Г  —  64(хЗ -і+і)? 
И  проч., 

изЪ  коихЪ  величинЪ  получится  предложеннаго  уравненія  корень 

  у  (з*2 — Т)У2  (7Х^  —  4Х2Ч-і)>'3 

а —  Х  ~  4(хЗ  —  х-\-і)        32(яЗ  -Х-+.  і)3  ізІрЗ  —  х       і  )Т  И  ПРОЧ#  »  . 

гдЪ  количеству  х  надлежитЪ  придать  такую  величину  ,  чтобы  рядЪ 
сей  былЪ  приближающійся  ;  ибо  естьли  придадимЪ  количеству  х  ве- 
, личину  ,  которая  дЪлаетЪ  х3 —  х  -(-  і  ~  о  ,  то  всЬ  члены  ряда,  кро- 
мЬ  перваго,  сдЪлаются  безконечны,  и  изЪ  того  ничего  заключить  не 
можно  будетЪ.  И  такЪ  количеству  х  должно  придать  такую  вели- 
чину ,  чтобы  количестве  у  было  не  велико,  ах3  —  х  -4-  і  не  сЪ  лиш- 
комЪ  мало.  Пусть  х  і  ,  будетЪ  у  — —  .5  и  х3  —  х-|-і~і,  и  от- 
туда получится 

<* —  1  -+-  І  15  ~Г  |і          и  проч., 

каковый  рядЪ ,    какЪ   отдаляющейся ,    не  способенЪ  кЪ  опредЪленін» 
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корня.    И  гпакЪ  пусть  х  ~  | ,  будетЪ  у  —  —  ||  и  л5  —  х  ч-  і         3  и 

оттуда  найдется 

„           3  _і    і         і     I       439    п 

"  —  I  "Г  8  —  64  +  ~"  И  ПР°Ч-  ~  ^бі. 

Естьли  теперь  пол  о  ж  и  мЪ  х~  і,6і,  то  употребивЪ,  для  удоб- 
ности изчисленія  ,  логариѳмы  ,  получится  се ~  і  ,6і  ] 76З2. 

III.    Пусть'  требуется  найти  число  х,  котораго  логариѳмЪ  какой 
ниесть  системы   былЪ  бы  кЪ  самому  сему  числу  вЪ  данномЪ  огпко- 
шеніи,  какЪ  і  кЪ  и;  такЪ  чтобы  произошло  уравненіе  х  —  пЬо%.х~ои 
Известно ,   что  вЪ  случаЬ  какихЪ   ниесть  логариѳмовЪ  будемЪ 

.   '       Т  і  йх  т&х  і  - 

имоть  а.Ьо&.х  — ^  —  — ■  — —  у   означая   чрезЬ   т  ихЬ  модуль      (ч.  55). 

И  такЪ  положивЪ  у  ~~  х  —  пЬо°;.х  ,  получимЪ  . 

тпсіх          (х  —  тп)<1х         сіх     х 

#  =  /**—  — —   и  Ту  —  р  —  — я -  ? 

тпйх  йф>      тпх 

Щ  —  —  и   Ц          *    («~яиі)3  3 

  (2тп.х  4-  тгп2)іх         й^      тпх{  лх  4-  тп  ) 

Щ  —       (х  —  тп)+  И    Г   (х-пш)Т~~ 

и  проч. 
Посему  будетЪ 

ху  тпху2  тпхуЗ(ах  -+-  тп ) 

—  *  ~  х~^~тп  ~~  Щж  -   тп)і  6(*-тл)5  и  ПР04' 

Ниже  увидимЪ,  что  вопросЪ  сей  не  приемлетЪ  рЬшенія,  естьли  не  бу- 
детЪ тп  ^>  г  ,  гдЪ  е  основаніе  натуральныхЪ  логариѳмовЪ,  то  есть, 
дабы  вопросЪ  былЪ  ЕозможенЪ,  должно  быть  мп(—  п-^)^>е(~ 2,7182818). 

Пусть  ,  напримЬрЪ  ,  требуется  найти  число  ,  кромЬ  ю  ,  ко- 
тораго табличный,  логариѳмЪ  былЪ  бы  десятая  часть  самаго  сего 
числа. 

Поелику  вЪ  табличныхЪ  логариѳмахЪ  т  ~  Тт—  °)4°'429448?  то, 
по  причинЬ  что  здось  нію,  будетЪ  тп  ~  4  )342944^1>  то  есть  — 
2,7182818.  ПоложимЪ  х  1  ,  будетЪ  у(  ~  х  —  пІо%.х)  ~  і  ,  и  потому 
получится 

_  і       .    2,1714724  . 


-     3,3429     1  (3,3429)3 

Естьли  теперь  положимЪ  х~і,37>  то  найдется 
и  ~  1,37128857  и.  Ьо^.ос  ~  0,1371288.57. 


IV.  Пусть  предложено  уравненіе  неопредіэленно-степенное  хх  —  а, 

вЪ  которомЪ  требуется  определишь  х. 

ВзявЪ  логариѳмы  ,   уравненіе    сіе  преобразимЪ  вЪ  хіо&.х  ~  Іо&.а  • 
почему  положивЪ  у~хІо&.х —  Іо&.г. ,  получимЪ 

йх      і 

йу  ~  Лхіог.х  Т+Го^с  > 


і 


Ф  —       х(і  -ЬІо^.х)2  И  йу  %    •     *(і  +  1оё.х)3  » 

Ах  .  зйх  '      і  5 

*4  ~  х-(і  +  Іо§.х)3        х2(і  -ь  Іо^.хуЛ  И  йу  Т  х2(і  +  Щ.хуЛ      х2(і  -4- 1<^.х)? 

шакЪ  же  найдется    -  , 

І.Г      2  ІО  15 


Ау  хЦі  -4-  Іо&.х)5         хЗ(і  4-  Іо%.х)6       хЗ(і  4-  Іо.&.х)1  3 

А$    ,   6  40  105 


к,. 


йу'   х4(і  -\^Іо%.х)6  -  х%  і  +  7о#.х)7      х4["і"+^.х)8      я4(  і  -4-  го^.л:_)9 

и  проч. 

Откуда  ,  означивЪ   чрезЪ  ос  истинную  величину  количества  х  , 

такЪ  чтобы  было  аса  ~  а  ,  будемЪ  имтпь 

_       У  У2  У®  5У*  7У5 

(і+Іо^.х)      2х(і-Н<э#.х)3       2Х2(і+Ь#.х)*      8хЗ(  і  +  Іо%.х)1  8х4(1-Но#.х)9 

 Я   574   7.?5 

6x3(1  + Ь#.х)4      і2хЗ(і+іо§.х)6      8х4(і  +  Іо^.х)3 

 У*  У5 

і2хЗ(і+іо^.х)5'      зх4(  і  н-  Іо&.х)! 

 У{  

2ох4(і+2о§  х)& 
и  проч. 

Быраженіе  сіе  ,  довольно  продолженное  ,  по  постановленіи  вмЬсто  х 
какой  ниесть  величины,  дасгпЪ  намЪ  иосредствомЪ  уравненія  у~хІо$.х 
—  Іо&.а  приближенную  для  ос  величину.  Бри  чемЪ  замЬтить  надлежит!», 
что  здЪсь  логариѳмы  разумЬются  натуральные. 

Пусть,  напримЪрЪ  ,  требуется  найти  такое  количество  х  , 
чтобы  было  хх  ~  іоо. 

Поелику    изЪ  уравненія    сего  явствуетЪ  ,     что   количества  х 

истинная  величина  ог^>3,  а  <^  4>  то  положимЪ  х~3*  —  %  ;    отЪ  чего 

уравненіе  у  —  хіо&.х  —  Іо&.-дс  сделается  у~~,   і  оо  ,   изЪ  коего 

найдется  у  ~  —  0,2204.9983627,  и  потомЪ  получится  «"3,6972722. 
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ПРИБАВЛЕН ІЕ  IIIе  кЪГлавв  Iй. 

О  лрияоженЫ  общей  формулы  разложен! я  кЪ  олредіяенію  *5 

аягебратескыхЪ  цратеніяхЪ  корней  ратыхЪ. 

(і36.)  Пусть  у  какая  ниесть  функція  количества  х ;  выше  вн- 
дЪли  ,  что  когда  вмЪсто  х  поставится  х  -\~  г '  7  то  оная  функція  сде- 
лается (ч.  и8). 

У  —-  У  ~^~Ах1     Ах^  ТГа,  ~>  ф  ГГГТГп  Н-к'^  У 

почему  естьли  положимЪ  ,  что  какЪ  х,  такЪ  и  х-ь-7,  суть  корни 
уравненія  у  —  о  ,  то  при  сихЪ  величинахЪ  сделается  у~о  ,  и  сле- 
довательно такЪ  же  у'~о.  И  такЪ  вЪ  слЬдствіе  сего  положенія 
будептЪ 

_          ку      А2у   і       АЗу   Г-                              |  йпУ       і71—1         ,  „-п 
у  ИГ  о  и  т~-т-  т%  Ь  Т~і  '  Ь  Н-  т-%  Н  К/  ~о. 

17  —  Ах      е.х2  і.2      ах->  1.2.3  *х  *»а  

ПоложимЪ  теперь  х+іг~Х}    такЪ  чтобы    было    ;~  о  ;  отЪ 
чего  получится 

Ау  

и  Ы—  °- 

И  такЪ  сколько  разЪ  какое  ниесть  уравненіе  у  ~  о  имюетЪ  два  рав- 
ные корня }  столько  же  разЪ  будетЪ       —  о  ;   и  сіи   два  уравненія  , 

созокупно  взятые  ,  дадутЪ  намЪ  самую  ту  величину  х,  которой  оба 

■  *  ѵ        -  Ау  .   . 

корня  равняются.    И  обратно,  естьли 'оба  уравнетя  у      пи  ^  а 

имоютЪ  одинЪ  общій  корень,  то  оный  будетЪ  двойный  корень  урав- 

Ау 

иенія  у  И  о ,  потому  что  два  уравнетя  у  —  о  и  -^х~о  при  той  же 
величина  количества  х  не  иначе  мЬсгпо   имЪть  могутЪ  ,     какЪ  когда 

уравненіе  у  ~  о   два   равные  корня    имЬетЪ  ,   какЪ  то  самый  путь  , 

Ау 

копмЪ  ошЪ  уравненія  у  ~  о  кЪ  уравяенію  ^  ~о  мы  достигли ,  пока- 
зыв  аетЪ. 

КЪ  тому  же  заключенію  мы  можемЪ   достигнуть  еще  такимЪ 

образомЪ  : 

Поелику  уравнеиіе  у~о  по  положеніго   имЪетЪ  два  корня  рав- 
ные   то  оное  долженствуетЪ  нмЪшь  слЬдующій  видЪ  :  Х(х  —  «)2~©,. 


гдЬ  X  функція  количества  х  ,  множителя  х  ■ — »  вЪ  себіі  не  заклю- 
чающая  ;  почему  будетЪ 
у—  X  (х  —  Л)\ 
и  оттуда  • 

Тх  =  (аХ  +  <* —  »  >5 Л*  -  «)  ' 

й2^   ,  /  ах  .  '  ѵйгхч 

2Х+  (4^-Ь(х  —  «)^Д*-«) 

и  проч. 

йу  

ИзЪ  чего  явствуетЪ ,  что  когда  х  ~  и  ,  то  будетЪ  у  ~  о  и  %—  —  о 

но  не  болЬе.    И  такЪ  когда  уравненіе  у  ~  о  имЬетЪ  два  равные  кор-^ 

й^у  

ня ,  каковЪ  есть  сс ,  то  непремЪнно  произойдетЪ  уравненіе  —  о  у 
имЬющее  одинЪ  тотЪ  же  корень  сс. 

Оттуда  же    явствуетЪ  ,    что  когда    уравненіе  у  ~  о  имЪетЪ 

одинЪ  корень  сс  ,    такЪ  чшо  у  ~  Х(х  —  и)  ,  то  не  произойдетЪ  урав>- 

.     АУ   ѣ  „    &У  , 

ненія  ^  —  о;  и  следовательно,  естьли  положимЪ  ^ — о,  то  урав- 

неніе  сіе  не  будетЪ  имЬшь  того  же  корня  сс  ,  каковый  имоетЪ  урав- 
неніе  у  ~  о.    И  такимЪ  образомЪ  по  необходимости  заключить  долж- 

сіу  

ны  }  что  когда  уравнекія  у  —  о  и  -  -  о  имЬютЪ  одинЪ  .  общій  ко- 
рень ос  ,  то  уравненіе  ^~о  будетЪ  имЪть  два  таковые  корня. 

И  такЪ  естьли  предложится   какой   ниесть  степени  алгебра- 
ическое уравненіе 

хъ  ^_  +-  Ьп~2  4-  «п-3  -|_  Эх71"4  ч-  и  проч.  =  о  , 

которое  импетЪ  два  равные  корня  ,  то  произойдетЪ  еще  уравненіе 
шп-1-\-(я—і)ахп~  Н  («— 2)^хп~3-4-(й— ЗЗ^х^ч-С»— 4)Эхп-5+  и  пр.=о' 
то   есть  двойный  корень  перваго  уравненія    будетЪ  купно  и  корень 
сего  послодняго. 

ИзЪ  перваго,  умноженнаго  на  я,  вычтемЪ  последнее,  умножен- 
ное на  х  ;  мы  получимЪ  новое  уравненіе 

йх71-1  ч-  а*х™  ч-  Зо-хп-з  ч-  4Эхп-+  ч-  и  проч.  ~  о. 

Теперь  кЪ  первому,  умноженному  на  р  ,  приложимЪ  сіе  послЬд- 
нее,  умноженное  на  у  ,  и  мы  будемЪ  имоть  уравненіе 

г  й«^г-Н>  і  а^^^ЧгСрч-З^^^-Н  (/>-і-4^Эх"-+-г-  и  пр.  г  о 


2?0  — 


изЪ  коптораго,  соединеннаго  сЪ  предложенным!),  найдутся  равные  кор- 
ни, буде  предложенное  оные  имЪетЪ. 

Поеликуже  количества  />  и  ^  взягаы  по  произволенію,  ніо  пред- 
сшоящія  р,  р  -\-  ^  ,  р  ~\-  щ  и  проч.  вообще  всякую  ариѳметическую 
прогрессію  предсшавляютЪ  ;  почему  естьли  какое  ниесшь  уравненіе 
имЬетЪ  два  равные  корня  ,  то  оные  найдутся  ,  когда  члены  предло- 
женная уравненія  умножатся  на  члены  какой  ниесть  ариѳметиче- 
ской  прогрессіи  ,  каждый  на  каждаго  по  порядку  ,  ибо  произшедшее 
отЪ  того  уравненіе  тоіпЪ  же  корень  иметь  будетЪ ,  каковыхЪ  пред- 
ложенное два  вЪ  себЬ  содержитЪ.  Откуда  произходитЪ  извЬстное 
правило  о  найденіи  вЪ  алгебраическихЪ    уравненіяхЪ  корней  равныхЪ. 

Естьли  уравненіе  у~о  имЬетЪ  три  равные  корня,  то  будетЪ 

ді.у  '  А^у  * 

не  токмо  йх~о  ,  но  еще  и  -^—^  —  о  ,  когда  вмЪсто  х  поставится  ве- 
личина, каковыхЪ  вЪ  уравненіи  у  ~  о  три  содержится.  Чтобы  удо- 
стовериться вЪ  семЪ,  то  положимЪа  что  уравненія  у  о  корни  суть 
х,  х  +  Ь  и  х  к  ;  и  понеже  у  изчезаетЪ,  когда  вмЬсто  х  поставит- 
ся какЪ  х  +  Ь,  такЪ  и  х  +  то  будетЪ 
У  —  о-, 

гіѵ         А2у  Ь2       АЗу    ЪЗ                                 ІЦПу  ъ* 
*^«*ЬГ*-  А&іІ  +  Ш        +   '   '   •   '  ^  ^КЪ^-о  и 

Ау ,       А2у  к*       АЗу    кЗ  йПу  к*  „  п  .  , 

изЪ  коихЪ  уравненій,  по  отнятіи  перваго,  произойдетЪ 

*Ц^  А+^^Н_  ....  +^  ' 

Ах    1    йх2  і.2   1    АхЗ  1.2.3  йха  і.2  ..  .     •  п  ' 

^  _,<^У*_  .  ^_  _^-і  ь№_0 

<ІХ     ~<ІХа   І..2     '     ІХЗ   І.2.3  ~      '  *     ~ЙЗСП  1.2  П     '    ' 

по  отнятіи  же  сихЪ  ,  одного  отЪ  другаго,   и  по  раздоленіи  наЪ — 
-  получится 

ІЙ2Э,      ЬН-*ДЗу      ьаЧ-ЫЬ-Н^  Д4у  Ьп— 2+11п— з?;^  .  ..-+■!  ^п— з_|_^тг— 2 

2 4*? ^і^з, 2*3' ~Ч  *  '  '  і.2  .  ._.  .  .  п  Ах'"- 

-Н  ^Ьп— 1  -ь  Ьп— 2/с  4-  .....  ч-Ып-2  4  р-^Кгго. 

И  такЪ  положивЪ  Ь~о  и  &  — о,  птакЪ  чтобы  всЪ  три  корня  х,х+Ь 
и  х  -{-  к  были  равные  между  собою  ,  будемЪ  имЪть 

Ау  А2у  

У  —  0^  —  0  И  Ах"*—  °' 


Посему  всякой  разЪ  ,  когда  уравненіе  у~о  имЬепіЪ  три  раз- 
ные корня  ,  какЪ  сс  у  ос ,  сс  ,    будетЪ   количество   а  такЪ  же  корень 

ііу  сі2у  . 

не  токмо  уравненія  ^  ~  о,  но  еще  и  ^  —  о.  ИзЪ  чего  слВдуетЬ,  что 

поелику      есть  общій  корень  уравненія  ^  ~  о   и  его  дифференциала. 

0—-г  —  о  ,  то  оный  ,  по  доказанному  предЪ  симЪ  о  двойныхЪ  корняхЪ, 

.•    Ау  '  _ 

вЪ  уравненіи  т-  ~  о  дважды  находиться  долженствуетЪ. 

КЪ  тому  же  заключенію  достигнуть  можно  еще  и  такимЪ 
образомЪ  : 

Поелику  уравненіе  у  ~  о  по  положенію  имЬетЪ  три  корня  рав- 
ные, то  оное  долженствуетЪ  иміЬть  слЪдующш  видЪ  :  Х(х  —  об)^~о, 
гдЪ  X  функція  количества  х ,  множителя  х  — «  зЪ  себЬ  не  заключа- 
ющая ;  почему  будетЪ 

у=.Х(х-ссУу 

и  оттуда 

^Г=(зх+(х-^)ах)(х-а)% 

'  діР-у  Ггі         л,  чсІХ    ,  ,<*2Х\,  ѵ 

&5  —  (6Х  Чг-  6(х  ~с*)ІХ  +  (X  —  ~  «)  > 


и  проч 

&"У   


ИзЪ  чего  явспівуетЪ  ,  что  когда  х~оі  у  то  будетЪ  у  ~  о  ,  ^  — .  о  и 


 о  ,  но  не  болЬе.    И  такЪ  ,  когда  уразненіе  у  ~  о  имЬетЪ  три 

рчвные  корня  ос ,  ее ,  о?  5  то  непременно  произойдутЪ  еще  два  уравне- 
иія  ^-—-о   и  у^НПо,  изЪ  коихЪ  первое  имВетЪ  два  таковые  корня 

СІХ  СІХ 

сс  у  а  ,  а  другое  одинЪ  таковый  корень  ос. 
Почему  ,  естьли  уравненіе 

хп  +  ахп~г  -+-  Ьхп-*  +  ^п~3  4-  Эхп~4  -Ь  и  проч.  г=  о 
имВетЪ  три  равные  корня  и  у  ос  ,'сс  у  то  по  умноженіи   членовЪ  она- 
го  на  члены   какой  ниесть  ариѳметической   прогрессіи ,   каждаго  на 
каждый  по  порядку  ,  произойдетЪ  уравненіе  ,    содержащее  два  тако- 
вые равные  корня  $с ,  а  г  и  потому   по  умиоженіи  членовЪ  сего  по- 


— .  272  — < 

слодняго  уравненія  на  члены  какой  ниестпь  другой  ариѳметической 
прогрессіи,  каждаго  на  каждый  по  порядку,  получится  еще  уравнеиіе, 
содержащее  одинЪ  таковый  корень  «.  И  тпакЪ  получится  три  урав- 
ненія  ,  общій  корень  имоющія  ,  изЪ  соединенія  коихЪ  самый  сей  ко- 
рень удобно  извлечется.  Ибо  естьли  возмутся  такія  ариѳметическія 
прогрессіи  ,  у  коихЪ  или  первый  или  послЬдній  членЪ  ~0,  то  про» 
изойдепгЪ  уравненіе,  котораго  степень  будетЪ  единицею  меньше,  и 
потому  изключеніе  удобно  сделается. 

ПодобнымЪ   образомЪ   докажешся  ,   что  естьли  уравненіе  у  ~  о 
имЬетЪ  четыре  равные  корня  ос,  «,  а,  ос  ,  то  положияЪ  х  ~  ос  \  бу- 

демЪ  имЬть  не  только  у~  о,       — о  и  ~~о,  но  еще  и  Ц  —  о  , 

то  есть,  когда  уравненіе  у~о  содержитЪ  четырежды  корень  х~х.і 
с\у  

тогда  уравнете  ^  —  о  тотЪ  же  корень  содержитЪ  трижды  >  урав- 
неніе  Ах*       °  Дважды,  и  наконедЪ  уравненіе^  ~  о  единожды. 


ГЛАВА  И. 


О  лриложенііи  общей  формулы  разложения  фцжцій  одного  ле- 
режкннаго  количества  в5  ряды  кЪ  определенно  наибольших^  и 
наиліеньшихЪ  велиишЪ  сих5  фцнкщй. 

(1З7.)  Между  функціями  одного  перемЪннаго  количества  встре- 
чаются весьма  многія,  которыя  отЪ  непресшаннаго  увеличиаанія  сего 
количества  сперва  непрестанно  увеличиваются,  а  потомЪ  непрестан- 
но уменьшаются ,  или  которыя  сперва  непрестанно  уменьшаются , 
а  потомЪ  непрестанно  увеличиваются  ;  и  такимЪ  образомЪ  функціи 
сіи  при  некоторой  величина  непрестанно  увеличивающегося  перемЬн- 
наго  количества  получаютЪ  величину  ,  которая  бываетЪ  больше  или 
меньше  ,  нежели  какЪ  предЪидущія  и  послЬдующія  ихЪ  величины,  Сія 
то  величина  функцій  одного  перемЬннаго  количества  называется  ихЪ 
наибольшею  или  наименьшею  величиною. 

И  такЪ  естьлй  положимЪ,  что  функція  у  приемлетЪ  наиболь- 
шую величину  ,  когда  сделается  х  ~  а  ;  то  надлежитЪ  ,  чтобы  по 
постановленіи  вмЪсто  х  какЪ  большей ,  такЪ  и  меньшей  величины 
нежели  а ,  величина  функціи  у ,  отЪ  того  произшедшая  ,  была  всегда 
меньше  нежели  та,  которую  она  получаетЪ  отЪ  постановленія  вме- 
сто х  величины  а.  ПодобнымЪ  образомЪ,  естьлй  положимЪ,  что  функ- 
ция у  приемлетЪ  наименьшую  величину,  когда  сделается  к  ~  а,  то 
надлежитЪ  ,  чтобы  по  постановленіи  вміэсто  х  какЪ  большей ,  такЪ 
и  меньшей  величины  нежели  а  ,  величина  функціи  у ,  отЪ  того  про- 
изшедшая ,  была  всегда  больше  нежели  та  ,  которую  она  получаетЪ 
отЪ  посгпановленія  вместо  х  самой  величины  а.  ТаковЪ  есть  суще- 
ственный признакЪ  наибольшихЪ  и  наименьшихЪ  величинЪ  функцій. 

При  чемЪ  заметить  надлежитЪ ,  что  признакЪ  сей  можетЪ 
имЪть  мЬсто  или  при  вслхЪ  возможныхЪ  величинахЪ,  поставляемыхЪ 
вмЪсто  х  ,  изЪ  коихЪ  однЬ  больше  ,  а  другія  меньше  нежели  а  ,  или 
токмо  при  величинахЪ ,  содержащихся  между  некоторыми  изве- 
стными пределами,  какЪ  напр  и  мЬрЪ  между  х~р  и  х  —  д}  гДЬ  р  <^  а9 
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а  п  ^>  а  :  вЪ  лерзомЬ  случаЪ  наибольшія  или  наименъиіія  величины 
называются  совершенными,  а  вЪ  другомЪ  относительными,  ■ 

ВЪ  семЪ  ппслЪднемЪ  случай  одна  и  таже  функція  можегпЪ 
имЪть  величины,  презозходящія  наибольшую  ея  величину,  или  вели- 
чины ,  менынія  наименьшей  ея  величины  ,  или  наконецЪ  многія  на- 
ибольшія  и  наименьшія  величины,  неравныя  между  собою;  что 
весьма  удобно  понять  можно,  представивЪ  себЬ  кривую  линію,  имЪ- 
ющую  многія  наибольшія  и  наименьшія  ординаты. 
Черт.  іб.  Такова,  напримЬрЪ,  есть  кривая  линія  ВСВЕГЗ,  отнесенная  кЪ 

двумЪ  осямЪ  АХ  и  АУ  посредство  мЪ  координатЪ  АР  ~  х  и  РМ  ѵ  ; 
ибо  явно  ,  чаю  ордина  па  РМ  сей  кривой  линіи  предстазляетЪ  такую 
функцію  у  количества  х,  что  когда  сделается  х  ~  АО  ,  то  у  полу- 
читЪ  наибольшую*  величину  СС  изо  прилежащихЪ  кЪ  ней;  чіпо  по- 
томЪ  когда  сделается  х  ~  АН,  то  у  получитЪ  наименьшую  величи- 
ну ІШ  изЪ  прилежащихЪ  кЪ  ней;  что  посемЪ  когда  сделается  х~АІ, 
то  у  получитЪ  паки  наибольшую  величину  ІЕ  изЪ  прилежащихЪ  кЪ 
ней  ,  и  притомЪ  большую  нежели  первая  наибольшая  величина  СС  ; 
что  потомЪ  когда  сдЪлается  х  ~  АК  ,  то  у  получитЪ  паки  наимень- 
шую величину  КР  изЪ  прилежащихЪ  кЪ  ней  ,  и  притомЪ  меньшую 
нежели  наименьшая  величина  НЭ  ,  и  сіе  такЪ  далее  простираться 
можетЪ. 

Посему  вЪ  изложенномЪ  предЪ  симЪ  признаке  наиболъшихЪ  и 
иаименьшихЪ  величинЪ  нетЪ  нужды  ,  чтобы  изЪ  поставляемыхЪ 
вместо  х  величинЪ  одна  была  многимЪ  больше  ,  а  другая  многимЪ 
меньше  нежели  величина  а  >  при  которой  функція  у  приемлетЪ  наи- 
большую или  наименьшую  величину;  но  довольно  токмо,  чтобы  изЪ 
сихЪ  поставляемыхЪ  вмЬсшо  х  величинЪ  одна  была  несколько  больше, 
а  другая  несколько  меньше  нежели  а  ,  и  даже  столь  мало  больше  и 
столь  мало  меньше  нежели  а,  сколько  угодно  будетЪ. 

По  таковомЪ    замечаніи   мы  поступимЪ    кЪ  самому  способу 
определять  наибольшая  и  наименьшія  величины  функцій. 

(і38.)  Пусть  у  какая  ниесть  функція  количества  х,  и  пусть  х 
означаетЪ  ту  величину  онаго  ,  при  которой  функція  сія  приемлетЪ 
наибольшую  или  наименьшую    величину ;  изЪ  предЪидущаго  члена 


—  275 


явствуетЪ  ,  что  естпьли  вмЪспто  X  поставимЪ  лг  -4—  /  их —  то 
вЪ  томЪ  и  другомЪ  случай  функція  у  должна  получать  величины  , 
меньшія,  нежели  наибольшая  ея  величина,  или  болыпія,  нежели  наи- 
меньшая ея  величина  ,  какЪ  бы  вЪ  прочемЪ  приращеніе  или  умень- 
шеніе  /  количества  х  мало  ни  было,  ОзначивЪ  сіи  величины  функціи, 
соотвЬтствующія  х  •+- г  и  х  —  /,  чрезЪ  У  и  *у  і  мы  по  доказанному 
вЪ  предЪидущей  главЪ  будемЪ  имЬть  (ч.  118) 

.  Ау  .       А2у  і2      АЗу    ІЗ  Апу        іп  АпѴ  г'Т1-^__ 

У   —  У  Т  Ах '       Ах2  Т^^АхЗ  Т^3~*~    •*•    ^Ах™  і.2  ..  .  іл  .ТГп  И 

_         Ау  .       А2у  і2      АЗу    ІЗ  Апу       іп   АпѴ  і^1 

У  —  У  ~~  Ах1  +  йх2  <*х~3  Гг^  4-    .    •    •   Г+Г^  Ь2  .  .  .  п і.2  .  .  .  п  ' 

у'  —  у  'у  —  у  у  —  'у 

гдЬ  вЪ  первомЪ  ряду  Р~ — ^ —  ,  а  вЪ  другомЪ  Р~  —  —  - —  —  — т~г. 

Поелику,  по  мЬрЬ  уменьшенія  количества  /,  каждый  членЪ  сихЪ 
рядовЪ  можетЪ  сделаться  больше  всЬхЪ  послЪдующихЪ  членовЪ  (ч. 
ну);  то  явствуетЪ,  что  когда  положимЪ  дифференциальное  ошноше- 

Ф  Ау 

те  перваго  порядка  ^имЬющимЪ  какую  наесть  определенную  величину 

'■"  Ау 

~\-р  или  —  р,  тогда,  по  сдоланіи  члена  -ігі  чрезЪ  уменьшеніе  количества 

Ау  

г  больше  всЪхЪ  его  послЬдующихЪ  членовЪ,  будетЪ,  вЪ  случаЪ     — — р9 

■    -       '  А"ч 
величина  у  <^  у ,  а  величина  'у  ^>  у  ,  или  будетЪ  ,  вЪ  случав  -^— -ь~р  9 

величина  у'  ^>  у  ,  а  величина  'у  <*  у  ,  и  следовательно  тогда  не  будетЪ 
ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины  функціи  у ;  что  противно 
положенію.  И  такимЪ  образомЪ  вЪ  случав  наибольшей  или  наимень- 
шей величины  сей  функціи  по  необходимости  будетЪ  отношеніе 
~  о  ,  и  предЪидущіе  ряды  сдЬлаются 


А2у  і2     ,    АЗу   |3  Апу       і*  АпѴ  гп+* 


и 


^        У  ■    Ах2  і.2    '    АхЗ  1.2.3  *    *    *     '  АхП  і-2  ...  п ~~ *~  Ахп  і;« .  .  .  п. 

,    А2у   і2         АЗу    іЗ  Апу        іп   АпР  іп+1 

У      У       Ах2  і  .2       АхЗ  і.2  з    '  *    *  — —  Ахп  і.2     .  .  п      Ахп  1.2  ..  .  п* 

ИзЪ  сихЪ   рядовЪ    тотчасЪ   видно,  что,   по   сдЪланіи  члена 

А~у  р 

^2  чрезЪ  уменьшеніе  количества  і  больше  всвхЪ  его  послодую- 
щихЪ  ,  будетЪ  какЪ  у',  такЪ  и  'у  меньше  у  ,  когда  дифференціальное 

А2у 

отношеніе  втораго  порядка  ^-2-  есть  количество  отрицательное,  или 
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будетпЪ  какЪ  /,  такЪ  и  у  больше  у,  когда  сіе  отношеніе^-2  есть  ко- 
личество положительное  ,  и  следовательно  функція  у  будетЪ  имЪть 
вЪ  первомЪ  случаЬ  величину  наибольшую,  а  вЪ  другомЪ  наименьшую. 

Откуда  слЬдуетЪ  ,  что  для  олредЬленія  наибольшей  или 
наименьшей  величины  функціи  у  надлежитЪ  сыскать  выраженіе, 
которому  равняется  дифференціальное  лерваго  порядка  отношеніе 

сіу  ,  . 

Ъх>  и  УРавнять  оное  нулю:'  изо  уравненгя  сего  д^—  о  найдется  ве- 
личина количества  х}  которой  соотвЪтствуетЪ  наибольшая  или 
наименьшая  величина  функціи  у,  и  лстомЪ  определится  та  или 
другая  изЪ  сихЪ  двухЪ  величинЪ,  поставляя  вЪ  функцію  у  вмѣсто 
количества  х  найденную  для  него  величину* 

Для   узнанія  же  ,  которая  именно  величина  мЪсто  имітъ 
будетЪ,  наибольшая  или  наименьшая  ,  надлежитЪ  сыскать  еще 

выраженіе ,  которому  равняется  дифференціальное   втораго  ло- 

й2у 

рядка  отношенге  ,  ■  и  изЪ  онаго  определить  его  величину  , 
соответствующую  найденной  величине  для  количества  х  :  когда 
сна  будетЪ  отрицательная ,  то  мѣсто  имЪть  будетЪ  наиболь- 
шая величина,  а  когда  положительная ,  то  наименьшая. 

Но  естьли  сія  величина  отношенія  з~і ;выдетЪ  равна  нулю,  меж- 
ду тЬмЪ  какЪ  величина  дифференціальнаго  отношенія  третьяго  по- 
рядка  не  равна  нулю  ;  то  вЪ  такомЪ  случаЬ  ни  наибольшей  ни 
наименьшей  величины  функція  у  имЪть  не  будетЪ,  ВЪ  самомЪ  дІэлЬ, 
поелику  вЪ  такомЪ  случаЬ  преднаписанные  ряды  сдЬлаются 
йЗу    іЗ  ДПу        і  іп  ^пр  і^1 

у          у  -+-  -г~7  Т~    ....    -Ь  -г-,.  К  ТЧ.  И 

<"  — /      ахі  1.2.3  1.2  п      ахп  і.2    ...  п 

У   У         (ІхЗ   1.2-3  ....  і  ^  П~~*~~СІХП  1.2     .      .      .     П  9 

то  явствуетЪ,  что,  по  сдЬланіи  члена  чрезЪ  уменьшение  ко- 

личества і  больше  есЬхЪ  его  послЬдующихЪ  ,  будетЪ  у'  <^'у  ,  а  у^>у, 
АЗу 

когда  отношеніе  гг^  есть  количество  отрицательное  ,  или  будетЪ- 
у'Ь>  у  ,  а  'у  <^  у  у  когда  тоже  отношение  есть  количество  положитель- 
ное ,  и  потому  не  будетЪ  ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины 
функціи  у. 


<13у 

НапротивЪ  того  ,  когда  выдетЪ   величина  сего  отношенія 
равна  нулю,  а  величина  дифференціальнаго  отношенія  четвершаго  по- 

рядка  тпг^  не  равна  нулю  ;  то  вЪ  такомЪ  случаЬ  функція  у  будетЪ 
имЪть  наибольшую  или  наименьшую  величину,  смотря  потому, 
какую  величину,  отрицательную  или  положительную  ,  отношеніе  сіе 

получитЪ  отЪ  постановленія  вЪ  него  вмосто  количества  х  вели- 

чины,  найденной  изв  уравненія  ^ — о. 

Не  продолжая  далЪе  сихЪ  разсужденій  ,  вообще  заключить  мо- 
жемЪ,  что  функція  у  при  какой  ниестпь  величині  количества  х  бу- 
детЪ имігпь  наибольшую  или  наименьшую  величину,  естьли  изче- 
зающія  при  сей  величинѣ  количества  х  дифференціальныя  отно- 
шекія  будутЪ  вЪ  нечетноліЪ  числі  ;  и  именно  величина  функціи  у 
будетЪ  наибольшая ,  когда  непосредственно  за  тЪмЪ  следующее 
диффереяціальное  отношеніе  получитЪ  величину  отрицательную, 
и  наименьшая,  когда  лриметЪ  величину  положительную. 

(іЗд.)  Поелику  г-  есть  всегда  некоторая  функція  количества 

X  (ч.  уф),  то  явствуетЪ  ,  что  уравненіе  ;зг— -о  будетЪ  определенное 
или  первой  или  второй  или  третьей  или  и  такЪ  далЬе ,  степени 
вЪ  разсуждсніи  сего  количества  х  ,■  и  какЪ  опредІЬленное  уравненіе 
какой  ниесть  степени  можегпЪ  иметь  корни   или  неравные  или  рав- 

вые  между  собою,  то  здіэсь  разсмотримЪ  уравненіе  ^  —  о  вЪ  сихЬ 
двухЪ  случая хЪ. 

И  такЪ  пусть  у  будетЪ  таковая  функція  количества  х  ,  что 

Ау 

Х(х  —  се),  гдЪ  X  есть  функція  того  же    количества  х,  множи- 

теля  х  —  ос  вЪ  себЬ  не  заключающая,  такЪ  что  уравненіе^~о  имЪетЪ 

одикЪ  известный  действительный  корень  х~«;  взявЪ  предЪидущаво 

йу  

уравненія  ^  —  Х^х  —  ее)  дифференціалЪ  ,  мы  каходимЪ 

й2у  _  ЙХ 

^_х  +  (х  —  а)Тх  ; 

и  какЪ  положеніе  х  ~  ос  не  уничтожаетЪ  сего  дифференціалньаго 
отиошенія  ^-2І  то  слЬдуетЪ  изЪ  того,  что  функція  у  будетЪ  имЬть 
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наибольшую  или  наименьшую  величину  ,  смотттря  потому,  отрица- 
тельною или  положительною  величиною  функція  X  отЪ  того  сде- 
лается. 

Пусть  потомЪ  у  будетЪ  такая  функція  количества  х  ,  что 

Ау 

Х(х  — «)(х  — — у) 

гд"Ь  множители  л:  —  х —  ё",  х —  у  и  проч.  суть  дЪйствительные  и 
неравные  между  собою  ,  а  функція  X  ни  ихЪ  просто  ни  ихЪ  умно- 
женныхЪ  на  какое  ниесть  количество  вЪ  себЬ  не  заключаетЪ  ,  такЪ 

Ау 

что  уравненіе  ^.~о  имЬетЪ  многіе  неравные  между  собою  корни 
а  ,  С,  у  и  проч. 

Поелику  них — х~о,  них — К — о,  ни  х — у — о  и  проч.  дифферен- 

ціальнаго  отношенія  втораго  порядка  ^—5  уничтожить  не  можетЬ,  то 

слЬдуетЪ  изЪ  того  ,  что  при  каждомЬ  изЪ  сихЪ  корней  уі,авненія 
Ау 

■у^  —  о  функція  у  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  ве- 
личину ,  а  именно  наибольшую ,  когда  величина  ,  вЪ  которую  отЪ 
постановленія  вмЬсто  х  каждаго   изЪ  тЬхЪ  корней  дифференциальное 

А2у 

оное  отношеніе  обратится  ,  будетЪ  отрицательная,  а  наимень- 
шую, когда  будетЪ  положительная. 

Пусть  теперь   у  будетЪ  таковая  функція  количества  х,  что 

Ау  -  Ау 

і|-  ~  Х(х  —  ее)2,  то  есть  уравненіе  ~  о  имЬетЪ  два  корня  равные; 
будетЪ 

о>-  *'  г  ■        -     '       ,  о<*Х  "  >  ѵ 

А^~  2ХСѴ  —  «)  +  С*  —  "У  Ах  И 

азу  ах  „а^х 

=9Х  +  40?  -       +  (х  —  *)ш> 

Ау      А2у  АЗу 
и  какЪ  положеніе  х~л  уничтожаетЪ  ^  и  ~2  ,   не   изтребляя  ѵ~3 

то  вЪ  семЪ  случай  ,  то  есть  когда  уравненіе  о  имЬетЪ  два  кор- 

ня равные,  не  можетЪ  быть  ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины. 
Ау  Ау 
Пусть  еще  ^  —  Х(х — «)3,  то  есть  уравненіе  дх—  о  имЬетЪ  три 

корня  равные;  будетЪ 
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~  -  ЗХ(х  —  ос)2  +  (*  —  *?Гх  * 

«іЗу  .  ■        к      -г*'-'  ■      '  йХ      '■  \о<*2Х 

=  бХ(х  —  «)  -Ь  6(*  -  «)•  ^-н(*  -  «)^  и 

=6Х+  і8(х  -а  !ах-ь9ѵх_«)-^-2^(х-«)3^ 

4>*      с12у  йЗу 

и  какЪ  величина  количества  х  —  ос  ункчтожаетЪ       3  ^  и  ^§  г  не 

изтребляя        ,   гпо  слЬдуетЪ   изЪ   шого ,   что  вЪ  семЪ  случаЪ  ,  то 

есть  когда  уравненіе  -т^  ц_  о  им"  етЪ  три  корня  равные  ,  отЪ  поста- 
новления сея  величины  ос  вмЬсшо  х  функція  у  получишЪ  наибольшую 
или  наименьшую  величину  ,  смотря  потому ,  отрицательною  или 
положительною  величиною  функція  X  отЪ  того  сделается. 

И  такЪ  явствуетЪ,  что  естьлн  еЪ  уравненіи  ^ ~  X  (  х —  сс)п 

.    сіу  .  ■ 

число  п  нечетное,  то  есть  когда  уравненіе  О    имЬетЪ  разные 

корни  вЪ  числЬ  нечетномЪ,  гпо  отЪ  постановленія  ос  вмЪсіпо  х  функ- 
ция у  будетЪ  имЬтъ  наибольшую  или  наименьшую  величину,  смот- 
ря потому  ,   отрицательною   или  положительною   величиною  X  отЪ 

того  сделается;  ко  когда  сіе  число  и  равныхЪ  корней  уравнения  ш  О 
будетЪ  четное,  гао  функція  у  не  будетЪ  имЬть  ни  наибольшей  ни 
наименьшей  величины. 

ПослЬ  сего  не  трудно  уразумЪть  ,  что  функція  у  ~  (х  —  а)п 
будетЪ  имЬть  ,  при  величине  количества  х~ау  наименьшею  велйь- 

&у 

чину,  когда  я  —  і  будетЪ  число  нечетное  или  п  четное  ;  ибо   т-  .  I 

п(х — а)п~~г  и  ,  какЪ—  п(п —  і)(я —  з)  2.1,  есть  коли- 
чество положительное.  Сіе  вЪ  прочемЪ  и  само  собою  явствуетЪ  ; 
ибо  полагая  х  ~  а  ,  имЬемЪ  у  ~  о  ,  и  полагая  х  ^>  или  <^  а  ,  находимЪ 
вЪ  обоихЪ  случаяхЪ  для  у  положительную  величину,  и  следовательно 
большую  нежели  нуль. 

(140.)  НапослЬдокЪ  замЪтимЪ  что  вЪ  предложенном^  доселЪ 
мы  разеуждали  о  наибо льшихЪ  и  наименъшихЪ  величинахЪ  един- 
ственно токмо  количествЪ  ,  приемлемых'Ь  безЪ  всякаго  предположе- 
ны, то  есть  количествЪ  положишельвыхЪ;  почему  посыогпримЪ  теперь 
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какЪ  поступать  надлежитЪ  при  опредЬленш  наиболъшихЪ  и  наимень- 
шихЪ  величинЪ  количествЪ  отрицательных!). 

И  такЪ  пусть  функція  у  количества  х  будетЪ  количество 
отрицательное  ,  а  у'  и  'у  тв  ея  величины ,  которыя  она  приметЪ 
огпЪ  постановленія  вЪ  нее  х-рі  и  х  —  і  вмЪсто  х;  по  доказанному 
выше  (ч.  і38),  для  наибольшей  или  наименьшей  величины  функціи 
у,  мы  будемЪ  имЪшь 

К-У)  — 

У  —  йх2     1.2  "Г    АхЗ~Т^7ъ         •  '  "^"  ^^"і^ГГ.а^-^  і.а.  ...  п  И 

У —      У  '      с2я2     і.2        АхЗ     1.2.3       ".:"'*  '  1    Ахп    1.2.  .  .п~^~ <1хп  1.2.  ....  п' 

Откуда  слЬдуетЪ ,    что   естьли  дифференціальное  отношеніе 

втораго  порядка  — —  отЪ  постановленія  вместо  х  величины,  най- 
денной изЪ  перваго  уравненія ,  сделается  отрицательнымЪ  количе- 
ствомЪ  ,  то  будетЪ  какЪ  у  ,  такЪ  и  *у  больше  у  ,  и  следовательно 
отрицательная  функція  у  тогда  будетЪ  иметь  величину  наимень- 
шую >  а  не  наибольшую  ;  но  естьли  тоже  дифференціальное  отноше- 
ніе,  отЪ  того  же  постановленія  сделается  положительнымЪ  количе- 
ствомЪ  ,  то  будетЪ  какЪ  у  такЪ  и  'у  меньше  у  ,  и  следовательно 
отрицательная  функція  у  тогда  будетЪ  имЬть  величину  наиболь- 
шую у  а  не  наименьшую.  ИзЪ  чего  явствуегпЪ  ,  что  здось  признаки 
для  наименъшихЪ  и  наиболъшихЪ  величинЪ  суть  совсЪмЪ  против- 
ные тЬмЪ,  которые  мы  произвели  выше  (ч.  1З8).  Но  естьли  мы  ѵЪ 
отрицательной  функціи  у  количества  х  приложимЪ  какое  ниесть  по- 
стоянное положительное  количество  й,  которое  можетЪ  быть  боль- 
ше нежели  всякая  ея  величина,  и  положимЪ  а—  у  ~  г ,  то  будетЪ  ^ 
функція  положительная  того  же  количества  х  ,  и  поелику  вЪ  слод- 
етвіе  сего  положенія  имЬемЪ  у)  №  >  то  преднаписанныя  урав- 
ненія  сделаются 

Ах-°> 

^—^+і^'Т7г^~іхЗ  Т^з"4"  '  *  *  ^йх*  іл  .  .  ,  п~*~йх*  і.2  ...  п  И 

г  №ъ  га  ■     йЗъ  іЗ  ,   №       %2       —   іъ+^  

—  ^  —  -Ъ    •  •   •  ПІІ^  і.г    ,  .   .   П~*~<ІХП  1.2  .  .   .   -  П  3 


изЪ  кояхЪ  явствуетЪ  ,  что  тЬ  же  самые  признаки  ,  найденные  для 
наименыиихЪ  и  иаибальшихЪ  величинЪ  отрицательной  функціи  у, 
суть  вЪ  то  же  время  истинные  признаки  для  наибольшихЪ  и  наи- 
меньшихЪ  величинЪ  положительной  функціи  а ,  которая  отЪ  пер- 
вой разнствуешЪ  токмо  посшоянным'Ь  количествомЪ  а. 

Теперь  естьли  мы  на  отрицательное  количество,  напримЬрЪ  —  Ь% 
взирать  будемЪ  какЪ  на  приращеніе,  какЪ  то  для  всеобщности  вЪ  Ана- 
литикЪ  обыкновенно  дЪлается  ,  то  сказать  можемЪ  ,  что  оное  ко- 
личество —  Ь  меньше  нежели  прираіценіе  равное  ничему;  ибо  явно, 
что  а  -{-  ( —  V)  или  а  — •]>  <^а  о  или  а  ,  почему  будетЪ  шакЪ  же 
и  —  Ь  —  с  <^  о  —  с  или  —  с,  то  есть  отрицательное  количество  чрезЪ 
прибавленіе   огприцательнаго  же  количества   менЬе   становится.  И 

такЪ  когда  дифференціальное  оіпношеніе  втораго  порядка  — ^х~а —  отЪ 

постановленія  вместо  х  величины  ,  найденной  изЬ  уравнешя  — -^— — О, 
сделается  отрицятельнымЪ  количествомЪ,  то  вЪ  слЬдствіе  сего  сдЬ- 

А2(  ■ — у)  іі 

ланнаго  теперь  нами  замЬчанія  будетЪ  — у  ~{- — ^--^ — -—  <^ — у,  и  сле- 
довательно будетЪ  какЪ  у' ,  такЪ  и  'у  меньше  —  у  ,  такЪ  что  ска- 
зать можемЪ  ,  что  функція  —  у  вЪ  семЪ  случаЬ  будетЪ  имЬть  ве- 
личину наибольшую  ,  каковую  вЪ  ономЪ  случаЬ  и  действительно 
имІэетЪ  функція  %,~а — у;  но  когда  тоже  дифференціальное  отно- 
шеніе  отЪ  того  же  постановленія  сдЪлается  положишельнымЪ  коли- 
чествомЪ ,     то    вЪ   слЬдствіе     того    же     замЬчанія    будетЪ  —  у 

-кг  ■  ^х2~7"^г*  —  У  у  и  слЬдовательно  будетЪ  какЪ  у\  такЪ  и  у  боль- 
ше —  у  у  такЪ  что  сказать  можемЪ,  что  функція  —  у  вЪ  семЪ  слу- 
чаЬ будетЪ  имЬть  величину  наименьшую  ,  каковую  вЪ  ономЪ  случаЬ 
и  действительно  имЬешЪ  функція  %.~а  -  у. 

ИзЪ  чего  явствуетЪ  ,  что  такимЪ  образомЪ  оггредЬленіе  наи- 
болъшихЪ и  наименѣшихЪ  величинЪ  какЪ  положишельныхЪ  ,  такЪ  и 
отрицательныхЪ  функцій  приводится  подЪ  одно  и  тоже  общее  пра- 
вило. - 

ПриложимЪ  теперь  сіе  правило  кЪ  главнымЪ  родамЪ  функцій. 

36 
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(і41)  На  сей  конецЪ  вопервыхЪ  представляются  намЪ  функ- 
ціи  соизмЬримыя  и  притомЪ  цЬлыя,  которых'Ъ  общій  видЪ  есть  слЪ- 
дующій: 

ИзЪ  предЪидущаго  явствуетЪ ,   что  наибольшія  и  наименЬ' 

шгя    величины  сея  функціи  опредЬлятся   посредствомЪ  корней  урав- 

сіу 

ненія  ѵ-  —  о  (ч.  1 38),  которое  вЪ  семЪ  случаЪ  сделается 
.    ях^  +  ^-  х)^-2 2)ЬП-З_р(„_ 3)^-4 и  пр0Чі  -0> 

Естьли   корни  сіи  будутЪ   неравные  между    собою  ,    то  отЪ 
постановленія  вмЬсто  х  каждаго  изЪ  нихЪ  функція  у  получитЪ  наи- 
большую  или  наименьшую  величину  ,    такЪ  что  функція  сія  бу- 
детЪ имЬть  столько   наибольшихЪ    или   наитеньшихЪ  величинЪ  , 
Ау 

снолько  уравненіе  имЬетЪ  дЪйствительныхЪ  и  неравныхЪ  меж- 

ду собою  корней;  естьли  же  два  или  болЬе  корней  будутЪ  равные 
между  собою,  то  функція  у  или  ни  наибольшей  на  наименьшей  ве- 
личины имЬть  не  будетЪ  ,  когда  число  сихЪ  чравныхЪ  корней  есть 
четное,  или  будетЪ  имЬшь  одну  токмо  наибольшую  или  наимень- 
шую величину  ,  когда  число  оныхЪ  равныхЪ  корней  есть  нечетное 
(ч.  1З9). 

ПотомЪ  естьли  сыщется  выраженіе  для  дифференціальнаго 
©тношенія  втораго  порядка 

0       й(й^іу-Ч(я-0(к- 2>х"^34-("  —  3)^п-4-+-  и  проч., 

то  посредствомЪ  онаго  определится,  какому  корню  уравненія  ^  И  о 

какая  и  величина,  набольшая  или  наименьшая  ,  соотвЬтствуетЪ  ; 
кЪ  поясненію  чего  слЬдующіе  примЬры  прилагаются  : 

I.  Пусть  требуется  определить,  когда  функція  у  — а  — ■  (*  —  6)й 
будетЪ  импть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 
ВзявЪ  дифференціалЪ  сей  функціи,  имЬемЪ 

йу  

иотомЪ,  положивЪ     — -\-ъ(х — Ь)  ■ —  о}  находимЪ 

х~Ь]  и  оттуда  у~а,  г 
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Чтобы  узнать,  какая  есть  сія  величина  функціи  у  ,  наиболь- 
шая или  наименьшая ,  то  возмемЪ  вшорый  дифференціалЪ  оной ,  и 
мы  будемЪ  имЬть 

—  —  2  у 

каковая  величина,  какЪ  отрицательная,.  показываетЪ,  что  величина 
у  — :  а  функціи  у~л  —  (х — Ь)2  есть  наибольшая)  какЪ  то  и  само  со- 
бою явно. 

II.  Пусть  требуется  определить,  когда  функція  у  ~  а  ~\- (л:  —  Ь)й 
будешЪ  имЪть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 

ПоступивЪ  подобнымЪ  образомЪ  ,  имЬемЪ 

потомЪ  изЪ  уравненія      —  а(х —  Ь)~о  находимЪ 

х    ;  ^ ,  и  оттуда  у~а. 
Чтобы  узнать,   какая  есть  сія  величина  функціи  у,  наиболь' 
тая  или  наиліеньшаяу  то  возмемЪ  впюрый  диффегенціалЪ  оной,  и 
мы  будемЪ  имЬть 

каковая  величина,  какЪ  положительная,  показываетЪ,  что  величина 
У~  а  функціи  +     —  ^)2  есть  наименьшая  ,  какЪ  то  и  само 

собою  явно. 

III.  Пусть  требуется  определить  ,  когда  функція  у  ~  х2  ~\-  Зх+2 
будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 

ВзявЪ  дифференціалЪ  сей  функціи ,  имЬемЪ 
іу  

Тх  _  2Х  +  3  , 
йу 

потом»  изЪ  уравненія  ^~Зх-4-3;г20  получимЪ 

х  ~  —  |  ,  и  оттуда  у  =  —  |. 
Чтобы  узнать ,   какая  есть   сія  величина  функцш     ^  изЪ  ДвухЪ  упдт 
мянутыхЪ,  то  возмемЪ  вторый  дифференцДалЪ  ,  и  будемЪ  имЪть 

АР-у   


# 
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какбвая  величина,  какЪ  положительная,  показываетЪ ,  что  величин* 
функціи  у  —  — -  |  есть  наименьшая^  то  есть  ,  собственно  говоря,  ве- 
личина сія  у~ —  |   изЪ  отрицашельныхЪ   величинЪ    функціи  у  есть 

наибольшая  (ч.  140);  вЪ  чемЪ  и  непосредственно  легко  удостовЬ- 
риться  можно.  Ибо,  гпакЪ  какЪ  двЬ  токмо  величины  количества  х  , 
а  именно  х  ~  —  і  и  х  — 2>  дЪлаютЪ  у  ~  о  ,  и  величины  онаго  ,ч  со- 
держащіяся  токмо  между  сими  ,  даютЪ  для  у  отрицательныя  вели- 
чины ;   то  утверждаемое  явствуетЪ. 

ВЪ  прочемЪ  приложивЪ  кЪ  функціи  у  какое  ниесть  постоян- 
ное количество,  какЪ  напримЬрЪ  і,  и  положивЪ  у-\-1^ъ,  так]»- 
чтвбы  было  «~у-Ьі~х2-гЗх~}-  3  ?  мы  будемЪ  имЬть 

~  2х  -\-  3 ,   и  полагая^  ~  ах  -}-  3  ~  о  ,  получимЪ 
х  П  -  I  ,  и  оттуда  ^  —  +  | » 
и  какЪ      2  ~-|-  2  >   то  явствуетЪ  ,    что  величина  функціи  г,  —  ~|-  | 
при  той  же  величинЪ  количества  х~ — §,  есть  наименьшая)  и  по- 
тому дополненіе  ея  |  кЪ  і  есть  величина  наибольшая  изЪ  тЬхЪ  ве- 
личинЪ количества  у  ,  которыя  вмЬстЬ   сЪ  величинами  количества 
составляютЪ  і  •  поелику  же  собственное — у  ~  1,  то  надобно  ,  чтобы 
величины  количества  у  были  отрицательныя  ,    и  потому  изЪ  отри- 
цашельныхЪ величинЪ  функціи  у  величина  ея  ~  | ,    то  есть  у~ —  I 
будетЪ  наибольшая  величина  сей  функціи  у.  т 

IV.  Пусть  требуется  опредЬлить  случаи ,  вЪ  которыхЪ  функ- 
ция у  ~  х3 — ах2-+*Ьх —  с  приметЪ  наибольшую  или  наименьшую  ве- 
личину. 

БзявЪ  дифференціалЪ  сей  функціи  ,  имЪемЪ 
—  Зх  —  іах  -ь  Ь  у 

ж  положивЪ  ^  ~  Зх2  —  пах  +  Ь  ~  о  ,  получимЪ 

а±:Ѵа2  —  з&  • 
*~  1  > 


изЪ  чего  яветЕуетпЪ  ,  что  есгпьли  не  будетЪ  д5^>  ,  то  предложен- 
ная функція  не  будетЪ  имЬть  ни  наибольшей  ни  наименьшей  ве- 
личины. 

И  такЬ  пусть  д2^>  ЪЬ  ;  чтобы  узнать  ,  какая  изЪ  сихЪ  вели- 
чина вЪ  семЪ  случай  мЬспю  имЬетЪ  ,  то  возмемЪ  вшорый  дифферен- 
ціалЪ  ,  и  будемЪ  имЬть 

©ткуда  ,  поставляя  вмЬсто  х  найденную  величину  г  получится 


<Ру  

Лх2 


изо  чего  слЬдуетЪ  ,    что  одна   величина   количества  х  ~  (  " 


а  _  /аз  _  $ 

даетЬ  наименьшую)  а  другая  х  —   наибольшую  величину 

функціи  у. 

Чтобы  определить  самую  наименьшую  и  наибольшую  вели- 
чину функціи  у  —  х3  —  ах2  Ъх —  с  , шо  уравненіе  Зл2  —  ъах  +  Ь~о^ 
преобразивЪ  вЪ  сей  видЪ 

х  —  -.ѵ       з   о> 

и  умноживЪ  на  х,  вычтемЪ  изЪ  функціи  у  ;  отЪ  чего  получимЪ 

У  ==  —  |      +  —  х  —  с  у 

потомЪ  тоже  преобразованное  уравненіе  ,  умноживЪ  на  |д,приложимЪ 
кЪ  послЪднему  уравненію  у  и  будемЪ  имЬть 

у  =  ~{ЪЬ  —  Ѵ)х-+-|  —  ет 

откуда  ,  поставляя  вмЬсто  х  ~  ,  получимЪ 

  2Я(*2—  ЗЪ)  ■        2(а2—  3ъУа2  —  3Ъ    .  аЬ 

У—  ~а~    ~І  Ц  1-  у  —  ^  ,  Или 

2аЗ        аЪ    г 

У--  ^  +  Т-  с  —  3*)% 

гдЪ  верхній  знакЪ  принадлежишь  кЪ  наименьшей ,  а  нижкій  кЪ  наи- 
большей величинЬ  функціи  у* 

ЗдЬсь  остается  еще  случай  ,  вЪ  которомЪ  а*  ~  ЪЬ  ;  но  явно- , 
что  вЪ  семЪ  случай  будетЪ  дифференціальнОе  отношеніе  втораго  по- 
РЯАка  4*2  —  0  >  а  следующее  за  онымЪ  ^  ~  6  ,  и  следовательно,  не 
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изчезаетЪ  ;  чего  ради  вЪ  семЪ  случаЬ  функція  у  ни  наибольшей  ни 
наименьшей  величины  не  приемлетЪ. 

V.  Пусть  требуется  опредЬлить  случаи ,  вЪ  которыхЪ  функ- 
ція  у  ~  х4  —  8х3  +  22х2  —  о.^х  4-12  будетЪ  иметь  наибольшую  или 
наименьшую  величину. 

ВзявЪ  дифференциалы  перваго  и  втораго  порядка  ,  имЬемЪ 

2І  =  4*3  —  э4*2  -+-  44*  —  24  и 
~  і2х2  —  48х  +  44 ; 

потомЪ,  положивЪ  ^  —  4*3  —  24*2  4~  44х  "~"  24  —  0  >  или  *3—  6х2-+-  их 

6  ~о  ,  получимЪ  для  х  три  дЬйствительныя  величины  : 

і)х  —  і  ,  2)  X  '■—  2  и  3)х  —  3, 
ару  

нзЪ  коихЪ  первая  даетЪ        —  Чг  8, 

,      й2І    , 

другая  ...         — —  4 

и  третья  .  .  .        —  Н-  о. 

И  такЪ,  полагая  х  ~  і,  величина  функціи  у  будетЪ  наимень- 
шая •>  полагая  же  х  ~  2,  величина  ея  будетЪ  наибольшая  ,  и  полагая 
х~3,  величина  ея  будетЪ  паки  наименьшая. 

VI.  Пусть  требуется  определить  случаи ,  вЪ  коихЪ  функція 
у  ~  х5 —  5х4-+-  5х3-+-  і  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую 
величину. 

Поелику  будетЪ  ^~5х4 —  2ох3  ~\-  і5х2  ~  о  ,    то  составится 

уравненіе  х4 — ^.хіч-Зх2~оі  котораго  корни  суть 

і)х  ~  о  ,  2)х  —  о  ,  3)х  ~  і  и  4)х  п  3  , 
изЪ  коихЪ  первый  и  вторый  ,  какЪ  равные  не  даютЪ  ни  наибольшей 

ни  наименьшей  величины  (ч.  1З9),  что  вЪ  прочемЪ  явствуетЪ  иизЪ 

й2у    А'іу 

того ,  что  опт  нихЪ  долается        —  о,  а       не  изчезаетЪ  ^  третш 

сі'2у 

же  корень  х~  і  ,  дЪлая       —  —  ю  ,    даетЪ   наибольшую  величину, 

АР-у  „ 
и  наконецЪ  четвертый  корень  х  ~  3  ,  дЬлая  ^—^  ~  ~\-  до  >  даетЪ  каи- 

меныиую  величину  функціи 


—  28?  — 

VII.  Естпьли  предложенная  функція  будетЪ  у  ~  іо.ѵ6 — і2х»ч-і5х4 
—  20 \3  т|-20,  то  найдется 


0ох>  -  бох4  -г  6..  — 

I  0І2У 


—  5х4  —  Ах3  г-Ъ  Зх2  —  2х  : 

6о  ах"-  ■ 

•тку  да  по  составленіи  уравненія  х5  —  х4  +■  х5 — хг  —  о,  которое  во 
множишеляхЪ  такЪ  представить  можно  :  х  (х  —  0(*2  4"  і)  ~  О  , 
явствуетЪ,  что  два  равные  корня,  содержащееся  вЪ  уравкеніи  х2  ~  о  , 
к  два  мнимые  ,  содержащіеся  вЪ  уравненіи  х2  -4-  і  ~  о  ,  не  даютЪ  не 
наибольшей  ни  наименьшей  величины,  и  что  одянЪ  токмо  осталь- 
ный  корень  х  ~  і  даегаЪ  для  у  величину  —  ^  іЗ  ,  которая  ,  поелику 

1  сі2у 

— -{-  2,  будетЪ  наименьшая. 

(і42-)  Для  узнанія,  когда  предложенная  функція  есть  наиболь* 
тая  или  наименьшая,  здЬсь  употреблено  быть  можегаЪ,  кромЬ  диф*- 

ференціальнаго  отношения  втораго  порядка  ,  другое  следующее 
средство  : 

ПоложимЪ,  какЪ  и  прежде,  что  функпДя  у  количества  х  имЬетЪ 
сей  общій  видЪ  : 

у  —  х11  4-  ахп—г  +  Ьхп~2  -4-  схп— 3  +  Эх*—4  -+-  и  проч., 

йу 

такЪ  что  уравненіе  т- — о,  посредствомЪ  котораго  определяются  на- 
ибольшія  и  наименъшія  величины  ,  сделается 

пх71-1  +  (я  —  і)ахп~2  -+-  (я  —  а)^хп-3  г  (й  3>хп— 4  +  и  проч  —  о  ; 
и  пусть  дЬйствите.іьные  корни  сего  уравненія,  по  порядку  величинЪ 
ихЪ  взятые,  будутЪ  вс,  у  и  проч.,  такЪ  что  ее  ^>  ^  ^>  у  ^>  и  проч. 
ИзЪ  предЪидущаго  явствуетЪ  ,  что  при  каждомЪ  изЪ  нихЪ  величина 
функціи  у  будетЪ  наибольшая  или  наименьшая  (ч.  1З9)  ;  изЪ  свой- 
ства же  сей  функціи  у  количества  х  видно,,  что  чрезЪ  увеличиваніе 
сего  количества  х  она  такЪ  увеличивается  ,  что  можетЪ  превзойти 
всякую  по  произволенію  данную  величину   (*) ,  и  следовательно  при 

/       а       Ъ        с        &  ѵ 
(*}    И5о,  давЪ  функціи  у  слЬдующій  видЪ:  у— х  л(і  -4-  -~Ь  ~й  -+-     -+-  ^  4-  и  проч.^, 

•сякой   сіе  удобно  усмотреть  можетЪ- 


I 
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какой  ниесгаь  величине  х  ~  ос  +  і ,  превозходящей  самый  большій  ко- 
рень х  ~  ос,  будетЪ  имЬть  величину  большую  нежели  при  величина 
сего  корня  х^цос  ;  изЪ  чего  слЬдуетЪ  ,  что  величина  сей  функціи  у 
чрезЪ  постановление  вместо  х  величинЪ  ,  взятыхЪ  отЪ  х~«+7  до 
х  ~  ос  у  будетЪ  непрестанно  убывать  ;  ибо  будетЪ  убывать  потому  , 
что  иначе  большая  величина  меньшею  сделаться  не  можетЪ;  будетЪ 
же  убывать  непрестанно  потому  ,  что  естьли  величина  сперва  воз- 
растая, станетЪ  потомЪ  убывать,  или  обратно,  то  величинЬ,  содер- 
жащейся между  х~ос-гі  и  х  ~  ос,  соответствовать  будетЪ  наиболь- 
шая или  наименьшая  величина  функціи  у\  что  противно  ноложенію, 
И  такЪ,  поелику  величина  функціи  у  при  х~<я  есть  шли  наибольшая 
или  наименьшая,  явсшвуетЪ,  что  при  х  ~ ос  будетЪ  величина  функ- 
ции у  наименьшая',  и  какЪ  для  сего  она,  полагая   х  ~  ы  —  і ,  должна 

паки  возрастать  даже  до  х  ~  С,  которая  величина  есть  вторый  ко- 
йу 

рень  уравненія  ^  ~  о  ,  производящій  наибольшую  ала  наименьшую 

величину  ,  то  слЬдуетЪ  изЪ  того  ,  что    при  х  ~гг  С  будетЪ  величина 

функціи  у  наибольшая  ;    потомЪ  ,  для  подобной  причины,  при  х  ~  у 

будетЪ  величина  функціи  у  паки  наименьшая,  и  такЪ  далЬе. 

йу 

ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  изЪ  корней  уравненія  ~  о  первый, 
третій  ,  пятый  и  проч.  даютЪ  наименьшую  величину  функціи  у  , 
а  вторый,  четвертый,  шестый  и  проч.  наибольшую  ея  величину. 
Оттуда  же  понять  можно  ,  что  вЪ  случаЪ  двухЪ  равныхЪ  корней  , 
наибольшая  и  наименьшая  величины  слипаются  вЪ  одну,  и  потому 
ни  та  ни  другая  мЬста  не  имЬетЪ,  , 

И  такЪ  естьли  вЪ  предложенной  функціи 

у~хп~^ахп-1~І-1>хп-~2^схп-3  -г  дх*'-А+-  и  проч. 
наибольшей  указатель  п  будетЪ  число  четное,  то  уравненіе 

%—пхп—^(п  -  л)ахп-*-і-{п-~9,)Ьхп-1+(п— 3)ата~4^-  и  проч.  =  о 
будетЪ  нечетной  степени ,  и  потому  имЬетЪ  или  одинЪ  действи- 
тельный корень  или  три  или  пять  или  вообще  нечетное  число:  естьли 
имЬетЪ  одинЪ  дЬйствишельный  корень,  то  оный  даетЪ  наименьшую 
величину  функціи  у,  естьли  же  имЬетЪ  три  действительные  корня, 
то  большій  изЪ  кихЪ  даетЪ  наименьшую  величину,  средиій  наиболЪ' 
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шую,  а  меньшій  паки  наибольшую;  и  естьли  тоже  уравйеніё  имЪетЪ 
пять  дЪйствительныхЪ  корней  ,  то  функція  у  получитЪ  три  наи- 
меныиія    величины    и  двЪ  наиболъшія ,  и  такЪ  даліэе.    Но  естьли 

йу  

показатель  я  будетЪ  число  нечетное,  то  уравненіе  ^  —  о  будетЪ 
четной  степени  ,  и  потому  или  ни  единаго  дЪйствительнаго  корня 
не  имоетЪ,  или  имЪетЪ  оныхЪ  два  или  четыре  или  шесть  или  вообще 
четное  число :  вЪ  первомЪ  случай  функція  у  ни  наибольшей  ни  наи- 
меньшей величины  не  иглЬетЪ;  вЪ  другомЪ  же  случаЬ  изЪ  двухЪ  кор- 
ней большій  даегпЪ  наименьшую  величину,  а  меньшій  наибольшую; 
изЪ  четырехЪ  же  корнейг  первый  ,  который  есть  болыній,  и  третій 
даютЪ  наименьшую  величину,  а  вторый  и  четвертый  наибольшую, 
и  такЪ  далЬе.  Вообще  Сколько  бы  ни  было  дЪйствительныхЪ  корней  9 
наиболъшія  и  наименьшія  величины  функцДи  у  слЬдуютЪ  всегда  по- 
перемЬнно ,  одна  послЬ  другой. 

(14З,)    ПоступимЪ   теперь  кЪ  соизмЬримымЪ  дробнымЪ  функ- 
ціямЪ  ,  коихЪ  общій  видЪ  есть  слЬдующій  ; 

 Р 

у  —  я-' 

гдо  Р  и  суть  какія  ниесть  соизмЬримыя  цѣлыя  функціи  количе- 
ства х. 

ИзЪ  предЪидущаго  явствуетЪ,  что  наиболъшія  или  иаименъ» 
шія  величины  сея  функціи  опредЬлятся  посредствомЪ  корней  урав- 

ненія       —  0  С1^)*  которое  вЪ  семЪ  случай  сдЪлается 

~~оч^~  —  °> 

и  потому  корни  уравнения 

ОАР—  РД&,  

дадутЪ  намЪ  сіи  наибольшія  или  наименьшая  величины  функціи  у. 

ПотомЪ   естьли  сыщется    выраженіе  для  дифференціальнаго 

й2у,  ' 
отношетя:  втораго  порядка  3^-5,  то  посредствомЪ  онаго  определит- 

ся ,  какому  изЪ  дихЪ  корней  какая  и  величина^  наибольшая  или  наи- 

31 


меньшая  ,  соотвЪіпствуетЪ  •  кЪ  поясненію  чего  слЪдующіе  примЪры 
прилагаются  : 

I.  Пусть  требуется  определить  случаи,  вЪ  коихЪ  функція  у~ 

X  л.  ' 

^-р^з   будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 

ВзявЪ  дифференціалы  перваго  и  втораго  порядка ,  имЬемЪ 

іу   і  —  х2       &*у   —  бх  -+-  2X3  ш 

ІХ    (і  Н-Х2)2    И  йх*    "(і  +*2)Г  > 

потомЪ,  положивЪ  ^  —  о  ,  получимЪ 

і  —  х*  ~  о  ,  и  оттуда  или  х  —  -ч-і  или  х  ~  —  і . 

ВЪ  первомЪ  случай  х  ~  -}-  і  даетЪ       —  —  |  >  и  потому  функ» 

ція  у  будетЪ  иміэть  наибольшую  величину  —  |  ^ 

вЪ  другомЪ  же  случаЬ  х  ~  —  і  даетЪ       ~  -4- 1  *  и  потому  функція 

^  будетЪ  имЪть  наименьшую  величину  — —  |,  то  есть  изЪ  отрица- 
тельныхЪ  ея  величинЪ  наибольшую. 

I  I  -)-  X2  і 

Или  ,  положивЪ  -      г  ,  такЪ  чтобы  было  х,  — -—  —  хЧ —  , 

У  XX 

будемЪ  имЪть 

Лх         1  И   йх1*   хЗ  У 

ЮотомЪ,  положивЪ      Но  ,  получимЪ 

—  і=о,  и  оттуда  или  х  —  -Н  і  или  х  —  —  і  ,  какЪ  и  прежде. 

й2а 

ВЪ  первомЪ  случаЬ  х~ -4-  і  даетЪ  4- «2,  и  потому  г  бу- 

детЪ имЪть  наименьшую  ,  а  наибольшую  величину  -}  вЪ  дру- 

гомЪ  же  случай  х  —  — і  даетЪ  ^  — —  2,  и  потому  *  будетЪ  имЪть 

"Наибольшую  ,  а  унг~  наименьшую  величину. 

IV.    Пусть  требуется  определить  случаи ,    вЪ  коихЪ  функці* 

'  <Ка' —  3Х  Н-  2 

У  —  яз  +  зх  +  2  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 
ВзявЪ  дифференціалы  перваго  и  втораго  порядка,  имЬемЪ 

4>    бх2  —  12  й2у    —12x3+72X4-72. 

4х       («2-Нз»  +  »)3   И   Ах2          (х2  +  з*  +  2)1  > 


I 
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*игпся 

или  х  —  -4- У  2  или  х  — — у 2. 


оотомЪ,  положивЪ  т-  —  о  ,  получится 


—  сі2^  48"ѵ/2  +  7а 

ВЪ  первомЪ  случаЪ   х     -ьѴа  даетЪ   -7-5 —  — - — ~г  >  то  есть 

ах  (4+зУ2)3 

отношеніе    сіе  будетЪ  положительное  ,    и  потому  функція   у  полу- 

читЪ  наименьшую  величину  —  - — 3~у=-— — >7  -{-12Т/а(— — У289-+-У288)  , 

4  + 3^2 

то  есть  ,  собственно  говоря,  наибольшую  изЪ  величинЪ  отрицатель- 
ныхЪ. 

—  й2)*  ' — 48"/2  -)-  72 

Во  другомЪ  же  случае  х — — у 2  даетЪ    -г^ —  — —  ' 

«4(3  —  ^}/__  мС^-ѵ^  \  .      ,     -  (4~  1 

 ( — -7=  7=г -1  ,  то  есть  отношеніе  сіе  будетЪ  отрица- 

(4__ 3/033 ѵ     (Уіб—Ѵіъуг    ,  V 

тельное,  и  потому  функція  у  получитЪ  наибольшую  величину  щ 
 —  . —  17 — 12У2,  то  есть,  собственно  говоря,  наименьшую 

4  —  зУ2  - 

изЪ  величинЪ  отрицательных!). 

Заключеніе  сіе  можетЪ  показаться  страннымЪ ,  потому  что 
изЪ  тохЪ  же  отрицательныхЪ  величинЪ  наибольшею  вышла  величи- 
на —  17-І-12У2,  которая  меньше  наименьшей  величины  — іу — 13У2; 
но  сіе  оттуда  понять  можно ,  что  величины  сіи  соответствуютЪ 
различнымЪ  величинамЪ  количества  х,  а  именно  одна  х— -|-У2,  а 
другая  х~  —  У2  ,  такЪ  что  одна  изЪ  нихЪ  есть  нииболъшая  изЪ 
величинЪ  отрицательныхЪ  функціи  у ,  содержащихся  между  предела- 
ми отЪ  х  —  -+- 1  до  х  : ч-  2  ,  а  другая  наименьшая  изЪ  отрицатель- 
ныхЪ же  величинЪ  функціи  у  ,  содержащихся  между  пределами  отЪ 
х~ — і  до  х~ — 2;  вЪ  чемЪ  удобно  удостовериться  можно,  полагая 
вЪ  случай  первой 

*ЬН-  і(<<+У2)и  х=+2(>>-+-У2),  хз:-+-і,  і(<<4-У2)  их— -ы,  9(>.-+-у2), 
х=  +  |(<Ч-У2)  и  х=-н|0+У2)  ,  х  —  +  1  ,4(<;-+-уа)  их  — 

+  1,4-2(>>-ЬУ2)  И  прОЧ., 

а  вЪ  случае  другой 

х~— і«—  у2)  и  х— — 2О-У2),  х=:— і,  і(<<— У2)  их=:-і,9(>— Уа), 
х=— !«— Уз)  и  х=— *  а)  ,  х  ~  —  1  ,         —  уа)    и  х- 

^-і,42(і>— уа)  и  проч. 

з:  * 


III.  Есгаьли  предложенная  функція  будетЪ  у  —  %і2~»  шо  най- 
дется 

  гх2 —  4»  <і2у  —4x3  ч-  іах2  -4-  4 

гіх         (х2  +  х—  і)2  И    сіх2   (х2  +  х  — "і)3  5 

я  положивЪ  ^~о,    получится  или  х~о  или    х~2;    вЪ  первОмЪ 

й2у  

случав  х  —  о  даетЪ  —  —  4,  и  потому  у  будетЪ  имЬть  наиболь- 
шую величину  —  —  і,  то  есть  ,  собственно  говоря,  наименьшую 
изЪ  величинЪ  отрицательныхЪ  ;    вЪ  другомЪ  же  случай  х  —  а  даетЪ 

и  потомУ  У  будетЪ  имЬть  наименьшую  величину  изЪ  ве- 
личинЪ положительныхЪ. 

IV.  Пусть  требуется  определить  случаи,  вЪ  которыхЪ  функція 

хЗ  —  х  . 

У  —  я4_ж2_і  !  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 
ВзявЪ  дифференціалы  перваго  и  втораго  порядка,  имЬемЪ 

йу  —  хб  4-  2x4  4-  эх2  —  і         й2у  2x9  —  6x7  —  1 8x5  -4-  2охЗ 

И 


йх~      (х4  — х2Ч-і)2        •     (іх2~^~         (х4  — х2+і)3  > 

*У  —  е.         л  -  Л 

и  положиеЪ  о  ?  получимЪ  уравненіе  х°  —  2х4 —  9х24~  і  ~  о  ,  ко- 
торое разделенное  нах2+і,  даетЪ  х4 — Зх2-|-і~о;  сіе  же  разрешается 
на  х2  —  х  +  і~о  и  х2  -}-  х —  і  ~  о  ,  и  потому  будемЪ  имЬть  три 
уравненія 

х2  -\~  і  =о,  х2—  х  +  і~о  и  х2  4-х  —  1  —  о? 
нзЪ   коихЪ   первое  имЬетЪ  корни   мнимые ,    и  потому  не  даетЪ  ни 
наибольшей    ни  наименьшей    величины  ;  послЬдніе  же  два  имЬютЪ 
корни  действительные 

і)хп —  ,  2)х=г — - — ,  3)хг  1  и  4)х  =  •  , 

Ф  какЪ  всЪ  они  вЪ  уравненіи  х4 — Зха  -\-  і  —  о '  содержатся  ,  то  поло- 
живЪ х4  ~  Зх2 — і,  будемЪ  имЬть  для  всЬхЪ  ихЪ 

А2У    2Х((*4  —  3Х2  г—  9)х4  +  ЮХ2)   2Х( —  Ір(зХ2  —  і)  -4-  1ЭХ2)          2Х(ю  —  20Х2)   

<йх2   (х4  -х2+ 1)3    (Зх2—  і  —  л2-*-  03      "~         «х*  ~ 

5(і  < —  2Х2)  5(1  —  2Х2)    хЗ         X  X2  —  1 

2X5  2Х(ЗХ2' — і)  И  ^  2Х2  2Х  ' 

/ля  первыхЪ  двухЪ  изЪ  сихЪ  корней  уравненіе  х*~х4~і  даетЪ 

Д2?   5(2Х2  —  т)   5(2x4-1)    і     >-(2х-Ь0    5(зх  -4-  і)   х 

Ах2  2х(^х2—  і)  2х(зх-4-2)  а(зх2-+-2я)  Кіх  +  3)  И  гТ^.Л  * 


такЪ  что  первый  корень  даетЪ  ^  —  '    И  ПОШОМУ    У  —  2 

будетЪ  величина  наибольшая  >  а  другой  корень  даетЬ  ^  — — 

■ —  —  — ~ — —  ,  и  потому  у~ъ  будетЪ  такЪ  же  величина  наиболъ- 

5Ѵ5  —  и 

шая  ;  напослЬдокЪ  остальные  корни  даютЪ  у  ~ — |>  которая  вели- 
чина будетЪ  наименьшая)  то  есть  ,  собственно  говоря  ,  изЪ  вели- 
чинЪ  отрицагпельныхЪ  будетЪ  наибольшая. 

V.  Естьли  предложенная  функція  будетЪ  у  ~  х4  _  х2  х  »  то  най- 
дется 


йу         —  У6  —  4x5"  -4-4я2  -4-  і         й2у  2*9  -4-  і8»7  —  24x5"—  ібхЗ 


І2Х 


Ах   (ж2  — х2-,  і)*         И    Ах-  ^  (х4  — л2  -Ьі)3  '  5 

я  положивЪ  -ѵ^  —  о ,  получится  уравненіе  х  +4*4 — 4х'2 — 1  —  °>  ко~ 
торое  разрешается  на  два 

х2  —  і  — о  и  х4  4-  5х2      і  =  о  , 
изЪ  коихЪ  корни  перваго  суть  х  ~  ч-  і  и  х  ш  —  і>  а  другого  ,  кото- 
рое по  разрЬшеніи  даетЪ  х2  ~  — »  суть  мнимые. 

И  такЪ  употребимЪ  токмо  найденные  действительные  корни  г 

А2у 

изЪ  коихЪ  первый    х~-|-і    даетЪ  —  о,    и  потому  величина 

А2у 

у~2  будетЪ  наибольшая,  а  другой  х~  —  і  даетЪ  ^^~+8,  и 
потому  величина  у~ — о,  будетЪ  наименьшая,  то  есть,  собствен- 
но говоря ,  изЪ  величинЪ  отрицательныхЪ  будетЪ  наибольшая. 

(і44")  Для  узнанія,  когда  предложенная  дробная  функция  будетЪ 
наибольшая  или  наименьшая  величина,  можетЪ  быть  выведено  дру- 
гое правило  ,  которое  ведетЪ  скоріэе  кЪ  желаемой  ыЪли. 

Р  * 
Пусть  у  —  ^  предложенная  дробная  функція  ;  будетЪ 

<Ь  Я.АР-РА&        А*у  А(0йР-Ы<&        ^(Ц^У-ЫСр  . 

Ах   0? Ах        И   Ах2 — '       $?с1х2  $Шж2  д 

и  какЪ  для  наибольшей    или  наименьшей    величины  должно  быщь 

Ау  ' 

■^-  —  о ,  и  следовательно    шакЪ  же  О^Р  —  РЛО.~  о  ,    иш  послЬдній 


—  2р4  — 

членЪ  вЪ  дифференціалЪ  вгпораго  порядка  изчезнетЪ,  и  потому  будетЪ 

А*у  <*(&*Р  —  ШО^)   &і2Р  -  Рі20,  . 

Ах2   ^Чх2    $Чх2  > 

поелику  же  вЪ  знаменателЬ  множитель  0_2  есть  всегда  количество 
положительное,  то  для  заклгоченія  о  семЪ  отношеніи ,  положитель- 
ное ли  оно  есть  или  отрицательное,  довольно  взять  токмо  одного 

числителя  раздЬленнаго  на  Ах  ,  то  есть       ^а          или  - —  д  г  ♦ 

Ау 

Или  еще  нашедши  выраженіе  отношенія  ѵ- ,  которое  будетЪ 
вида  воэми  токмо^,  и  буде  сіе  количество  выдетЪ  положитель- 
ное, то  имЪетЪ  мЬсто  наименьшая  величина  ,  а  буде  отрицатель- 
ное, то    наибольшая.  , 

Естьли  же  знаменатель  предложенной  дробной  функціи  будетЪ 

р 

какая  ниесть  степень,  такЪ  что  у~дп}  то  будетЪ 
Ау  0АѴ  —  пѴА§_  "    ОАР — пРсі^ 

;  $п+чі~>  и  полагая  — -щ —  — 

произойдетЪ 

Ау          К        А2у  ОЛК-^-(п-)-  фЛО,  і 

Ах  ^-И  м  Ах~~2   фь+Чх      ~  5 

и  какЪ   для  наибольшей    или  наименьшей  величины  должно  быть 

фу  

^х  —  о,  и  слЬдовательно  такЪ  же  К  ~  о  ,  то  будетЪ 

А2у  

АІ2 — 'ОУ^-Чх'  ■ 

ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  естьли  п  число  нечетное ,  то  О.71""*"1 
будетЪ  количество  всегда  положительное,  и  потому  для  заключенія, 
что  наибольшая  или  наименьшая  величина  мЬсто  имЬетЪ ,  доволь* 

но  взять  токмо  ^  ;  естьли  же  число  я  четное  ,  то  для  сего  надле- 

ОАК 

житЪ  взять  формулу 

НапослЬдокЪ    естьли   какЪ  знаменатель ,    такЪ    и  числитель 

рТО 

дробной  функціи  будутЪ  какія  ниесть  степени  ,  такЪ  что  у~^\ 
то  будетЪ 

Ау        (тОАР  —  п?АО)Ѵт — 1                         тОйР  —  пѴА<5 
4*=-"  $п+Ч*  »  И  П0ЛагаЯ  — Ш   — 
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произойдетЪ 

сіу  Р«— Т&        й2у  Рто— 2К[(га -  іХУР-(л.  -+-  і)Рі^,]         Р™— ЧК.  . 

и  какЪ  для  наибольшей  или  наименьшей  величины  должно  быть 
іу 

~  о  ,  к  следовательно  такЪ  же  К  ~  о  ,  то  будетЬ 

а2у  р™— 

которое  выраженіе ,  для  заключенія  ,  что  наибольшая  или  наимень- 
шая величина  место  имЬетЪ  ,  сверхЪ  того  разделено  еще  быть  мо- 

жетЪ   на  какой  ниесть  квадратЪ  

Пусть,  напримЪрЪ,  уг^1+я^  ;  будетЪ  Р~ і+х,  0.=  іЧ~х% 
т  —  3  и  й  ~  2,  и  потому  произойдетЪ 

К —  — о     4х  — х?  іл — — (і+х»)3^-4*-«  ;  » 

  і2?           Р"і— ЧК   (і+*)2 

2Х  — 4    И  ^2_^І^_--(-7Т^з(2Х+4)> 

г дЪ, поелику  количества  (і-\-х)2  и  (і-+-х2)3  всегда  им"ЬютЪ  положитель- 
ную величину,  остается  для  заключенія  ,    что  наибольшая  или  на~ 
именьшая  величина  мЬсто  имЬетЪ  ,  токмо  формула  — х  —  2,  кото 
рая  есіпьли    будетЪ  количество  положительное ,   то  имЬетЪ  мЬсто 
наименьшая  величина,  а  естьли  отрицательная,  то  наибольшая. 

И  такЪ  изЪ  уравненія  К~3 — 4х —  х2~о,  получивЪ  или  х~ 
—  2-г*Ѵ7  или  х  — -  —  2 — Ѵ7  »  находимЪ  вЪ  первомЪ  случаЬ  — х —  2~ 
— ."у/у,  и  потому  предложенная  дробная  функція  будетЪ  имЬть  наи- 
большую величину,  а  вЪ  другомЪ  — х  —  2  ~ 1/7  ,  и  потому  онаж 
дробная  функція  будетЪ  имЬть  наименьшую  величину, 

И  именно,  полагая  х~ — 2-\~Уу,  найдемЪ  і-}-х~ —  і  ч-Уу  и 
і-|-х2~і2 — 4У7>  и  оттуда  наибольшую  величину  сей  функдДи 

у—^^  (-1-+-У7)  —  Гв  —  -Тб—  > 

полагая  же  х~—  2 — У7 ,  получимЪ  наименьшую  величину  той  же 
функціи 

  '7  —  7Ѵ? 

*  —  іб—* 

или  собственно  говоря  ,  изЪ  величинЪ  опгрицательныхЪ  наибольшую. 
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Пусть  еще  У^^г^^уі »  будетЪ  Р~й  +  ^х  и  0_~^ч-Эх,  н  пота» 

му  произойдешь 

К  —  —  — - —        (да — п)Ьдх\-тЬс — паду 

ІУ          рт~'К_(а  +  Ц^ 

—  0р-~  —  (с  4=  Эх)п-+'~  (С»— 1-г«^— я  дЭ), 

И  такЪ  изЪ  уравненія  К~(да —  }і)Удх  -+-тЬс —  ядЭ~о,  получивЪ 

пад  ■ — тЪс  \ 
х  —  > т  __       ,  находимо,  для  заключения,  что  наибольшая  или  »аи- 

менъшал  величина  мЪсто  имЪетЪ,  формулу 

Р™—  ЧК  тт— і^пн-і       —  Ъс  ѵі—п—2  ик 

$?+Чх  ипЧ-Гэ^^І  т  —  п.  У       *       5х  * 

.  сіК   

гдЪ,  какЪ  уже  видЪли,       —  (да  —  я)/-^. 

Естьли  у  ~  то  будетЪ  д  ~  3  ,  Ь  —  і  ,  <г~2,  3  ~  і  у 

гя — 3  и  и~2  ,  и  потому  произойдетЪ 

К=  * }  ^  —  і.,  дп-м&д — з  и  х~°>  шакЪ  что  ФУНКЧ1Я 
будетЪ  имоть  величину  наименьшую ,   когда  положится  х  ~  о. 

Естьли  же  у  ~  «у  ^.^уг^  то  будегпЪ  й~  - 1 ,  /спі»  г   ;і  иЭ~іл 

я  потому  произойдетЪ 

ЙВ.   Р^— ЧК   тт— і  /П  _  т .  п— т+2 

К— (да— я)х-ь»Ч-я,  22  —  да  — я,   ^н-і^ — •    С»—  «> 

и  х~ „ — 

7і  —  т 

И  такЪ,  естьли  числа  да  и  я  будутЪ  положительныя,  то  для 
заключения,  что  наибольшая  или  наименьшая  величина  мЬсто  имЬетЪ, 
остается  токмо  формула  (я — да)71- т^~2(т — я)  или  еще  (я — да)Т1~т(да — я), 

п  -+-  т 

которая  вЪ  случав  я^>да  показываешь,  что  величина  х  гг  ^  —  всегда 

(я  і 

даетЪ  наибольшую  величину  функціи  у  ~  ^  _|_  г^п;  вЪ  случаЬ  же  я<?да, 
когда  число  да  -  я  есть  четное,  то  величина  количества  х  даетЪ  наи- 
меньшую величину  сей  функции  у,  а  когда  число  сіе  да  —  я  нечетное, 
то  наибольшую. 


і 
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(і45.)  ПослЬ  дробныхЪ  функцій  естественно  представляются 
тЬ  ,  которыя  содержатЪ  вЪ  себЬ  количества  несоизмЬримыя.  СихЪ 
функцій  наиболыиія  или  наименьших  я  величины  тІЗмЪ  же  способомЪ, 
какЪ  и  соизмЪримыхЪ  ,  опредЬлены  быть  могутЪ  ;  кЪ  поясненію  чего 
слЪдующіе  примЬры  прилагаются. 

I.  Пусть  требуется  определить-  случаи  ,  вЪ  которыхЪ  функція 
у  —  У<г2  т-  +  тх1  —  их  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наимень- 
шую величину. 

ВзявЪ  дифференціалы  сей  функціи  перваго  и  втораго  порядка , 
выфемЪ 

Ау     _         Ь-\-тх  А2у   та2  —  Ъ2 

и 


Ах       уа2  +  2І)Х  -+  тх2  Ах2  3> 

(<і2-+-2ох  +  тх2 ) 

Ау  

потомЪ  >  положивЪ      — о,  получимЪ 

Ьг  4~  ътЪх  +  #*2*2  —  и2л2  И-  ъп^Ъх  Ч-  ;яи2х2,  или 

а        г(я2 —  т)Ь   п2а'1  —  Ъ2 

X    о "  X   п —         5  »  ИЛИ 

т2  —  там2  т2  —  тг 


(я2  —  т)Ъ  -)-  Ѵт%Н  т  —  п  2)а2  —  п2(  та  —  п2)Ъ2 

х  —  1 — ■  г  5ѵ  1  ,  или  еще 

т[т  —  п2)  * 
  Ъ     |     п   /та2 — Ъ2 

х  та  — ■  т.     та —  л.2  * 

Ау 

откуда,    поелику  -^Шо,  найдется 


т/~2  1  і  ?  Ь-Ьтх  /та2  —  Ь2 


т 


,2  5 


и  потому  будетЪ 


й2у   та2 —  Ъ2    (та — п2)Ѵт 


Ах 


2 


|   /та2  —  Ь2л§  Ута2  —  Ь2 

■  \  т  —  п2  ) 


И  такЪ  естьли  ~^г_^рді    не  будетЪ  количество  положитель- 
/  та  п* 

ное,  то  у  ~2~_^^.  будетЪ  количество  мнимое  ,  и  потому  не  будетЪ 
ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины.  Естьли  же  сіе  выраженіе 
будетЪ  количество  положительное,  то  вЪ  случай  верхняго  знака  бу- 
детЪ имЬть  мЪсто  наименьшая  величина,  когда  т  ^>  я2 ,  и  наиболъ- 
шая,  когда  т  <^  и2  ;  вЪ  случай  же  нижняго  знака  противное  тому 
послЬдуетЪ. 
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Пусть  и  ~  і  и  Ь  ~  о  ;  функція  у  ~  У  а2      2х2  —  х  бу- 

детЪ имЬть  -наименьшую  величину,  когда  положится  х  ~  +  |")/2л2~ 

—  ,  и  наибольшую  у  когда  сделается  х  —  —  изЪ   коихЪ  первая 

а    а  а   за 

будетЪ  —  й]/й  —  ~-  ~=  э   ^  другая  —  дуй  -4г-  — :  -=. 

\  у-      У-         ,  У2  у- 

II.    Пусть   требуется   определить   случаи ,    вЪ  коихЪ  функція 


у-уі  -|-  я**4  ~Ь  У'і  —  «л4  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наиліень- 

шую  величину. 

'                 йу  _        тохЗ                 пхЗ-  Й-у 
Поелику      —  з  з>  то  изЪ  уравненія   ©про 

гіЛ  (і-пх4)*  'Г  Йі 

нзойдетЪ 

3  3 

7ЯХ3(і           ЯЛ"4)*  ~  ИХ3(і  +  7ЯЛ4)*  ,  ИЛИ 

*я4(  і  — ;;л'4)3  ~  «4(і  +  тях'4)3,  или  егце 

т3[і  —  их4)  ~п3(і  -+-  тях4)  ; 
откуда  получится 


т3  , — ,  п  т — Ѵт2п-,гѴтпй  —  » 

X4  —  ~  

3  -     з-  тг1 
щп{Ѵт-\-  Ѵп) 


9 


которая  величина  естьли  не  будетЪ  положительная  ,  то  количество 
х  будетЪ  мнимое  ,  и  потому  ни  наибольшая  ни  наименьшая  вели- 
чина мЬста  имЬть  не  будетЪ. 

Пусть  т  ~  8м  ,  предЬидущее  уравненіе  сдЬлается 
і6(і  —  «х4)  —  1  ч-  8//х4  ; 
я  естьли  положится  8«х4  ~  2  >  то  преобразится  вЪ 

2      і      іб  — 

которое  даетЪ 


каковая  величина  дЪлаетЪ  предложенную  функціго  наибольшею  или 
наименьшею;  но  чтобы  знать  ,  которая  изЪ  сихЪ  мЬсто  имйетЪ, 
то  взявЪ  вторый  дифференціалЪ  ,  находимЬ 

<№у    3ТЛХ2  зпх2 
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аю  причинЬ  же,  что  т  ш  8«  ,  получимЪ  ,  полагая  х^  ~ 


■  Ъп 

і2у  /24п  3     \  2   Збэпх2 

в*         6*        (з-.з)*  6* 


то  есть  количество  отрицательное,  и  потому  функція  у^гуі~\-8пх* 
-{-^/х  —  их4,  полагая  х  ~        >  будетЪ  имЪть  геличину  наибольшую, 


4,-г 


4-      4/,  З^б 
которая  ~уоч-'/|  ~  "Г-* 

Естьли  вмЬсто  ?;х4  поставится  к  ,  то  явствуетЪ  ,  что  выра- 


зкеніе  ух  +  8и  -(-  у  і  —      полагая  и~  ^ ,  будетЪ  кігЬть  наибольшую 

  3>76 

величину  . 

(і4-6.)'ВЪ  заключеніе  сего  замЪгпимЪ,  что  вЪ  нЪкоторыхЪ  слу- 
-чаяхЪ  сыскивзніе  наибольшихЪ  и  наименъшихЪ  величинЪ  несоизмЬ- 
римыхЪ  функцій  приведено  быть  можетЪ  кЪ  сысканію  сихЪ  величинЪ 
вЪ  функціяхЪ   соизмЬримыхЪ.    ТакЪ,  напримЬрЪ,  полагая  у  функціею 

3  _ 

количе  лпва  х  ,  формула  у  у  будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наимень- 
шую величину  вЪ  тЪхЪ  самыхЪ  случаяхЪ ,  вЪ  коихЪ  у  таковую  ве- 
личину имЪетЪ  ;  равнымЪ  образомЪ  и  формула  у" у  вЪ  тЬхЪ  же  слу- 
чаяхЪ будетЪ  иміть  наибольшую  или  наименьшую  в-еличину ;  но 
оная  ,  какЪ  двоякую  величину  имЬющая,  подЪ  двумя  видами  разсмат> 
риЕаема  быть  долженствуетЪ  ,  а  именно  какЪ  -\-у"у  и  какЪ  — у" у  : 
«стьли  возмется  -Ь-уѴ,  шо  формула  сія  будетЪ  имЪть  наибольшую 
или  наименьшую  величину  вЪ  тЪхЪ  случаяхЪ  ,  вЪ  коихЪ  у  таковую 
величину  имЪетЪ  ,  и  притомЪ  когда  у  есть  количество  положитель- 
ное ,  ибо  иначе  У  у  будетЪ  количество  мнимое  ;  но  естьли  Еозмется 
—  і/у  ,  то  формула  сія  будетЪ  имЬть  наименьшую  или  наибольшую 
величину  вЪ  пісхЪ  случаяхЪ  ,  вЪ  коихЪ  +У У  имЬетЪ  наибольшую 
или  наименьшую  величину  (і4о)- 

п   т 

Вообще  какой  ниесть  корень  Уут  или  степень  у  ~гГ  вЪ  тЪхЪ  же 

самыхЪ  случаяхЪ  будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наименьшую  ве- 
личину ,  когда    п  будетЪ   число  нечетное ;   когда  же  п  будетЪ  число 

38  * 


—  зоо  — 
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четное,  то  корень  і/ут  или  степень у~ъ  будетЪ  имііть  наибольшую 
или  наименьшую  величину  вЪ  тЪхЪ  изЪ  оныхЪ  случаевЪ,  вЪ  коихЪ 
у  будетЪ  количество  положительное ,  и  вЪ  каждомЪ  изЪ  нихЪ  отЪ 
принятія  означенного  степенью  деоякой  величины,  она  будетЪ  имЬіиь 
наибольшую  и  наименьшую  или  наименьшую  и  наибольшую  ве- 
личины. 

Пусть  ут  —  ъ  ,   будетЪ,  для    наибольшей  или  наименьшей 
величины  сеи  функцш,  ^~  и  ту      ^~о,  котораго  уравненія  корни 

771 

показываютЪ  вЪ  то  же  время  и  случаи  ,  вЪ  коихЪ  степень  уп  бу- 
дегпЪ имЬть  наибольшую    или  наименьшую   величину  ,   и  которое 

разделяется  на  два  другія  уравненія  ѵт~Т — о  и  ,^  —  о,  изЪ  коихЪ  пер- 
вое обращается  вЪ  у  ~  о,  и  тогда  токмо  даешЪ  наибольшую  иди  на- 
именьшую  величину,  когда  да  —  і  будетЪ  число  нечетное  или  т  чет- 
вое  (ч.  іЗ-^).  И  такЪ,  полагая  /и  числомЪ  чеігшымЪ  и  п  нечетнымЪ , 
и  означая  числа  четныя  чрезЪ  2г  и  нечетныя  чрезЪ  2*    і  ,  находимЪ, 

что  функція  уь&Р*  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  ве- 
личину ,   когда  вмЪсто  х  поставятся  величины  ,    какЪ  изЪ  уравненія 

у  ~  о  у  такЪ  и  изЪ  уравненія      ~  о  извлеченныя.    Естьли  же  т  бу- 

детЪ  число  нечетное,  то  функція  уз5~Ц-~Т~  или  у  будетЪ  имЬті 

токмо  тогда  наибольшую  или  наименьшую  величину,  когда  вмЬсгпо 
х  поставятся  величины,   изЪ  уравненія       ~  о  найденныя  ;  прнпюмЪ 

2Г  I 

вЪ  случаЬ  функціи  у~~  а       надлежитЪ  ,   чтобы  отЪ  сихЪ  ,  изЪ  урав- 

іу 

яенія  ^х  —  о  найденныхЪ  величинЪ  ,  количество  у  принимало  величи- 
ны положительныя. 

Когда  предложенная  формула  будетЪ  у'ы+-і    ,  гдЬ  у  и  х,  суть 
какія  ниесть  функціи  количества  х,  то  иоложивЪ  онуіо  ~  получимЪ 

и  потому  предложенная  формула  будетЪ  имЪть  наибольшую  или 
наименьшую    величину    вЪ  тЬхЪ  же  случаяхЪ  ,  вЪ  коихЪ  таковую 


величину  имЪегпЪ  формула  у~г%,2*'~^1. 

Пусшь,  напримЬрЪ,  дана  формула  х  ;  оная  ,  какЪ  ~  у  х%  бу- 
дешЪ  имЪть  наименьшую  величину,  когда  х2  будетЪ  имЬть  тако- 
вую же  величину;  и  какЪ  полагая  х~о,  функція  х2  действительно 
имЬетЪ  наименьшую  величину  то,  то  явствуетЪ,  что  вЪ  семЪ  слу- 

2 

5г  .-     „  у    \  і  г  -  '-.Л  ',-        .  ^  1  ѵ,  ,ѵ , 

чаЪ  и  л,  будетЪ  имЬшь  наименьшую  же  величину.  При  чемЪ  то  до- 
стойно примЬчанія  ,  что  кЪ  таковому  заключенію  общее  правило  со- 
всЬмЪ  не  ведетЪ  ,  потому  что  вЪ  ряду 

і    Ау         й2у  і2    і   ііу  іі 
у~т~~г.і  -Ь  т-д  —  ~ К,-;  Ь  и  проч. 

вей  члены,  кромЬ  перваго,  отЪ  положенія  х  ~  о  обращаются  вЪ  и 
следовательно  рядЪ  сей  ни  кЪ  опредоленію,  ниже  кЪ  заключенію  о  на- 
именьшей веіичинЬ  функціи  у~х*  совсЬмЪ  не  служитЪ. 

Пусть  еще  требуется  определить  случаи ,  вЪ  коихЪ  формула 


У(х  —  Зх  7)2  будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наименьшую  вели- 
чину ;  вмЪсто  ее  мы  можемЪ  взять  формулу  (х2 —  Зх-г-7)2  и  посту- 
пить сЪ  оною  обыкновеннымЪ  образомЪ. 

И  такЪ,  положивЪ  у  —  (х2  —  Зх  ~ь  7)2  ,  имЪемЪ 
^  —  2(х2  —  Зх  +  7)(2Х— 3)  и  0  =  4(х2—  Зх  +  7)  +  2  (2Х  —  З)2 . 
поіпомЪ  изЪ  уравненія           о    получимЪ    или    х* — Зх      7  ~  о  или 
ах  —  о  ~  о  ,  то  есть  или  х  —  —  или  х  —  -. 

2  —  2 

ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  токмо  вЪ  случай  х~\  имЬетЪ  мЬ- 
сто  наибольшая  или  наименьшая  величина  ;  поелику  же  поставляя 

вг>  выражеше  ^  вмЪсто  хц|,  находимЪ  ^  —  -Ь  і  д  ,  то  изЪ  того 

слЪдуетЪ,  что  вЪ  семЪ  случай  формула  (х2  —  Зх  -\-  у)2  и  слЬдсватель- 

з  — ■ 

но  такЪ  же  уу(х2  —  Зх  -г  у)2  будетЪ  имЬть  величину  наименьшую. 

Но  заметить  надлежитЪ ,   что  здесь  кЪ  тому  же   самому  за- 
ключению достигни мЪ  и  посредствомЪ  общаго  правила» 
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Пусть  дана  еще  формула  У(2х2 — 7*+  б;2;    будетЪ,  полагая 

у  ~  (эх2  —  ух  4-  б)2 , 

Е  =  2(2^  -  7х+  6)(4*  _  7)  и  %      8(2х2  -  7х  +  б)  +2(4х  -  7)% 

и  изЪ  уравнения  — -О  произойдете 

или   ах2  —  ух  Н~  б  ~  о  или  4-х  —  7  ~  о, 

 3  7  * 

то  есть  или  х  ~  2  или  х  |  или  х  ~  -. 

ь  дЯу   | 

ПотомЪ  вЪ  случаЬ      #~§  получится      2  ~Т~2>  ч 

вЪ  случай  же  х  ~  ~  выдетЪ       у-^  —   і 

и  вЪ4  случае   х  ~  2  будетЪ       -г-^  -4-  2 


иочему  формула  (2Х2 — 7Х+6)  2  и  следовательно  такЪ  же  у^2х2—7х---і-6)а 

будетЪ  иметь  при  х~^  наименьшую,  при  *— д-  наибольшую  и 
при  х~2  паки  наименьшую  величину. 

ПосредствомЪ  же   общаго   правила  мы  найдемЪ ,   что  функция 

у  <2х2  —  ух  -+-  б)"   имеетЪ  токмо  при  х  ~  |  наибольшую  величину. 

(147.)  ПредложимЪ   наконецЪ   о  наиболъшихЪ  и  наименьшихЪ 
величинахЪ  функцій  трансценденгпныхЪ. 

I.    Пусть   требуется  найти   число ,   котораго  бы  отношеніе  кЪ 
его  логариѳму  было  наименьшее. 

Пусть  число  сіе  ~  х ;  частное  ,—7—     должно    имЪть  величину 

.  І0&  X 

наименьшую  ,  и  следовательно  обратно  должно  получить  вЪ  то 
же  время  величину  наибольшую. 

ІО&.Х 

Пусть   положится  у  ~ — -—  ,  будетЪ 

&у          _і_       І0§^_    і_        2(1  —  Ь^.я) 

сіх        х2         х2  Ах2  хЗ  згЗ  } 

Ау  ;  >»  , 

почему,  полагая  —  о,  получится  /о^.х' — і ;  и  какЪ  здЪсь  разумеют- 
ся логариѳмы  натуральные ,  коихЪ  основаніе  е  имеетЪ  своимЪ  лога- 
риѳмсмЪ  і,  такЪ  что  ітіо^.:,  то  произойдетЪ  Іо^.х  ~1с^;.е,  и  сло- 

г  „  А'У    1  Ф   ІО&.Х)    I 

^овательно  будетЪ  х~  е  ,  и        —  —  -3  —  —  —  —3  ,  то 
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есть  количество  отрицательное.  И  такЪ  ,  поелику  всЬ  логариѳмьг 
кЪ  натуральнымЪ  сушь  вЪ  данномЪ   отношеніи  ,   кОііюрое  ~  модулк> 

,  будетЪ  во  всЬхЪ  системахЪ  логариѳмовЪ  величина  наимень- 

шая  или  — —  величина  наибольшая. 

Откуда    гвствуетЪ  ,    для  чего  вЪ  вопросЬ  ,  содержащемся  ъЪ 

ѵравненіи  -^— — —  —  (ч.  і35),  должно  быть  непременно   п~р  ^>  е ;  ибо^ 

Токе  -    Ьзо-х/         1  \      г  1    /  \  г-         п   1  1 

ніакЪ  какЪ  •-—  >         (  ~)  кЬо&.е—-^  (*.  122),  то  будетЪ^ь>— . 

и  следовательно  и  у  е. 

Поелику  вЪ  тдбличныхЪ  логариѳмахЪ  Ьо$.е  ~  у~ о,434294-4-819»' 
то  дрооь  — —  всегда  должна  быть  меньше  -;^7^у,-щ  или  почти  мень- 
ше И  такЪ  никакое  данное  число  кЪ  своему  логариѳму  не  можетЪ 

имЬть  меньшего  ошношенія  ,  нежели  какЪ  отношеніе  Зо5  кЪ  кп. 

і 

II.  Пусть  требуется  найти  числе*  х 5  чтобы,  степень  хх  была  ве- 
дичина  наибольшая* 

Ъ. 

ПоложивЪ  у  ~  хх  ,  имЬемЪ 

•  г  г 
Лу    і<  і  Іо<г.х\         Л^у    хх  а:* 

ш—хХіх~*  х^)  и  Тх^—  —  ^+С*  —  йеярр* 

Ау 

потомЪ  изЪ  уравненія  ѵ^~о   находимЪ   /о^.х~і,  и  следовательно 

Ш:  йР-у     л:  <?* 

будетЪ  и  ^3  —  ,  потому  что  і  —  Іо&.х~о.   И  такЪ  ка- 

1  і' 

ибольшая  величина  функціи  л.х  будетЪ  ~  ее. 

Поелику_  же  е  ~  2,718^81828  ,   то  иосредствомЪ  ряда  (ч.  12З) 

^тП.Гі  -л  н  .  .  .  .  4  1 

ь        1  1.2  1  2.$  '  !      1.2  .      ■      .  Ѣ-* 

получится  1,444667861009764^- 

Сей  примере  и  помощію  предЪидущаго  разрешится;  ибо,  такЪ 

какЪ  функція  хл  должна  иметь  наибольшую  величину,  то  таковуюже 

величину  иметь  долженЪ  и  ея  логариѳмЪ  г  то  есть  — - —  ;,|  почему  к 
найдется  такЪ  же  х  —  е..  _ 


ПТ,  Пусть  требуется  определить  дугу  х  таковую  ,  чтобы  про- 
изведете хзіи.х  имЬло  величину  наибольшую. 

Поелику,  полагая  или  х~о  или  х  ~  я-)  находимЪ,  что  произве- 
дете Х51П.Х  вЪ  обоихЪ  елучаяхЪ  изчезаетЪ,  то  само  собою  явспт&уетЪ, 
что  оное  имЪетЪ  наибольшую  величину ;  почему  остается  токмо  ее 
определить.  И  такЪ  ,  положивЪ  у~  хііп.х  ,  имЪемЪ 
Ау  _ 

-тх~—$іп.х  -+-  хса.х  —  о  ,  и  оттуда  іап&.х  ~  —  х. 
Пусть  х  ~  \ц  -г  »  )  будетЪ  іап&.х  ~  —  Ш,и  ,  и  потому 
соі.и  —  |я-  +  «. 

КЪ  разрЬшенію  сего  уравненія  употребимЪ  вышеизЪясненный  способЪ 

(ч.  1З4  и  і35);  на  каковый  конепЪ  положимЪ  ъ~}рі-\-и  —  соі.и  ,  и 
пусть  сс  величина  искомой  дуги  и  ;  будетЪ 

,         •  Ли        Ли      йп.и2 

ах,  ~  аи  4-  - — ,  и  х-         р  — -  — =  , 

,   ъЛи%\ п.исо5.и        Лр     2$іп.и"і.со%.и 

Р  —         ип.и2)2   И   (7+7«7^"2р  * 

,   біивіп.и^-сов.и2 —  іЛи%іп  гі4  і2;іп.и!.со$.и2 

4    (і  ■+■  НПЛІа)3  ^^52^2)4~  И 

<*Я      6;іп.и4со5.и2 — ічіп.и1  іа^п.и6со$.и2           6$іѣ  ц4  ■—  і4?/п.ц6  +  4?/ч.ц8 

г  (і  +5г'п.и2)4  (і  +  віп.и2)*    (і-4-ші.м2)* 

и  проч.? 
и  оттуда  получится 

а~и  —      ч-  !<7*.2  —  |г?;5  -|-  и  проч. 

ПослЬ  нЬкоторыхЪ  испытаній  найдется  близкая  величина  для 

ы~а6°,і5';  почему  положивЪ  #~2б°}і5',  будемЪ  иміііпь  г;7гЧ-и~90° 
■+-М  ~  1  іб°, ] 5',  и  дуга  равная  со?. и  такЪ  опредЪлится  : 

Поелику  дуга  окружности    круга ,   котораго  радіусЪ  ш  і  ,  вЪ 

1 "  ~  Тв^Тбю  ~==  °)ОООоо4848і368   ,   то    будетЪ   Шм  — 

•,033004^411368  вЪ  секундахЪ  сей  окружности  ;  и  какЪ  вЪ  таблицахЪ 
радіусЪ  полагается  ~  юооооооооо ,  то  означивЪ  табличный  соі.и 
чрезЪ  Ссі,и.  получимЪ  еоім  —  т^~~-  >  и  потому  будетЪ 


Зо5  — 


/    СоГи  у" 

И  гаакЬ  изЪ  Ьо&.  Соі.и  ~  ю,3о709.5о 
вычтя    Ьо&  4848 1 ,368  —  4,6855749, 
найдется  І^о^.с^і.и        ~  5,б2і45оі; 
чего  ради  будетЪ  соі.и  ~  418263,7" 

ИЛИ  ~  236°,  1  і',  3~  * 

и  потому  подучится  г:  ~  З^бб—  ~  236,3''. 

Теперь    для  ©предоленія    члена  рх.  такЪ  поступить  должев- 
слгвуепіЪ  : 

ѣо&.ип.и  —  9,6457068 
Ьо%.5іпм2  и:  9,2914116 

І  +  Ай2  Ш  1}  19661 
0,0776896 
ІЛ^-Р  ~9,2і38221 

і-од  ^  ~  2,3734637 
Ьо&.рх,~  1,5872858. 
Посему  рх,  ~38,6'б2і  секунд, 
или  ръ  —  38//,39'",43 
Поелику  же  и~2б°, і5',  то  будетЪ 

,і4,21  ,20    ,17  , 

и  потому  искомая  дуга  х  ~  і  і6°,і4',2і",2о"/,і7'/'". 

Но  сверхЪ  того  приложить  надлежитЪ  еще  треітй  членЪ-^ 

—  ^^1Л         л   вЪ  которомЪ  одинЪ  изЪ  множителей  количества 
должно  изобразить  вЪ  частяхЪ  радіуса,  что  сделается  такЪ  г 

КЪ  и&.ъ"  -  2,3734637 

приложи  Ьо%  4848 1 ,368  ~  4?685574э 
и  будетЪ  Ід&.ъ  ~  7,о5^оЗб6. 
ПотомЪ  приложи 
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и  вычти 

будетЪ 
Посему 


_         $гпиг  , 
0  і  -+-  $т.и2 


или 


I  "> 


^1,5872858 

9,6457008 
:  9,9627308 
8,2447600 

о,  1 661790 
8,о8с}587сГ. 
0,012291  секунд, 

,'■'/  /  /"Г       г- ///// 

44  > 1 5 


И  гаакЪ  ,  по  придоженіи  сего  члена ,  будетЪ  искомая  дуга 
х  _  но  ,14  ?21  >21  >°  ' 


I 


ПРИБАВЛЕНІЕ  Г  кЪ  главѣ  IIй. 

065  олрелілешм  начбояьшихЬ  или  нсиіменъшихЪ  беяииінЬ 

фѵнкцш  пеяъныхЪ. 
(148.)  Когда  имЪемЪ  неявную  фуннцію  у  количества  х,  содер- 
жащуюся вЪ  уравненіи  Р(х,,у)  ~  о  ,  то  при  одной  и  той  же  величина 
количества  х  оная  принять  можетЪ  многія  дЪйствипіельныя  величи- 
ны ;  и  тогда  отЪ  непрестаннаго  измЪненід  количества  х  сіи  многія 
величины  функціи  у  изобразятЪ  многіе  ряды  по  порядку  слЪдующихЪ 
величинЪ.  Ибо  естьли  на  функцію  у  взирать  будемЪ,  какЪ  на  ордина- 
ту кривой  линіи ,  которой  количество  х  абсциссу  представляетЪ , 
то  сколько  той  же  абсциссЬ  х  соответствовать  будетЪ  величинЪ 
функціи  у ,  столько  же  сія  кривая  линія  віэтвей  имЬть  будепіЪ ;  и 
потому  оныя  но  порядку  слЬдующія  величины  функціи  у1  принадле- 
жащія  той  же  вЬтви ,  составятЪ  непрерывной  рядЪ  величинЪ  ,  а 
принадлежащія  различнымЪ  вотвямЪ  будутЪ  величины  прерывныя 
или  отдЪленныя  между  собою.  И  такЪ  сколько  будемЪ  имЪгпь  рядовЪ 
непрерывныхЪ  величинЪ  функціи  у ,  столько  же  оная  при  какой  ни- 
есть  величинЬ  количества  х  различныхЪ  величинЪ  получитЪ;  причемЪ 
случиться  можетЪ,  что  вЪ  какомЪ  ниесть  ряду  величинЪ  функціи  у, 
когда  х  увеличивается  ,  тогда  оныя  будутЪ  возрастать  или  убы- 
вать ,  и  послЬ  какЪ  перестан утЬ  возрастать  или  убывать  ,  будутЪ 
паки  убывать  или  возрастать.  ИзЪ  чего  яЕствуеіпЪ  ,  что  вЪ  одномЪ 
какомЪ  ниесть  ряду  непрерывныхЪ  величинЪ  наибольшія  или  наи- 
меньшія  изЪ  нихЪ  равнымЪ  образомЪ  мЬсто  имЪютЪ ,  какЪ  и  вЪ  функ- 
ціяхЪ  явныхЪ. 

И  кЪ  опредЪленію  сихЪ  наиболъшихЪ  или  наитенъшихЪ  вели- 
чинЪ тотЪ  же  снособЪ  служитЪ  ,  каковый  предЪ  симЬ  предложили 
для  функцій  явнььЛэ.    ВЪ  самомЪ  дЬлЬ,  когда  переменное  количество 

х  получитЪ  приращеніе       і  ,  то  функція  у  всегда  сдЬлается 

іу  .       А2у  і2     1_<№у    г'З  ■   йпу       іп  -п-ьі 

У  ±  Іх  1  іі  X  Ш  Щ  ~К    *    *        —  Ш  7.2 чТГі      К/  5 

Ау 

почему  вЪ  случай  наибольшей  или  наименьшей  величины  членЪ  дхі 

необходимо  долженЪ    изчезнуть ,   и  потому  произойдетЪ  уравненіе 

йу 


4Х  —  °> 
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котпораго    корни  дадутЪ  тЪ  величины   количества    ас ,    коиглЪ  вЪ 

каждомЪ    ряду  непрерывныхЪ  величинЪ  функціи  у  соотвЪгпствуютЪ 

наибольшія  или  наименьшія  изЪ  нихЪ  величины.  И  даже  не  будетЪ 

оставаться  никакого  сомнонія,  вЪ  которомЪ  ряду  непрерывныхЪ  вели~ 

чинЪ  определится  наибольшая  или  наименьшая  величина^  Ибо,  такЪ 
йу  

какЪ  вЪ  уравненіи^ — о  оба  перемЬнкыя  количества  х  и  у  содер* 
жатся,  то  величины  количества  х  не  иначе  могутЪ  быть  опредЪлены,. 
какЪ  когда  посредствомЪ  уравненія  Р(х,>')  ~  о  ,  изображающего  огано- 
шеніе  количества  у  кЪ  х  ,  изключится  оное  количество  у  ;  и  что  не 
прежде  сделаться  можетЪ,  какЪ  когда  достигнемЪ  кЪ  уравненію  >  пЪ 
которомЪ  величина  количества  у  изобразится  чрезЪ  соизмеримую  или 
явную  функцію  количества  х<  ТакимЪ  образомЪ  соответствующая 
иайденнымЪ  величинамЪ  количества  х  величина  количества  у  опредо-. 
лится,  которая  будетЪ  наибольшая  или  наименьшая  вЪ  том'Ь  ряду 
непрерывныхЪ  ЕеличинЪ,  кЪ  которому  она  принадлежишь. 

Для  заключенія .же  ,  что  наибольшая  или  наименьшая  вели- 
чина мЬсто  имоетЪ,  должно  поступить  такимЪ  же  образомЪ ,  какЪ 
и  прежде  сего  поступали,  то  есть  надлежитЪ  сыскать  выраженіе  , 
которому   равняется  дифференциальное  отношеыіе   Втораго  порядка. 

-г^ ,  и  вЪ  опое  поставить  вмЪсто  х  попеременно  найденную  величин 
ну  сего  количества  х  ,  и  купно  вместо  у  величину  ,  соответствую- 
щую оной  величинЪ  количества  х  ;  по  сдЪланіи  чего  окажется,  какукг 

й2у 

величину  отношеніе  приметЪ  ,  отрицательную  или  положитель- 
ную; вЪ  первомЪ  случаЬ  будетЪ  имЬть  мЁсто  наибольшая  ,  а  вЪ* 
другомЪ  наименьшая  величина. 

Естьлиже  отношеніе        отЪ  того  изчезнетЪ     то  поступит» 

надлежитЪ  кЪ  дифференциальному  отношенію  третьяго  порядка  ^  г 
Которое  естьли  вЪ  семЪ  самомЪ  случаЬ  не  изчезнетЪ  ,  то  не  будетЪ 

ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины  ;  но  естьли  сіе  отношеніе 

йЗу 

изчезнетЪ  ,  то  заключение  произвести  долженствуетЪ   изЪ  диф- 

ференціальнаго  отношенія  четвертаго  порядка  -^—^    подобнымЪ  тому 

А~у 

«бразомЪ  у  какЪ  сіе  произведено  было  изЪ  отношенія  -ѵ^  _л,  и  шакЪ  де^ 


*Ше,    какЪ  то  всякой  изЪ  предложеннаго  выше  (ч.  і38)  удобно  по» 
«ягаъ  можетЪ. 

(»490  Чтобы  найти  ближайшій  для  заключенія  сего  признакЪ, 
то  воз-мемЪ  уравкенія  Е(х,у)~  о  дифференіііалЪ  г  котораш  вндЪ  бу- 
детЪ таковЪ 

ѵях + 04у = о  (ч.еа  и  л 4)  у 

іу 

тхзЪ  коего,  дѣлая  ^~~Іо  ,  импемЪ 

Р  т 
ф- — -о,  и  потому  или  Рщо  или  О  — 

Но  последнее  уравненіе  ,  когда  предложенное  К(х,;р)  ~  о  сосгпо- 
итЪ  изЪ  количеств  цЬлыхЪ  и  соизмЬримыхЪ  ,  мЬста  иміэтъ  не  мо- 
жетЪ, потому  что  вЪ  противномЪ  случаЪ  или  количество  л;  или  у  или 
то  и  другое  должны  будутЪ  сделаться  безконечны;  почему  для  изслЪ^ 
дованія  остается  токмо  уравненіе  Р  ~  о  ,  котораго  корни  или  вели- 
чины количества  х ,  каковыя  найдутся  по  изклгоченіи  количества  у> 
посредствомЪ  предложеннаго  уравненія  у  покажутЪ  случаи  ,  вЪ  коихЪ 
функція  у  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 
ПотомЪ  для  заключения,   что  та  или  другая  изЪ  сихЪ  велйчинЪ  мЬ- 

сто  имЪетЪ ,  надлежитЪ  разсмотрЪть  отношеніе  ;  на  сей  конеиЪ 
паки  уравненія  Ѵ/іх  -^--О -1у  —  о  возмеыЪ  дифференодалЬ  >  который  по*- 
лагая  йх  поспю^инымЪ  ,  будетЪ 

№<іх  4  -  Щііу  4-0.^-0;  . 

пусть  ЛР  —  КН-х  +  84у   и  л'<>  —  "Мг  4-  ѴЛу  г 

отЪ  чего  произоіідетЪ 

Кгіх'2  -+*  Вгіхгіу     ИШргЬ  ѴЛу*  4-  СЫ?у  го, 

или 

И'  какЪ  здѣсб  -тг  — о,  то  получится 

л  &2У  ^У  - 

к  "Ь-  0 -.  лх^— ° »  и  огтпУДа  — '  —  й- 

И  такЪ  естьли  вЪ  дифференціальнОмЪ  уравненіи   Р/&  -4- ПИ у  — ~  о 1 
количества  Р  возмется  днфференціалЪ ,  полагая  у  за  постоянное,  то> 

получится  К*/х и  оттуда  величина  дроби        которая  еешьли  вы-- 


N 


*  ~  5Ю  — 

детЪ  положительная,  то  мЬсто  имЬгпь  будетЪ  величина  наибольшая, 
а  есшьли  отрицательная,  то  наименьшая. 

Пусть  у  неявная  функція  ,  содержащаяся  вЪ  уравненіи  у1-\-ру 
~\-<]~о,  вЪ  которомЪ  р  и  <\  суть  какія  ниесть  явныя  функціи  ко- 
личества х  ;  будетЪ  ,  по  взятіи  дифференціала  , 

яуду      ргіу  -\г  У  Ар  :  А<}~Оу 
и  потому  РЛ~У|)  +  ^, 

ПоложивЪ  же  Р  ~  о  ,  получится  уйр  -\-  &ц  щ  о  ,    и  оттуда  у  —  —  -Л  у 

піакЪ  что  у  изображается  явною  функціею  количества  х ,  которая 
одну  токмо  величину  имЪетЪ,  или  естьли  имЬетЪ  и  многія  величи- 
ны ,  то  по  крайней  мЬрЪ  каждая  изЪ  нихЪ  отЪ  прочихЪ  отличена 
(быть  можетЪ. 

ПоставивЪ  сію  величину  вЪ  предложенное  уравнъніс  у2-\- ру-\-у~о, 
будемЪ  имЬть. 

~~  рірЦ  Л-  цйрг  —  о  , 
которое  раздЬленное  на  Ах1 ,  по  разрЬшеніи  дасщЪ  всЬ  величины  ко- 
личества ху  коимЪ  наибольшія  или  наименьшія  величины  функціи  у 
соотвЬтствуюпіЪ;  кЪ  поясненію  чего  слЬдующіе  примеры  прилагаются: 
І.  Пусть  требуется  определить  случаи,  вЪ  коихЪ*  неявная  функ- 
ція  у  у  содержащаяся  вЪ  уравненіи 

уа  -+-  тху-гпх2-\-  Ьх  -+-  а2  —  о  у 
будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 

По  взятіи  дифференціала  сего  уравненія  ,  имЬемЪ  - 
ъу<1у~х  тхйу-\  туіх~\~о.пхсіх-\  ЬАх  ~  о  > 
и  оттуда  получится 

Р~  ту  4-  2их  +  Ь  и     ~  %у  -\- тх. 
ітіх  Ъ 

ПоложимЪ  Р~о,  будетЪ  у~-  т — ,  которая  величина  поставлен- 
ная вЪ  предложенное  уравненіе,  даетЪ 

.2*    ~+"   ГГІ2Х~'  т2( 


—  —  Ьх       С?(   1 

+  яха  -\-  Ьх 


( 


а  4ті&   Ь3  4-  т2а*  . 


откуда  получится 

йпЬ  +  ™Ѵ*пЬ2  4-  л(т2  —  4л)а2- 


. —  тЪ     іѴ пЪ2  -+-  піт2  —  4і]а2 

и  у  ~  г  

*  т2  —  4П 

ПотомЪ  у  полагая  одно  токмо  количество  х  перемЪннымЪ  ,  будемЪ 
имЬпгь 

<іР~ чЫх  И  потому  К.  ~  з«  ; 

І+Упб2  -4-  ті(т2  —  4д^ 

и  какЪ  (>  ~  іу  -\~  тх  ~  ,  то  будегпЬ 


К  2"-  

—       -+-  —    у 

"  —  Упі2  Н-  п(т3  —  4п)а2 

гд"Ь,  поелику  числитель  есть  количество  положительное,  естьли  вож- 
мется верхній  знакЪ,  то  получится  для  у  наибольшая  величина  , 
а  естьли  нижній  ,  то  наименьшая.  При  чемЪ  достойны  примЬчанія 
слЪдующіе  случаи  :  , 

і)  Естьли   будетЪ  т~о9    то   изЪ  уравненія    Р~о  найдется 

ь 

х~  —  —  9  такЪ  что  здЬсь  никакого  изклгоченія  дЪлать  уже  не  нуж- 
но,  и  сей  величинЬ  соотЕЪтствовать  будутЪ  двЬ  величины  количе- 


ства у  —  -+-  —У»  Ь2  —  1±п°-Ъг,  изЪ  коихЪ  одна  положительная  будетЪ  наи- 
большая ,  а  другая  отрицательная  наименьшая. 

'  •  •■  '"<•"'-  "  •  '       ''  :*:  ъ  '  '  » 

2)  Естьли  будетЪ  п  ~  о  ,  то  получится  уі;--,  и  х ,  какЪ  ~ 

*Ь        ,     ,/Ь2-}-(т2 — ц.п)а2  _  „ 

^2  —  ^цщу — п^та2  —  4д^а — >  Д°  безконечности  увеличиваться  можепіЪ, 

таакЪ  что  у  вЪ  продолженіи  безконечнаго  пространства  туже  величи- 
ну удержитЪ ,  и  потому  ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины 
нмЬть  не  будетЪ. 

3)  Естьли  же  будетЪ  пі1 — 4 п  >  то  получится  ^пЬх  +     4~  ^я2л2П:о 

і2  +  т-  а2 
или  х  —  ТГт26—  >  и  будетЪ 

  Ъ-\-2пх   2&  +  т2х   Ъ      Ъ2  Ч-т2  а2   ...  т2а2 —  б2 

^  771  2771  ~"  771  2Т7І&  '  -2ШЬ 

И  такЪ  величина  х~  —  соотвЬтствуетЪ  одна  токмо  вели» 


чагаа  количества   ,  которая  будетЪ  наибольшая  или  на- 
именьшая. 

Поелику  же    оотЪ  сихЪ    величинЪ    количества  х  и  фуккціи  у 

сделается      =  2у  +  а*х  —  •  ~Г~то   "  "^Г 

—  тЬу  то  величина  функціи  у  вЪ  семЪ  случаЬ  будетЪ  наименьшая. 

II.  Пусть  требуется  определить  случаи ,  вЪ  коихЪ  неявная 
-ірункція  у ,  содержащаяся  вЪ  уравненіи 

у2  —  х2у  4-х  Х3Ш  о , 

?будетЪ  имоть  наибольшую  или  наименьшую  величину^ 
По  взятіи  диффереіщіала  уравненія  ,  произойдет]? 
ъуАу  —  х*йу —  ъхуАх      Ах  —  Зх2Ах  Ш  о  , 

и  -  будетЪ 

Р—  і  —  Зх2 — аху  и  О.  ~  9. у  —  х2; 
почему  полагая  Р~о,  получится 

 і  —  з*2 

ж  поставляй,  найдется 

—2' — І-ь  —  |н-^х3ч-х  —  х3~о  ,  или  1  —  бх2-Ь  2х3-}  §х* 4-ах* ~о  , 

котораго  уравненія  одинЪ  изЪ  корней  есть  х~ — і  и  соотвЬтству" 
аощая  ему  величина  функціи  у  ; —  і. 

Полагая  же  у  постоянйьжЪ,  имЪемЪ  К^2~^~ — 6х  —  чу у  и  слю- 

&Ъ  ■  гу-+-бх  .  _ 

довательно  — ?д*СГ#**  ЧПТО  вЪ  случай  х~  - і  и^~-|-і  обращается 

вЪ  — 4-»  почему  уц?і  будетЪ  величина  наибольшая. 

Дстьл^  вЪ  предложенное  уравнение  вместо  х  поставится  —  і  » 
то  оное  сдЬлается  у2 — -у~о,  то  есть  величине  х~ — і}  сверхЪ  у — і » 
соотвЬтствуетЪ  еще  величина  функдіи  у~о;  но  оная  не  будетЪ 
ни  наибольшая  ни  наименьшая  величина,  потому  что  не  удовлетво- 
ряешь главному  свойству  -сихЪ  величинЪ ,  состоящему  вЪ  уравненіи 

ІІУ   Р  _  <іу         Р   —  2  

д~ — ^ — о,  ибо  вЪ  случай  х~— гі  и  уіцо  будето  ^,  — —  _ -мг. 

Ноелй  сего  естьли  хочешь  далЬе  поступить,  то  надлежитЪ 
предЪидущее  уравненіе  пятой  степени  рездЪлить  на  х +- і ,  и  тогда 
ироизойдетЪ  уравненіе  4й  степени  ,  кощораго  корня  удобно  не  опре- 
деляются» 
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III.  Пусть  требуется  определить  случаи ,  вЪ  коихЪ  функція , 
содержащаяся  вЪ  уравнении 

у2  -}-  2х2у  -[-4х  —  3  —  О  , 
будетЪ  имЬть   наибольшую   или  наименьшую  величину. 

По  взятіи  дифференціала  получится  уравненіе 

яу4у  -4-  2х2Лу  4"  ^хуііх  -ь       ~  о  , 

и  полагая      — о,  произойдет!)  ху  +•  і  Ш  о,  и  оттуда  у  — . — —  , 
которая  величина  поставленная  вЪ  предложенное  уравненіе  даетЪ 

-%  —  2x1-4-  4х  —  3 —  о  ,  или  ах.3  —  Зха  +  1  —  0  > 
котораго  корни  суть  х~і,  х"і  и  х  ~ — \-  ■ 

Поелику  же  |~  —  =  —  у+^Г  >    шо  по  взягаш  диффе- 

ренциала ,  полагая  у  постояннымЪ  и  *7+1~о,  найдется 

ьё  —  —  Зч^Г»»  и  бУДешЪ 

вЪ  двухЪ  случаяхЪ  х~і,    у  ~  —  іи       —  о  ' 
и  вЪ  случай  х=:  — ±,  у  — +  2и   —  — . 

Последняя  величина  отнотенія  явно  показываетЪ  ,  что  вЪ  слу- 
чай к  —  —  і  величина  функціи  у  ~  2  есть  наибольшая. 

Что  же  принадлежишь  до  другихЪ  двухЪ  случаевЪ  ,  то,  поели- 
ку вЪ  оныхЪ  какЪ  ху      1  ~  °  или  2ху  -|~  2  ~  о ,    такЪ  и  у  -ч-  х2  ~  о  , 

йу  Р   іху  -г-  2   0  .        П  Т 

будетЪ      — —  —  ~у^_~^2  — 5?   и   поелику   выраженіе    щ  означаетЬ 

вообще    величину   неопределенную ,    то   главное   свойство  наиболь- 

'  .  і.у  

тихЬ  или  наименьшмхЪ  величинЪ  ,  состоящее  вЪ  уравнеиіи   ^  —  о9 

вЪ  сихЪ  случаяхЪ  мЬста  не  имЬетЪ  ,  и  следовательно   функція  у  вЪ 

оныхЪ  ни  той  ни  другой  изЪ  сихЪ  величинЪ  имЬть  не  будегаЪ. 

ВЪ  послЬдствіи  мы  увидимЪ  ,  какимЪ  образомЪ  величина  дроби 
Р  :  ..  '  '  .'    -ѵ  ѵ  • 

^  определяется  вЪ  тЪхЪ  случаяхЪ ,  вЪ  коихЪ  дЪлаегася  какЪ  чи- 
слитель Р~о,  такЪ  и  знаменатель  0_~о;  аздЬсь  замЬтимЪ  толь- 

ко  ,  что  вЪ  семЪ  примЬрЪ       отЪ  того  представляется  вЪ  видЬ  не- 
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опредЬленномЪ  ~,    что  какЪ  функція  у,  такЪ    и  дифференнДальное 

отношеніе  имЬетЪ  двЪ  величины  ,  и  что  вЪ  случаЬ  х  ~  і  двЬ  ве- 
личины функціи  у  выходятЪ  равныя  между  собою,    и  потому  ни  та 

Ау 

ни  другая  показать  не  можетЪ  величинЪ  для       ,  которыя  различны 

между  собою.  КЪ  подтвержденію  сего  преобразимЪ  предложенное  урав- 

неніе  вЪ  сей  видЪ 

у"      2хау  —  4-Х  +  3  , 

и  по  разрЬшеніи  или  приведены  его  еще  кЪ  сему  виду 

У  ~  X2        ух4  _  |х ■       3  > 

возмемЪ  дифференціалЪ  ,  и  будемЪ  имЬть 

Ау   а(хЗ  —  і) 

 2Х 


Ух4  —  4х  +  з 

которое  выраженіе  ,  замЬтивЪ  ?  что  х3  —  і  ~  (х  —  і)(^Г  ~Ь  х  і)  и 
X4  —  4'4"  т  3  ~  (х  —  1)2(х2  -+-  2х  -4-  3)}  преобразится  вЪ  слЬдующій  видЪ 

Ау     .  2Сх2  +  х  +  і) 

т-  —  2Х  ±Г    

ах  Ух2  -4-  2Х  -4-  з 

Откуда    явствуегпЪ  .,    что    вЪ  случай  х      г    обб  величины 
функпш"  у  сделаются  ~  —  і,  какЪ  и  прежде;  но  вЪ  семЪ  самомЪ  слу- 

(іу 

чаЪ  двЪ  величины  отношенія  -г-  будутЪ 

б    ■  -аі  ''  г*-!  ;^ѵ''"  ":  ■*г".*і7^'' 

—  2  -Ь  -=  —  —  2 -г- У  б  и  — 2  —  —  —  2 — У  6  ,  • 

Уб  г  ;  •  Уб  •   '  . 

то  есть  различныя  между  собою  и  ни  которая  не  равна  нулю. 

ІУ,  Пусть  требуется  определить  случаи  ,   вЪ  коихЪ  функція  у , 
содержащаяся  вЪ  уравненіи. 

у3  -ь  х3  ~  д>аху  , 
будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину. 
По  взятіи  дифференциала  сего  уравнения  ,  получится 
Зу24у  +•  Зх2^/х~  'дахйу  -+-  ЪауЛх  , 
Ау   ау  • —  х2 

и  оттуда  Тх  _  . 

И  такЪ  для  наибольшей  или  наименьшей    величины  будетЪ  л_у  ~  х2 

или  — ,  которая  величина  поставленная  вЪ  предложенное  урав- 
нение, даетЪ 


с. 

-у-+-х3~3х3  ИЛИ  X  ~  2Д5Х3  , 

е-*       —  . .       I-     .      .  . 

•  з  - 

когаораго  уравненія  корни  сушь  гари  х  ~  о ,  и  одинЪ  х  ~  луз  ;  прочіе 

же  два  суть  мнимые. 

<2у  ау  — •  х2  •  ' 

Поелику  же  ^  —  ~7Г^Уф?і  то   по  взягаш  дифференціала  ,  пола- 
гая у  постояннымЪ  и  ау  —  х2  ~  о  ,  найдется 

Л2У         —  *х 

 ~ъ  з  и  будетЪ 

йх2  у2' — ах         1  п 

вЪ  трехЪ  случаяхЪ  х  ~  о  ,  у  ~  о     и       —  д  , 
и  вЪ  случай  хіцлі/2,  у~аУ4-  и  йх2  —  —  а' 

■     *  щ  •  „ 

Последняя  величина  оганошенія        явно  показываетЪ  ,  что  вЪ 

■    •  '     '  3—  1  '  3  —  .;'(•.; .  ,> 

случаЪ  х  —  ауі  вешчина  функціи  у  ~  а  у  4  есть  наибольшая. 

Что  же   принадлежитЪ  до  другихЪ    случаевЪ  ,  то,  поелику  вЪ 

»  .  _        .    •  -Ау   _ 

оныхЪ  какЪ  ау  —  х2  ~  о  ,  такЪ  и  у2, —  лх~о,  будетЪ  |-;  —  -}  и  по- 
тому естьли  выраженіе  §  не  есть  ~  о  ,  то  ни  наибольшей  ни 
наименьшей  величины  не  будетЪ. 

Однако  сомнЬніе  сіе  здЬсь  можетЪ  быть  отвращено  слЬдую- 
щимЪ  образомЪ  : 

ПоложимЪ,  что  і  величина  количества  х  весьма  близкая  кЪ 
Х^іо,  и  к  соответствующая  величина  функціи  у,  которая  будетЪ 
такЪ  же  весьма  близкая  кЪ  у  ~  о  ;  по  постановленіи  сихЪ  величинЪ 
вЪ  предложенное  уравненіе  ,  получимЪ 

*3 Нт     =  Ьаік  у 

ГдЬ  естьли  презримЪ  і3  за  малостію  ,  то  произойдетЪ  к2  ~  Ъаі  и 
А:  ~  Ау'/ ,  полагая  А  ~  у'Ъа  ;  а  естьли  презримЪ  к}  ,  для  той  же  при- 
чины, то  будетЪ  к  ~  ~ і2  ~  Ві2  ,  полагая  В~—  :  первое  изЪ  сихЪ 
двухЪ  приближеній  вЪ  разсужденіи  наибольшей  или  наименьшей  ве- 
личины ничего  намЪ  не  показываетЪ*  наиротивЪ  же  того  изЪ  друга- 
го  познаемЪ  ,  что  какЪ  х~-н/,  такЪ  и  х~ —  даетЪ  для  у  поло- 
жительную величину  В/2,  и  потому  заключаемЪ,  что  величинЪ  х  —  о 
соответствующая  величина  ^~о  будетЪ  наименьшая. 
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V.    Пусть  требуется   определить  случаи,,  вЪ  коихЪ  функція  у  , 
содержащаяся  вЪ  уравнении 

+  х4  -к  ауЗ  -{-ах3  —  Ъ3х  -+-  Ь3у  , 
будетЪ  имять  наибольшую  или  наименьшую  величину. 
Поелику  по  взятіи  дифференціала  ,  получится 

/\.у3гіу  -+-  Ъяу^ііу  —  Ь3Лу .—  Ь3Ах —  Зах  йх  —  %&&х  ,  . 

шо  будетЪ 

Ау       ЪЗ  — ■  зах2  —  4x3  &у  - 

Л  —  Ауі  +  здуа  __  ы  3     и  оттуда   полагая   ^  —  о,  произойдешь 

/±х3-+-Ъах^  —  Ь3. 

И  такЪ  здІЬсь  опредЬленіе  наиболыпихЪ  или  наименьшихЪ 
величинЪ  приводится  кЪ  опредЬленію  наибольшихЪ  или  наименьшихЪ 
величинЪ  вЪ  явной  функціи  х4-і-ах3 — Ь3х  ,  которымЪ  соотвЪтство- 
вать  будутЪ  наибольшія  или  наименьшіл  величины  и  самой  неяв- 
ной функціи  у. 

Пусть  наприморЪ  а  ~2  и  Ь~  3,  такЪ  что  предлагается  сле- 
дующее уравненіе  : 

У   +  X4  +  2у3  -Г  -4т  27-^' 

будетЪ 

^  — 4>3+6^_а-7    И  4хЗ+6х  _27  — 0. 
сіе  послЬднее  уравненіе  разделенное  на  з.ѵ — 3,  даетЪ  2хй     вх  -Ь  9~о> 
котораго  корни  суть  мнимые,  и  потому  будетЪ  токмо  х  ~  |  и  пред- 
ложенное уравненіе  сделается 

у*  _4_  2_уЗ  _  ^  —  1|  , 

котораго  каждый   действительный   корень  будетЪ  наибольшая  или 

СІУ  27  • —  бх^  * —  4-^^ 

наименьшая  величина  функціи  у.  И  какЪ  имЬемЪ  -,—  —  — ■>  .  ,  ~  » 

.  ах       4>-5  ■ —  27  * 

а1-^           —  газе  —  ігх2 

то  будетЪ        —     ^     6^2  _  ^  ,    вЪ  которое   выраженіе     вместо  ж 

надлежитЪ  поставишь  §;  и  естьли  выдетЪ  отрицательное  количе- 
ство ,  то  мЪсто  иміэть  будетЪ  наибольшая  величина,  а  естьли  по- 
ложительное, то  наименьшая. 

(і5о.)     Вообще    естьли   уравненіе  ,    изображающее   отношеніе  - 
между  х  и  у ,    будетЪ  таково,    что   какая   ниесть    функція  коли- 
чества у   равняется    функціи  количества   х,   какЪ   Уі^Х;   то  для 
опредЪленія  наибольшей  или  наименьшей  -величины  положить  над- 
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лежишЪ  г/Х  —  о  ,  и  будетЪ  у  имбшь  наибольшую  или  наимень- 
шую величину  вЪ  тЬхЪ  самыхЪ  случаяхЪ  ,  вЪ  коихЪ  X  будетЪ 
имэть  наибольшую  или  наименьшую  величину.  ПодобнымЪ  сбра- 
зомЪ ,  естьли  на  х  взирать  будемЪ  ,  какЪ  на  функцію  количества 
у  ,  то  х  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину  , 
естьли  сделается  ЛУ~о,  то  есть  естьли  У  будетЪ  имЬть  наи- 
большую или  наименьшую  величину.  ОднакожЪ  изЪ  сего  не  слЬ- 
дуетЪ,  чтобы  х  и  у  имЪли  змЬстЬ  наибольшую  или  наименьшую  ве- 
личину. Ибо,  естьли  возмемЪ,  напримЬрЪ,  уравненіе  о.пу — у2~ ъЬх — х% 
іпо  у  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину,  когда 
сдіэлается  х~Ь,  и  будетЪ  тогда  у~_а~+1~\/а2 — Ъ2  ;  но  напротивЪ 
того  .ѵ  будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наименьшую  величину,  ког- 
да" сдЬлается  у  ~  -а ,  и  будетЪ  тогда  хі^.Ь^І.уЬ2 — а2  ,  пгакЪ  что  у 
не  будетЪ  нмѣть  наибольшей  или  наименьшей  величины,  когда  хит 
Ь~*~уЬ2 — и2у  вЪ  коіпоромЪ  случае  между  пгЬмЪ  х  имоетЪ  наибольшую 
или  наименьшую  величину.  ВЪ  прочемЪ  явно,  что  вЪ  семЪ  примЬ- 
рЪ  естьли  у  имЪетЪ  наибольшую  или  наименьшую  величину,  то  х 
совсЪмЪ  оной  ке  имЪетЪ,  полому  что  у  наибольшую  или  наимень- 
шую величину  не  иначе  имЬть  можеіпЪ  ,  какЪ  когда  а*р>!?}  а  вЪ  семЪ 
случаЬ  наибольшая  или  наименьшая  величина  количества  х  есть 
мнимая. 

ТакЪ  же  быть  можетЪ  ,  что  не  всЪ  корни  уравненія  //X  ~  о 
дадутЪ  для  у  наибольшую  или  наименьшую  величину  ;  ибо  ,  естьли 
уравнекіе  сіе  имЬетЪ  два  корня  равные,  то  не  произойдетЪ  отЪ  нихЪ 
ни  наибольшей  ни  наиліеньшей  величины  ;  тоже  случится,  когда  и 
сколько  ниесть  корней  вЪ  четномЪ  чнслЬ  будутЬ  равные  между  со- 
бою. ТакЪ.,  напримгфЪ  ,  естьли  предложится  уравненіе  Ь(у  —  — 
(х  —  к)3  -р  с3,  то,  по  взятіи  диффереяціала  ,  получится 

Шу($  —  а)  —\х  —Ь)2сІх  , 
и  фунзція  у  не  будетЪ  имЪть  ни  наибольшей  ни  наименьшей  величи- 
ны ,  полагая.х"/' ;  потому  что  вЪ  семЪ  уравненіи  встречаются  два 
корня  равные.  Естьли  же  на  х  взирать  будемЪ ,  какЪ  на  функцію 
количества  у  ,  то  окая  будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наимень- 
шую   величину,    когда  у  ~  а  ,    и  именно  будетЪ  хщі»  —  с  величина 
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наименьшая.  НапослЬдокЪ  ,  поелику  еЪ  уравненіяхЪ  сего  рода  ,  какЪ 
Т(  ~  X  ,  перемЬнныя  количества  х  и  у  не  перемЬшаны  между  собою, 
то  естьли  придадимЪ  количеству  х  величину }  которая  есть  корень 
уравиенія  ЛХ~о,  всЬ  дЪйствительныя  величины  количества  у,  сколь- 
ко бы  йхЪ  нибыло  ,  получатЪ  наибольшую  или  наименьшую  вели- 
чину ;  чего  не  случится ,  когда  вЪ  уравненіи  перемЬнныя  количества 
хну  будутЪ  перемотаны  между  собою. 

ВЪ  заключеніе  сего  замЪтимЪ ,  что  сверхЪ  наибольшихЪ 
йли  наименьшихЪ  величинЪ  ,  здЬсь  разсмотрЬнныхЪ  }  есть  наиболъ- 
шія  или  наименьшія  величины  другаго  рода ,  которыя  предЪиду- 
щимЪ  способомЪ  определены  быть  не  могутЪ,  и  которыя  место  имЬ- 
ютЪ  вЪ  кривыхЪ  линіяхЪ  при  точкахЪ  возврата ;  но  какЪ  ,  кромЬ 
оныхЪ  линій,  ученію  о  семЪ  родЪ  наибольшихЪ  или  наименьшихЪ  ве- 
личинЪ никакого  другаго  приложенія  сдЬлать  не  можно ,  то  оное 
здЬсь  и  не  предлагается. 


ПРИБАВЛЕНІЕ  ІГ  кЪ  Гдавѣ  IIй. 

О  приложения  'цгенія  о  наибольших?)  и  наиліенъшлхЪ  велптнахЬ- 
кЪ  олредълешю    вЗ    алгебраиіескнхд    уравнеиілхо  лризнакозЗ 
действительных^  и  лтнлшхо  корней. 

(ібі.)  Пусть  предложено  какой  ниесшь  степени  уравненіе: 
хп  _.  ахп~і  _|_  Ьхп-г  _  схп~з       3)л.п-4  _  и  проч    —  0  ? 

коего  корни  ,  означенные  черезЪ  рТ  5.  (  и  проч.,  суть  всЬ  действи- 
тельные и  неравные  между  собою  ,  и  расположены  по  порядку  ихЪ 
величинЪ,  такЪ  чшо  р  есть  изЪ  нихЪ  самый  меньшій,  и  <?^>/>,  г'е><]і 
і^>$  и  проч.  Откуда  не  изключается  и  гаотЪ  случай  ,  вЪ  которомЪ 
корни  будупіЪ  равные  между  собою  ,  потому  что  когда  разность 
оныхЪ  нсравныхЪ  корней  положимЪ  —  о,  то  они  сделаются  равными 
между  собою. 

Поелику  предложенное  выраженіе  хп — ах11  І-\-Ьхп~~ 2— схп  3+Эхп  ^ 
• —  и  проч.  тогда  токмо  сдЪлается  равны мЪ  нулю  ,  когда  вмЬсто 
х  поставится  которая  нибудь  изЪ  величинЪ  р,  #>  Г>  *  и  проч.,  но  во 
всЬхЪ  прочихЪ  случаяхЪ  оно  не  уничтожается,  то  положимЪ  вообще 

л-71  —  ах71-1  +  Ь71-2  -  сх"—1  й-  Э*71-4  —  и  проч.  —  у  ; 
шакимЪ  образомЪ  будетЪ  у  функція  количества  х. 

ПотомЪ  вмЬсто  х  поставимЪ  попеременно  опредЪленныя  ве- 
личины, начиная  отЪ  х  о;  явно  ,  что  у  получитЪ  величины  или 
положительныя  или  отрицательны  я  ,  и  не  прежде  обратится  вЪ 
нуль,  какЪ  когда  положится  х~р;  когда  же  сіе  сделается  ,  то  бу- 
детЪ у~о.  Пусть  теперь  величины  количества  х  отЪ  х  — р  ста- 
нутЪ  еще  увеличиваться  ,  функція  у  отЪ  того,  какЪ  и  прежде  ,  по- 
лучитЪ величины  или  положишельныя  или  отрицательныя ,  пока  до- 
стигнемЪ  до  х  ~  <{  ,  вЪ  которомЪ  случаЪ  паки  будетЪ  у  — о.  Посе- 
му необходимо  потребно  ,  чтобы  функція  у  между  тЪмЪ  какЪ  отЪ 
У  ~  о  сдЬлается  паки  у  —  о  ,  изЪ  величинЪ  своихЪ  имЪла  или  наи- 
большую или  наименьшую  величину,  то  есть  собственно  говоря, 
имЪла  наибольшую  или  положительную  или  отрицательную  вели- 
чину (ч.  14.0),  изЪ  коихЪ  первая  будетЪ  имЪть  мЬсто  ,  когда  вели- 


—  з^о  — 

чины  функціи  у  у  соответствующая  величинамЪ  количества  х,  содер- 
жащимся между  пределами  х~р  и  х~д}  будутЪ  положительныя , 
а  другая,  когда  отрицательный.  ПодобнымЪ  образомЪ,  когда  коли- 
чество х  отЪ  х~«7*дѳ  х~г  будетЪ  увеличиваться,  то  функція  у 
будетЪ  имЬть  или  наименьшую  или  наибольшую  величину,  то  есть 
собственно  говоря,  наибольшую  или  отрицательную  или  положи- 
тельную величину  (ч.  і4-0-)>  изЪ  коихЪ  первая  будетЪ  имЬть  мЬсто, 
когда  срункція  у  прежде  имЬла  наибольшую  ,  то  есть  наибольшую 
положительную  величину,  а  другая,  когда  прежде  имЬла  наимень- 
шуЮу  то  есть  наибольшую  отрицательную  величину;  ибо  мы  выше 
видЬли,  что  наибольшія  и  наименьшія  величины  слЬдуютЪ  попере- 
менно ,  одна  послЪ  другой  (ч. 

Для  изЪясненія  сего  полнымЪ  образомЪ,  положимЪ ,  что  фунп- 
черщ.  і8.  ція  у  представляетЪ  ординату  кривой  линіи  ВСБЕ8  ,  отнесенной  кЪ 
двумЪ  осямЪ  АХ  и  А  У  ,  изЪ  коихЪ  сЪ  первою  она  пересекается  вЪ 
точкахЪ  С,  В,  Е  и  проч.,  посредствомЪ  координатЪ  АР~  х  и  РМ  —  у. 
Явно,  что  при  точкахЪ  С,  О,  Е  и  проч.  будетЪ  у  ~  о,  и  следователь- 
но АС,  АВ,  АЕ  и  проч.  будугаЪ  тЪ  величины  количества  х,  которыя 
дЪлаютЪ  у  ~  о,  такЪ  что  оныя  здЪсь  представляютЪ  корни  ру  у,  г  и 
проч.  предложеннаго  уравненія  у  —  о.  РавнымЪ  образомЪ  явно,  что 
изЪ  ординатЪ,  соответствующихЪ  абсциссамЪ,  содержащимся  между 
пределами  АС  ~  р  и  АВці^,  при  коихЪ  у  —  о,  обрЬшается  наиболь- 
шая положительная  ордината  ОГ^,  соответствующая  абсциссе  АО-; 
что  изЪ  ординатЪ  ,  соотвЬтствующихЪ  абсциссамЪ,  содержащимся 
между  пределами  АВ  ~  ^  ш  АЕ  ~  гу  при  коихЪ  такЪ  же  у  ~  о,  обрЪ- 
таегася  наибольшая  отрицательная  ордината  КО,  соответствую- 
щая абсциссе  АК,  и  такЪ  далее.  НаконецЪ  явно,  что  естьли  ось  АХ 
переменится  на  другую  А'Х',  параллельную  первой  и  отстоящую  отЪ 
оной  вЪ  произвольномЪ  разстояніи  АА'  ,  превозходящемЪ  всякую  изЪ 
прежнихЪ  отрицательныхЪ  ординатЪ  ,  то  той  же  первой  абсциссЬ 
А'0^'(~  АС^) ,  взятой  насей  новой  оси  АХ',  соответствовать  будетЪ 
наибольшая  положительная  ордината  О^ІМ,  а  той  же  другой  абсцис- 
се А'К  (~  АЯ)  ,  взятой  на  новой  оси  АХ',  соответствовать  будетЪ 
наименьшая  положительная  ордината  К'О  ,  ,и  такЪ  далее  ординаты 
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€Іи  следовать  будутЪ,  то  есть  попеременно,  одна  после  дртгойѵ 
ИзЪ  че;о  всякой  удобно  понять  можетЪ  ,  чмо  мы  не  впадемЪ  ни  вЪ 
какую  погрЬалность  ,  когда  на  наибольшая  отрицательный  величины 
функціи  у  взирать  будемЪ ,  какЪ  на  наимгньшія\  ея  величины,  какЪ 
іпо  и  выше  сего  заглЬтили  (ч.  і4°)- 

И  такЪ  ,  поелику  между  каждыми  двумя  корнями  уравнения 
у  — о  бываетЪ  случай,  вЪ  кошоромЬ  функція  у  имЪешЪ  наибольшую 
или  наименьшую  величину,  мы  находимЪ  ,  что  число  наиболь- 
шихЪ  и  наимекъшихЪ  ЕеличинЪ ,  вЪ  функціи  у  содержащихся  ,  бу- 
детЪ единицею  меньше  противу  числа  действительных'!;  корней  то- 
го уравненія  у  ~  о  ,  и  притомЪ  оно  следовать  будутЪ  попеременно 
такЪ  ,  что  наиболъшія  величины  будутЪ  положительный  ,  а  наи- 
мгѵ.ъшія  отрицательныя.  И  обратно,  естьли  функція  у  имЬешЪ  на- 
ибольшую величину  ,  или  по  крайней  мЬрЪ  какую  ниесть  полояім- 
тельную  величину  (РМ),  соответствующую  л(  ~  АР)  ~/,  и  наимень- 
шую величину  ,  или  по  крайней  мЬрЬ  какую  ниесть  отрицательную 
величину  (Р  М'),  соответствующую  х  (~  АР')~^  ;  то,  поелику  ошЪ 
х~/  до  х.~5  величина  функціи  у  изЪ  положительной  обращается 
вЪ  отрицательную  ,  надлежитЪ  ,  чтобы  она  перешла  чрезЪ  нуль  ,  и 
потому  уравненіе  у~о  будетЪ  имЬіиь  действительный  .корень,  меж- 
ду предЪлами  /  и  ^  содержащійся  ,  то  есть  ураяненіе  у~о  всегда 
будетЪ  имЬть  таковый  корень,  когда  будетЪ  имЬть  мЪсто  условіе, 
состоящее  вЪ  томЪ  ,  чтобы  наибольшія  и  наименьшія  величины 
функціи  убыли  попеременно  положительный  и  отрицательный,  есть- 
ли- же  сіе  условіе  мЬста  иметь  не  будетЪ  ,  то  есть  естьли  наи- 
большія  и  наименьшія  величины  не  будутЪ  поперемЬнно  положи- 
тельны я  и  отрицательный ,  то  функція  у  не  сдЪлается  ~  о,  и  следо- 
вательно уравненіе  у~о  тогда  не  будетЪ  имЬть  действительная 
корня. 

ПослЬ  сего  нетрудно  уразуметь  ,  что  хотя  и  не  все  корни 
предложеннаго  уравненія  у~о  будутЪ  действительные ,  однакожЪ 
между  каждыми  двумя  действительными  корнями  всегда  находиться 
будетЪ  случай,  вЪ  которомЪ  функція  у  будетЪ  иметь  наибольшую 
или  наименьшую  величину ;  такЪ  же  хотя  обратно  и  не  следуетЪ , 

41 
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чтобы  между  всякими  двумя  наибольшими  или  наименьшими  вели- 
чинами функціи  у  былЪ  действительный  корень  уравненія  у  —  о , 
однакожЪ  по  присовокупленіи  условія  ,  чтобы  одна  величина  функціи 
у  была  положительная,  а  другая  отрицательная,  таковый  корень  мЬ- 
сто  имЬть  будетЪ. 

(іба.) "Поелику  же  выше  видели,  что  величины  количества  х9 
при  коихЪ  функція 

у  3-  хп—  ах71-1-^  Ьхп~^2—  с.чп-3+  Зхп-4__  и  Проч< 
получаетЪ  наибольшую  или  наименьшую  величину,  суть  корни  диф- 
ференціальнаго  уравненія 

Ц  —  их*-1  —  (и  —  і)дхп-2  +  („_2)ЬП-3—  (и  —  3)<гхп-+  +  и  проч,  =ГО$ 
то  мы  находимЪ,  что  когда  ъсЪ  корни  уравненія  у  ~  о,  коихЪ  число 

СІу 

'Ш  я ,  будутЪ  действительные  ,  тогда  и  всЬ  корни  уравненія  ^  ~  о 
будутЪ  действительные  же.  Ибо  ,  такЪ  какЪ  вЪ  слЬдствіе  сего  пред- 
положенія  функція  у  столько  имоетЪ  наибольшихЪ  или  наимень- 
шихЪ   величинЪ ,    сколько   число  я  —  і  содержите   вЪ  себЬ  единицЪ 

(  ч.  і5і),  то  надлежитЪ  ,  чтобы  уравненіе  ^х~о,  определяющее  сіи 
величины  ,  столько  же  имоло  дЬйствительныхЪ  корней ,  и  потому 
всЬ  корни  его  будутЪ  действительные  ;  откуда  вЪ  тоже  время  яв- 
ствуетЪ,  что  функція  у  болЬе  нежели  я  —  і  наибольшихЪ  или  наи- 
меньшихЪ  величинЪ  имЬгпь  не  можетЪ.  И  такЪ  отсюда  мы  произ- 
водимЪ  напослодокЪ  следующее  правило  :. 

Естьли  уравненіе  у~о  всЬ  корни  будетЪ  имЪтпь  дЬйствитель- 

А.у 

ные,  то  и  уравнение  ^  — 0  ВСЬ  же  корни  будетЪ  имЬшь  действительные. 

И  обратно,  естьли  уравненіе  ~  о  не  всЪ  корни  будетЪ  иметь  дей- 
ствительные, то  и  уравненіе  У—О  не  всЬ  же  корни  будетЪ  иімЬть  дей- 
ствительные. 

СверхЪ  того,  поелику  между  каждыми  двумя  действительными 
корнями  уравненія  у  ~  о  имеетЪ  мбсто  случай  ,  вЪ  которомЪ  функ- 
ция у  будетЪ  иметь  наибольшую  или  наименьшую  величину  ,  то 
следуетЪ ,   что  когда  уравненіе  у~о  имеетЪ  два  действительные 

іу 

корня,  тогда  уравненіе  V-  ~  о  по  необходимости  будетЪ  иметь  одинЪ 


3^3 


действительный  корень;  равнымЪ  образомЪ  ,   когда  уравненіе  ушо 

Лу 

жмЬетЪ  три  действительные  корня,  тогда  уравнение  -г- ;  навЬрное  бу- 

детЪ  имЬть  два  действительные   корня ,    и  вообще  когда  уравненіе 

йу 

у  —  о  имЬетЪ    т  действительныхЪ  корней  ,  тогда  уравненіе       —  о 

но  крайней  мЬрЬ  будетЪ   имЬть  т  —  і  дЬйствитёльныхЪ  корней.  И 

іу 

обратно  ,  естьли  уравненіе      ~  о  имЬегпЪ  менЬе  т  —  і  действитель- 
ныхЪ корней  ,   то  уравненіе  у  ~  о  будетЪ  имЬть  менЬе   т  действи- 
ем 

тельныхЪ  корней.  Но  между  тІэмЪ  изЪ  того  ,  что  уравненіе  —  о 
имЪетЪ  действительные  корни  ,  ни  мало  не  следуетЪ,  что  бы  урав- 
неніе  у  ~  о  имбло  какой  либо  действительный  корень;  ибо  случить- 
ся можегпЪ ,  что  при  всехЪ  действительныхЪ  корняхЪ  уравненія 
йу 

^  ~  о  веб  корни   уравненія  у  ~  о   будутЪ  мнимые. 

Мы  здесь  заметимЪ,  что  поелику  число  действительныхЪ  корней 

уравненія  у~о  не  можетЪ  быть  более  ту  когда  число  действительныхЪ 

А.у 

корней  уравненія  ах~о  будетЪ  т  —  і,  то  изЪ  того  слЪдуетЪ ,  что  чи- 
сло мнимыхЪ  корней  уравненія  у — о  не  можетЪ  быть  менЪе  п — т,  когда 
число  мнимыхЪ  корней  уравненія^  ~  о   будетЪ    («  —  і)  —  [т — і)  ~ 

я  —  тл  то  есть  уравненіе  у  ~  о   по  меньшей   мбрб  столько  же  мни- 

<іу 

мыхЪ  корней  имЬетЪ  ,  сколько  и  уравненіе  т>  ~  о  ;  по  меньшей  же 
мЬре  говорю  потому  ,  чаю  случишься  можетЪ  ,  что  уравненіе  у  ~  о 
и  более  мнимыхЪ  "корней  имбть  будетЪ. 

(і53.)    И  такЪ  по  числу  действительныхЪ   корней  уравненія 

іу 

:го  не  иначе  можно  заключить  о  числе  действительныхЪ  корней  урав- 

ненія  у  ~  о,  какЪ  развЪ  сЪ  присовокуиленіемЪ  предЪидущаго   условія  , 

то  есть  чтобы  наибольшая  и  наименьшія  величины  функціи  у  были 

попеременно  поло  жите  льны  я  и  отрицательны  я.  ВЪ  самомЪ  дЪлЬ  , 

положимЪ,  что  ссу  С,  у,  а  и  проч.  суть  действительные  корни  уравненія 
іу 

4~~о,  между  коими  ее  есть  самый  болыпій,  а  прочіе  следуютЪ  по 
порядку  ихЪ  величинЪ;  и  пусть  по  постановленіи  сихЪ  корней  вме- 
сто х,  соответствующая  имЪ  наиболъшія  или  наименъшія  величины 
функціи   у  будутЪ  попеременно   положительныя   и  отрицательныя. 
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ИзвЪсгпно>  что  функція  у  при  ЕеличинЬ  самаго   большаго  корня  х  ~  ос 

сіу 

уравненія  ^х  —  °  получитЪ  величину  наименьшую  {ч.  і42)і  почему 
есаіьли  величина  сія  будетЪ  отрицательная  ,  какЪ  то  быть  должен- 
ствуешЪ  ,  когда  уразненіе  у  ~  о  имЬегпЪ  всЪ  корни  дЪйстЕишель- 
ные  (ч.  і5і),  то  надлежитЪ  ,  чтобы  функція  у  прежде  гдЪ  ниесть 
была  ~  о,  и  потому  тогда  уравнекіе  у  ~  о  будетЪ  имЬть  действи- 
тельный корень  х  ^>  ос.  Естьли  же  при  функція  у  примеліЪ  поло- 
жительную величину,  то  иримІчаемЪ,  что  она  прежде  не  могла  быть 
меньшею,  потому  что  вЪ  противномЪ  случай  прежде,  нежели  *  умень- 
шится до  того,  что  сдЬлается  ~я>  она  имЬла  бы  наименьшую  величи- 
ну, что  противно  положенію;  и  такЪ  находимЪ,  что  тогда  уравненіе  }МГО 
не  будетЪ  имЬть  никакого  дЪйстЕительнаго  корня  х^=>х- 


ПоложимЪ,  что  вЪ  случаЬ 


будетЪ 


X  ~  ОС 

А 

X  ~  ^ 

У  — 

В 

х  ~у 

У  — 

с 

х~  $ 

У  — 

в 

х~е 

в 

и  проч.    и  проч. 

ВидЪли ,  что  естьли  А  величина  положительная,  то  уравненіе  у  —  • 
не  будешЪ  имЬть  никакого  дЬйствйшельнаго  корня  х  ^>  ос;  но  естьли  А 
величина  отрицательная,  то  уравненіе  у~іо  будетЪ  имЬть  одинЪ  дей- 
ствительный корень  х  ^>  сс.  Но  извЬстко,  что  естьли  А  наименьшая 
величина,  то  В  будешЪ  наибольшая  (ч.  і42)>  и  потому  естьли  А  положи- 
тельная величина,  шо  и  В  будетЪ  положительная  же,  чего  ради  между 
пределами  «  иС  никакого  дЬйствишелънаго  корня  уравненія  у~о  быть 
не  гложетЪ.  И  такЪ  естьли  сіе  уравпеніе  не  имЬегаЪ  дЬйствйшельнаго 
корня  большаго  оі9  то  оно  не  можетЪ  имЬть  такЪ  же  дЬйствительнаго 
корня  и  большаго  С  НапротивЪ  того,  естьли  А  отрицательная  ве- 
личина ,  вЪ  кошоро.мЪ  случаЬ  уравнекіе  у  ~  о  имоетЪ  действитель- 
ный корень  х  ^>  ос  ,  и  В  положительная  ,  то  уравненіе  у  ~  о  будешЪ 
имЬѵвь  корень  х^>С;  естьли  же  В  будетЪ  отрицательная  величина, 
то  между  ос  и  ^  никакого  дЬйствйшельнаго  корня  содержаться  не  мо- 
жетЪ. ПотомЪ,  поелику  В  есть  наибольшая  величина,  шо  С  будетЪ 


наименьшая  ;  чего  ради,  естьли  В  отрицательная,  то  С  будетЪ 
отрицательная  (ч.  іфэ  и  і5і),  и  потому  вЪ  семЪ  случай  между 
Сиу  никакого  дЬйствительнаго  корня  содержаться  не  будетЪ  ; 
вЪ  случаЪ  же  величины  В  положительной  и  С  отрицательной,  между 
С  и  у  действительный  корень  содержаться  будетЪ,  и  никакого  корня 
существовать  не  будетЪ,  когда  величина  С  положительная.  Разсуж- 
деніе  сіе  весьма  удобно  разпространить  можно  и  далЪе. 

И  такимЪ  образомЪ  уравненіе  у  — о  будетЪ  имЪть  одинЪ  дей- 
ствительный корень,  содержащійся 


между  пределами 


естьли  имЬетЪ 


и  а 

А 

знакЪ  — 

«  и  С 

А 

и 

в 

знакЪ 

Сну 

В 

•    -  #". 

и 

с 

У  и  (| 

С 

и 

Б 

•    •  4- 

$  и  ? 

Б 

.    .  -+- 

и 

Е 

и  проч. 

и  проч. 

И  обратно  уравненіе  у  —  о  не  будетЪ  имЪть  никакого  дЬйствитель- 
наго корня  ,  содержащегося 

между  пределами   естьли  не  имЬетЪ 


и  а, 

А 

знака  — 

а 

и  6" 

А 

.    —  и 

в 

й 

и  у 

В 

± 

С 

У 

и  $ 

С 

.   —  и 

<$ 

И  8 

Е> 

.    .    ~\-  и 

Е 

и 

проч. 

и  проч. 

И  такЪ  посредстзомЪ  сихЪ  правилЪ  изЪ  корней  уравнеяія  ^  ~  о, 
естьли  оные  будутЪ  извЬстны  ,  не  только  число  дЪйствительныхЪ 
корней  уравненія  у  ~  о  определится  ,  но  даже  будутЪ  известны 
и  предЪлы  у  мея^ду  коими  каждый  изЪ  сихЪ  послЬднизьЪ  корней  со-- 
держится. 

Пусть,  напрьгмЪрЪ,  предложено  будетЪ  уравненіе  х4 — і4л2|-24# 
—  12  ~  о  ;  требуется  узнать,  имЬетЪ  ли  оно  действительные  корни^ 
и  буде  имЪетЪ,  то  сколько? 


Зоб  — 


Дифференціальное  уравненіе  -^-  —  о  будетЪ 

4*3  —  2Йх  -+-  24  —  °  или  *3  —  7х  ~і~  6  ~  о, 
и  корни  его  сушь  і,  а  и-3,  которые  разположенные  по  порядку  нхЪ 
величинЪ, 

даютЪ  и  оттуда 
а  Щ    а     А  —  -—  4 
С  =    і     В  —  —  і 
у—  —  3     С  =  — 129. 
Чего  ради,  по  причин^  что  величина  А  есть  отрицательная,  предло- 
женное  уравненіе  будетЪ  име.ть  действительный  корень  х  ^>2  ;  но 
по  причине  что  и  величина  В  отрицательная  \  оное  не  будетЪ  иметь 
дЬйствительнаго  корня  ни  между  пределами  а  и  і,  ниже  между  пре- 
дЬлами  і  и  —  3.    Между  тЬмЪ  ,  естьли  отЪ  х~—  3,  когда  С — — 129, 
станемЪ  количество  х  безпредольно  уменьшать  ,  или  собственно  го- 
воря, отрицательно    увеличивать  ,  то  у  увеличится  положительно 
такЪ,  что  превзойдетЪ  всякую  по  произволенію  данную  величину  по- 
чему необходимо  долженЪ  быть  действительный  корень,  содержащей- 
ся между    пределами  — 3  и  —  со;  и  такимЪ  образомЪ  предложенное 
уравненіе  будетЪ  имЬть  два  действительные  корня,  изЪ  коихЪ  одинЪ 
»     а  ,  а  другоіі  х  <^  — 3,  то  есть  собственно  — х  ^>  — 3;  прочіе  же 
два  корня  сего  уравненія  будутЪ  мнимые. 

Мы  здесь  замотимЪ,  что  естьли  предложенное  уравненіе  бу- 
детЪ четной  степени ,  то  последняя  наибольшая  или  наименьшая 
величина  (какЪ  вЪ  семЪ  примере  С~  129)  показываетЪ  дЬйстви- 
тельный корень,  когда  она  будетЪ  отрицательная,  и  мнимый,  когда 
она  будетЪ  положительная.  Но  естьли  уравненіе  будетЪ  нечетной 
степени,  то,  поелику  полагая  х  — ѵ- ,  имеемЪ  и  у — — со,  последняя 
наибольшая  или  наименьшая  величина  показываетЪ  действитель- 
ный корень,  когда  она  будетЪ  положительная  ,  и  мнимый  ,  когда  бу- 
детЪ отрицательная. 

Еще  замЬтимЪ  ,  что  естьли  которая  ниесгпь  изЪ  величинЪ 
А,  В,  С)  Б  и  проч.  выдетЪ  ~о,  то  для  каждой  таковой  величины 
уравненіе  у~о  будетЪ  иметь  два  равные  корня.  ТэкЪ  естьли  А~о, 
то  уравненіе  у~о  будетЪ  иметь  два  корня  ~«;  естьли  В  ~  о,  то 


/ 
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оно  будетЪ  иметь  два1  корня         и  проч.    Ибо,  такЪ  какЪ  для  сего 

фу 

уранненіе  у~о  сЪ  уравненіемЪ  ѵ-  —о  будетЪ  иметь  одинЪ  общій  ко- 
рень,   то  вЪ  слодствіе  доказаннаго    предЪ  симЪ    (ч.  і36)  уравненіе 

^~о  будетЪ  иметь  дза  равные  таковые  корня. 

йу 

Есіпьли  же  уравненіе  щ  о  имоетЪ  корни  равные,  и  притомЪ 
вЪ  четномЪ  число ,  то  ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины 
функціи  у  не  получится  (ч.  1З9),  и  потому  равные  корни  сего  ураз- 

ненія  вЪ  четномЪ  число  нренебрежены  быть  могутЪ.  Но  есгаьли  чи- 

Лу 

ело  равныхЪ  корней  ураЕненія  —  о  будетЪ  нечетное,  то  всЪ  оные, 
кроме  одного  ,  презрены  быть  могутЪ,  разве  когда  при  каждомЪ  изЪ 
нихЪ  самая  функція  у  сделается  ~  о.  Ибо  ,  естьли  сіе  послЬдуетЪ, 
то  и  уравненіе  у — о  будетЪ  иметь  равные  корни,  и  притомЪ  однимЪ 

больше.  ТакЪ,  естьли  ^~Х(х — сс)п,  то  есть  естьли  уравненіе  т-  ~  о 
имоетЪ  я  корней  равныхЪ  се,  то  уравненіе  у~о  будетЪ  иметь  п  \-\ 
корней  равныхЪ  «,  естьли  только  функція  у  обратится  вЪ  нуль, 
когда  положится  х  • —  п.. 

(і54-)    Выше  видели  (ч.  162),  что  естьли  какое  ниесть  урав- 

неніе 

у —  хп—  йхп_і+  Ьхп~2—  схп-3-+-Эхп~+—  и  проч.  —  о 
будетЪ  имЬть  все  корни  действительные ,    то  и  дифференциальное 
онаго  уравненіе 

%  —  пх4-1—  (и  —  і)лхп-*+  (»— 2>хи~3—  (й— 3>хп-4.-Ь  и  проч.—  о 
такЪ  же  будетЪ  иметь  все  корни  действительные  ;  но  обратно  , 
естьли  дифференциальное  уравненіе  имЪешЪ  все  корни  дойствитель- 
ные ,  то  не  слЬдуетЪ  ,  чтобы  все  корни  предложеннаго  уравненія 
были  действительные;  напротивЪ  же  того  е  лпьли  дифференциальное 
уравненіе  имЬетЪ  корни  мнимые  ,  то  навЪрное  заключить  можемЪ  , 
что  предложенное  уравненіе  по  меньшей  мЬрЬ  столько  же  мнимыхЪ 
корней  иметь  будетЪ. 

ПоложимЪ,  что  предложенное  уразненіе 

х*_  ах71-1-}-  Ьх*-2—  схп  ~  3-*-&*~4—  и  проч.  =  о 
имоетЪ  все  корни  действительные;  тогда,  поелику  дифференциальное 
уравненіе  перваго   порядка  имоетЪ  все  корни  действительные ,  бу- 
детЪ по  сей  самой  причине  и  дифференциальное  уравненіе  втораго  по- 
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рядка  имЪіпь  всЬ  корни  действительные  >  и  следовательно  такЪ  же 
будутЪ  и  дифференціальныя  уравненія  прочихЪ  порядковЪ  имЬть  всЬ 
корни  действительные,  уравненія  сіи  суть  слЪдующія  : 

пхп-г—(п—  Ойх^+^й  — 2),^-3_(„_3>хп-4>-|-  и  проч.  =о, 
п{п~і)хп-2—{п-іХп~^ахп-^+{п—^\п—Ъ)Ьх^—  и  проч  —0) 

Я(я^-і)(«         2)ХП— 3   (И         1  )(й  —  2)  (я—  3>ХП— 4-Ь  И  Проч.  —О, 

»(»— і)(в— й)(?і-3)хті— 4—  (я— 1)(«— 2)(и— 3)(я— 4>*№_5Н-  и  проч.— а 

и  проч., 

кои  удобно  приведены  быть  могутЪ  кЪ  симЪ  видамЪ  : 

X      _    л_ЙХ     ^__^__^п   4  ^ч-ипроч.=о, 

*  Г"**     *»»  ^-4.-*Г  п{п-1\п-1)  С*  и  проч.  =0, 

*  п~ах     ^   п(п-,Г^  '*     7Ч-  и  проч. —о 

и  проч. 

И  такЪ,  поступая  такимЪ  образомЪ  ,  мы  можемЪ  всякое  урав- 
неніе  обратить  вЪ  другое  данной  нижшей  степени  противу  предложен- 
наго.  ТакЪ  естьли  т  будетЪ  какое  ниесть  целое  число  меньшее  я,  то, 
когда  предложенное  ураЕненіе  всЪ  корни  имЬетЪ  действительные,  бу- 
детЪ и  следующее  уравненіе  иметь  веб  корни  такЪ  же  действи- 
тельные 

™     т  т(т—  і)    _    _      т(т—  іУт—  2)    _    ,  , 

хт  ахт~ 1  4-  -~——.Ьхт—г-  7  Гг  V*     3  4"  и  проч.  гг  о. 

п  п(п.— і)  п(п  —  ідл  —  2)  '  г  — 

Чего  ради,  естьли  положимЪ  ;я  ~  2  ,  то  произойдетЪ  уравненіе 

і  *  4**1  ( '   ,  .іяу,  • ,     2  '  а.і    ...    -  .  .  > 


а       _   7і^/і  —  і ;  ' 
коего  корни  долженствуютЪ    быть  действительные  ,    когда  предло- 
женное уравненіе 

хп      ахп~г  4-  Ьхп~2 —  схп~~3  +  и  проч.  ~  о 
все  корни  имЪетЪ  действительные. 

.  Но  какЪ  оное    квадратное    уравненіе    не  можетЪ  иметь  дбй- 

ствительныхЪ  корней,  естьли  не  будетЪ  ^  р>  п^п__1^  >  то  слЪдуетЪ 
изЪ  того,  что  все  корни  предложеннаго  уравненія  не  иначе  могутЪ 

быть  действительные,  какЪ  когда  будетЪ  а2  ^>  ^г^Н  чего  ради  естьли 


—  329  — 


9П 

будетЪ  йг<^  то  с*е  послужитЪ  ворнымЪ  знакомЪ  ,  что  предло- 

женнаго  уравненія  по  меньшей  мЬрЬ  два  корня  будутЪ  мнимые  ;  ибо 
выше  видЪли  ,  что  предложенное  уравненіе  у  о  по  меньшей  мЪрЪ 
столько  же  мнимыхЪ  корней  имЬетЪ,  сколько  оныхЪ  имЬетЪ  диффе- 

ренціальное  уравненіе      ~  о  ,   а  по  сей  самой  причин!»  сіе  дифферен- 

ціальное  уравненіе  ~  о  по  меньшей  морЬ  столько  же  мнимьіхЬ  кор- 
ней имЬетЪ,  сколько  оныхЪ  имЬетЪ  дифференціальное  уравненіе  вшо- 

раго  порядка  -т^  ~  о]    и  шакЪ  далЪе    даже    до  уразненія  х  —  -  ях 

2.1 

Ф  —  о. 


п(а—  іу 

Отсюда  явствуетЪ,  что  естьли  вЪ  предложенномЪ  уравненіи 
хп ~  ах71-1  +  Ьхп~2  —  схп~3  ■+■  Эх"—*  _  и  проч.  =  о 
втораго  члена  ахп    1   недоставать  будетЪ   и  предстоящее  треть  я  го 
члена  будетЪ  положительное  ;  то  уравненіе  не  можетЪ  иметь  всЬхЪ 
корней    дЪйствительныхЪ  ,    но  по  меньшей  мЬрЬ  будетЪ  имЪть  два 
корня  мнимые. 

(і55.)  Таковые  же  признаки  произвести  можно  и  посредетвомЪ 
предстоящихЪ  слЬдующихЪ  членовЪ. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ  ,  положимЪ  х  —  предложенное  уравненіе  у  ~  о 
сдЬлается 

і  —  а%      /)г2  —  съ3  -+-        —  с&  Н-  и  проч.  ~  о  , 
коего  корни  сЪ  прежними   суть  взаимные,  и  потому  всЬ  суть  дей- 
ствительные ,  естьли  корни  предложеннаго  уравненія  у  ~  о   всЪ  бу- 
дутЪ действительные,    И  такЪ   естьл-и  онаго   взаимнаго  уравнеяія 
возмется  дифференціалЪ ,  то  получится  уравненіе 

—  а  +  аЬа  —  Зсг2  +  І^д^  — 5еъ4  -+-  и  проч.  — о  , 
коего  всЬ  корни  суть  возможные. 

Поставляя  вЪ  семЪ  уравненіи  —  вмЪсто      ,  найдется  уравненіе 
ах71-1  —  2Ьхп~2  +  Зіхп-3  _  \дхп-*  -Ь  и  проч.  ~  о  , 
коего  всЬ  корни  такЪ  же  дЪйствительные,  естьли  корни  предложен- 
наго уравненія  у~о  будутЪ  таковые  же. 

ВзявЪ  же  сего  уравненія  по  порядку  слЬдующіе  дифференпДалы> 
мы  будемЪ  имЬть 

4« 
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и 

проч. 

=  ° » 

- 

и 

проч. 

—  о, 

и 

проч. 

П  —  I  (п  —  г)(«  —  2) 

П.         I  (п  —  I  ДЛ  —  2) 

и  вообще,  означая  чрезЪ  т  число  меньшее  «,  получимЪ 

Есшьли  положимЪ  »;  —  2  ,  то  сіе  последнее  уравкеяіе  сделается 

4  6. 

д.ѵ  Ъх  ■+-  т  л? — \с  ° ; 

Л—  1  {п-г  ОС'1- -) 

и  чтобы  корни  онаго  были  действительные,  то  надлежит!),  чтобы 

4^2  бес  ,       з(я—  О 

Сыло  (^"р  ^    -  і^О--)  или  "(п~-~-)ас'    Почему  естьли  предложен- 

ное уравнение  ѵігіо  все  корни  имоетЪ  дойсшЕителькь  е,  то  условіе  сіе 

непременно  мосгпо  иметь  бѵдетЪ;  но  есшьли  #2<^  ^гг~~ о'  г>  шо  предло- 
жекное  уравненіе  по  меньшей  море  будещЪ  иметь  два  корня  мнимые. 
II  шакЪ  ,  вЪ  случаи  корней  дойсшвптельныхЪ  , 
есшьли   я  ~  3  ,  шо  будетЪ  Ь2  ^>  д>и  , 
  ,  .  3-3 

я    :  4-    .    .    .    .    #  ^>  ~а:  у 

п~5     .     .     .  Ь2  Ъ>  —4ас 

и  такЪ  далее. 

Чтобы  сін  признаки  разпространить  и  на  адедующія  предстоя- 
щія,  шо  дифференціальнаго  лгравненія 

—  а  -р  ъЬх,  —  Зг^2  -г  —  Ъсъ*  -4-  и  проч.  ~  о 

возмемЪ  еще  дифференціалЪ  ,  и  мы  будемЪ  иметь 

чЬ  —  6«і      іід^Г  —  йоге3  —  н  проч.  —  о, 
которое,  по  постаноЕЛенін  —  вместо  %  ,  сделается 

Ьх'1-2—  Зсхп~  3  Ч-6дхп-1—  іо^*-^4-  и  проч.  —  о. 
ВзявЪ  же  сего  уравненія  по  порядку  слодующіе  дифференціалы, 
мы  будемЪ  иметь 

У— І-Г4*      =       («т^Іа-з)9*     '-«проч.  =о, 
Ь     «  —  — -««  5-+— („-^-зЗ  6—  и  проч.  —о, 

и  Еообще 
і  т        "?т     т— і        6т(т  — ?) 
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И  естьли  положимЪ  т  гг.  2  ,  то  произойдетЪ  квадратное  уравненіе 

коего  корни  будугаЪ  действительные,  естьли  ^  ^І_2^д_'3^^ 

или  с2  ^>  з^ІГ^у^^*  Почему  естьли  предложенное  уракненіе  всЬ  корни 
иыоетЪ  действительные,  то  будетЪ  с2  но  естьли  сіе  усло- 

вие мЬста  не  имБетЪ  ,  то  уравненіе  наверное  до  меньшей  мЪрЪ  два 
мііимые  корня  имЬшь  будетЪ. 

Естьли  теперь  дифференнДальнаго  уравненія 

ъЬ  —  6Ѵ5  т-  іядх,2 —  20ГС3  +  и  проч.  гг.  о 
возмемЪ  еще  ді-фференціалЪ,  то  получимЪ 

—  6с  Т  —  бое*.2  -|-  ігэД3  —  и  проч.  —  о, 

или 

с  —  ^Эа  +  ю^2  —  2оД,3  и-  и  проч.  Г_г  о, 

которое,  по-поспшновленіи  —  вмЪсто  сделается 

схЦт~3  —  $дх*~~ 4  н-  іОі-х71-5  —  20'.чп— 6  -г-  и  проч.  ГГ  о. 
ВзявЪ   же  сего  ураененія   по  порядку  слЪдующіе  дифференціалы ,  мы 
будемЪ  имЁшь 

г.ѵ     •  ах     3~т~~г       ѵ  >  ех       —  и  проч.   о, 

.-х*"5  -  Элп_б-|-—  Лхп~7~  и  проч.  —  о, 

и  вообще 

^7~~^^-\  +  -  и  проч.  =о. 

И  естьли  положимЪ  тй  —  2,  то  произойдешь  квадратное  уравненіе 

2        4  2  Л     1  102 

ГХ"  с/ X  — г-  7  ѵлГ" — ле  —  о  , 

і-3        '  0--і)і>-4) 


коего  корни  будутЪ  действительные,  естьли  ^п^у-  ^Ы~і)0^4) 

(і5б.)  ИзЪ  сего  довольно  уже  явствуетЪ,  каково  есть  отноше- 
ніе  всЪхЪ  предстоящнхЪ  предложенная  уравненія 

хп  —  ах4'1      кхи~"~  —  <-*п~3  4-  дхп~*  —  ехп~~ 5       и  ироч.  ~  о  , 
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когда  оное  ийЪетаЪ  всЪ  корни  дшісшвигпельные  ;  а  именно  вЪ  случай 

таковыхЪ  корней  всегда  будетЪ 

а2  Ъ>  — ,  ф  , 

•    і  ( п.—  і )  ' 


.с  «1  З(п-і) 
*    Р*  Т  \аС  » 

*       2(П  — 2)  7 

.  60-4) 

и    такЪ  далЪе. 

Между  іпЬмЪ  ,  хотябы  вЪ  семЪ  уравненіи  всЪ  оныя  уславія  имЬли 
мгісто,  однакожЪ  изЪ  того  не  слЬдуетЪ,  чтобы  вЪ  немЪ  какой  либо 
корень  былЪ  действительный ,  потому  что  по  действительности 
корней  дифференціальныхЪ  уравнеиій  о  действительности  корней 
предложеннаго  уравненія  ничего  заключить  не  можно  (ч.  162)^  такЪ 
что  случиться  можетЪ  ,  что  при  всЪхЪ  оныхЪ  условіяхЪ  всЬ  корни 
сего  уравненія  будугпЪ  мнимые.  НапротивЪ  того  естьли  одного 
котораго  ниесть  изЪ  сихЪ  условій  недоставать  будетЪ,  то  і  редложен- 
кое  уравненіе  по  меньшей  мЬрЬ  два  мнимые  корня  имЬть  будетЪ;  по- 
чему естьли  изЪ  оныхЪ  условій  сколько  ниесть  такихЪ  недоставать 
буд<  іпЪ  ,  которыя  взаимно  одно  отЪ  другихЪ  не  зависятЪ,  то  уравне- 
ніе  сіе  столько  же  мнимыхЪ  корней,  взятыхЪ  по  два,  имЬть  будетЪ» 

Необходимость  сего  заключенія  подтверждается  тЬмЪ  самымЪ, 
что  не  каждое  изЪ  тЪхЪ  условій  ,  которыхЪ  недоставать  будетЪ , 
означать  можетЪ  особые  два  мнимые  корня.  Ибо,  такЪ  какЪ  вЪ  урав- 
неніи  степени  п  число  членовЪ  ~  п~\-  1  ,  и  для  каждаго  изЪ  нихЪ  , 
кромЪ  перваго  и  послЬдкяго  ,  составлено  г  быть  можетЪ  условіе  ,  то 
число  всЬхЪ  условій~и — і;  почему  естьли  бы  на  каждое  изЪ  оныхЪ, 
когда  его  недоставать  будетЪ  ,  было  два  мнимые  корня,  то  бы  урав- 
нение имЬло  іи —  2  мнимыхЪ  корней  \  что  не  возмояіно>  потому  что 
оное  всЪхЪ  на  всѢхЪ  только  п  корней  имЬетЪ. 

И  такЪ    случишься   можетЪ ,    что  хотя  одно  недостающее 
условіе  всегда  даетЪ  два  мнимые  корня,  однако  и  два  таковыя  условія 
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не  больше  же  мнимыхЪ  корней  показывагоіпЪ;  почему  смотротпь  надле- 
жишЪ,  смЪжны  ли  сіи  два  условія  или  нЬтпЪ:  вЪ  первомЪ  случао  число 
мнимыхЪ  корней  не  увеличится,  потому  что  условія  изЪ  тЬхЪ  ясе.буквЪ 
составлены,  и  следовательно  суть  взаимно  зависящія;  вЪ  другомЪ  же 
случаЪ  каждое  изЪ  оныхЪ  условій  покажетЪ  два  мнимые  корня,  потому 
чшовЪоныхЪ  совсЪмЪ  различныя  буквы  находятся,  и  следовательно  суть 

взаимно  независящая.    ТакЪ,  хотябы  и  было  а1      —,  ф  и  #2<?  ѵ  хяі% 

.  '  1  і.[п—  I)  ^  2(іг— г)  7 

однако  изЪ  того  не  слЪдуетЪ  еще  ,  чтобы  условія  сіи  но  необходи- 
мости четыре  мнимые  корня  показывали  ,  но  то  и  другое  можетЪ 
быть    тЬ  же  два   мнимые    корня   означаетЪ.     Но   естьли  будетЪ 

д*  <  Ц^Ц.  и  ^<з[~Г7^»  когАа  >  Іу"  >  шо  четыре  мни. 
мые  корня  мЬсто  им'Ьшь  будутЪ.. 

Отсюда  произведено  следующее  для  узканія  мнимыхЪ  кор- 
ней правило: 

НадЪ  каждымЪ  членомЪ  предложеннаго  уравненія ,  кроме  пер- 

ваго  и  пѳсліздняго,  напиши  найденныя  предЪ  симЪ  предстоящія  усло- 

2.П           з(*-і)              я)  _ 

вш  Т^Г~Г)  >  '  зс^з)  и>  про4- '  какЪ  ЯВСтвУеіТіЪ  : 

 2п__       %(п— х)     4(п  —  2)     5(ге— з) 

ь(:а-і)       <П-2)      з(гг-з)  ипроч. 
Хп  —  ахп~1  +        -*  —       -3  4-  Эл-П-+  —  и  проч.  —  О. 

ПотомЪ  разсмотри  квадратЪ  каждаго  предсшоящаго  уравненія  ,  боль- 
ше ли  омЪ  или  меньше  написанной  надЪ  его  членом Ь  дроби  ,  умно- 
женной на  произведете  прилежащихЪ  кЪ  нему  предсшоящихЪ:  вЪ  пер- 
вомЪ случаЬ  предЪ  членомЪ  напиіни  знакЪ  -\-у  а  вЪ  другомЪ  знакЪ — ; 
предЪ  первымЪ  же  и  послЬднимЪ  членами  всегда  ставь  знакЪ  -\-  • 
По  сдЪлакіи  чего  должно  почитать,  что  сколько  встретится  пере- 
мене сихЪ  написанныхЪ  знаковЪ  ,  столько  же  уравненіе  по  меньшей 
мЬрЬ  будетЪ  иметь  мнимыхЪ  корней. 

Но  признаться  должно,  что  правило  сіе,  открытое  Нюто- 
номЪ,  не  редко  даетЪ  менее  мнимыхЪ  корней,  нежели  сколько  предло- 
женное уравненіе  оныхЪ  имеетЪ, 

(167.)  ИзЪ  техЪ  же  самыхЪ  началЪ  можно  произвести  и  пра- 
вило Декартово  ,  состоящее  вЪ  томЪ  ,  что  всякое  уравнение  ,  коего 
корни   суть  действительные ,   имеетЪ  изЪ  оныхЪ  спюлько  положй-. 
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телвныхЪ,  сколько  находится  перемонЪ  знаковЪ,  и  столько  отрица- 
тельныхЪ,  сколько  обрЬтается  послЬдованій  того  же  знака. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ,  положимЪ,  чшо  предложенное  уравненіе 
хѣ  — а  х71-1  -і-  Ьхп  -2  —  схп  -1  +  Эхп— *  —  и  проч.  —  о 
имЪетЪ  всЬ  корни  действительные  и  положительные;  изЬ  предЪиду- 
щаго  явсіпвуетЪ  .,  что  и  дифференциальное  онаго  уравненіе 
пхп— 2  _  («  -  і^хи— 3  н~  (я  —  а)*ж*-*  —  (к  —  Ъ)схѣ— 4      и  проч.  ~  о 
будетЪ   имЬть  всЬ  же    корни   действительные  и  положительные  (ч. 
і5і  и  іба);  и  по  сей  самой   причине  всо  слЪдуюіція  дифференціаль- 
ныя  уравненія,  коихЪ  общій  видЪ  есть  (ч.  1 53) 

я  -      я(іг  —  і)  п(п  — —  2)  1  1         —  * 

будутЪ  имЬть  всЬ  же  корни  действительные   и  положительные. 

г  1 

И   естьли    положимЪ    х  ~  — ,  то  и  взаимное  уравненіе 
1  —  ах>  -\-       —        -і  дъ*  —  и  проч.  ~  о 

будетЪ  имЬть  всЪ  корни  действительные  и  положительные,  и  по- 
тому іпакЪ  же  и  дифференціадьныя  его  ураЕкенія,  каковы  суть 
(ч.  і54>": 

ЛАт___^-І  ^_  ^„«-а  _  и  проч.   г  0  , 

П  — 2.  •    (п  —  2)[П—  З]  1    » 

ід  такЪ  далЬе  , 

будутЪ  иметь  всЪ  же  корни  действительные  и  положительные. 

И  такЪ  полагая  т  ~  і  ,  получатся  уравненія  первой  степени 


і 

х  т —  ~а 


» 


п 

лх  ~Ь  ~  о , 

я—  і    —  » 

1  з   

р  х  <г     о  , 

гх   Э~  о  • 

л—  з    7 

Эх  - —    5  г  —  о 

п—  4 


и  гаакЪ  далЬе, 

кок  веЬ  будутЪ   иметь   действительные   и  положительные  корни, 


—  335  - 

есшьли  предложенное  гравненіе  таковые  же  корни  имЪетЪ.  Почему 
естьли  которое  ииесть  изЪ  смхЪ  уравненій  будетЪ  имЪть  отри- 
цательный корень  ,  шо  и  предложенное  уравненіе  будетЪ  имЬть 
по  крайней  мЬрЪ  одинЪ  таковый  же  коренц  и  какЪ  уравненія  сіи  суть 
взаимно  независящая,  то  сколько  изЪ  нихЪ  будетЪ  имЪющихЪ  отрица- 
тельные корни,  столько  же  и  предложенное  уравненіе  будетЪ  имЬть 
таковыхЪ  же  корней. 

Отсг.да  явствуетЪ  ,  что  естьли  предложенное  уравненів 
имЪепіЪ  всЬ  корни  положительные  ,  то  ,  вЪ  слЪдствіе  перваго  изЪ 
урдвпеній  первой  степени  ,  предстоящее  втораго  члена  а  ,  какЪ  ~ 
-г  йх.і  будетЪ  иглЪть  знакЪ  — ,  какЪ  то  мы  положили;  и  потому 
естьли  оное  предстоящее  будетЪ  имЬть  знакЪ  пю  по  необходи- 
мости предложенное  уравнение  не  псь  корни  будетЪ  имЬть  положи- 
тельные, но  по  крайней  мЬрТэ  одинЪ  изЪ  нихЪ  будетЪ  отрицательный. 

ТакЪ  же  явствуетЪ  ,  что  естьли  остающіеся  за  тЬмЪ  всЬ 
корни  предложеннаго  уравненія  суть  полоя^шггельные  ,  то,  вЪ  слЬд,- 
ствіе  втораго  изЪ  уразненій  первой  степени,  предстоящее  третьяго 

члена  Ь  ,  какЪ  —  ах9  сЪ  предсгпоящимЪ  втораго  а  будетЪ  иметь 

различные  знаки;  и  потому  естьли  сін  два  члена  будутЪ  имЬть  зна- 
ки одинакіе  ,  то  предложенное  уравнение  будетЪ  имЬть  по  крайней 
мЪрЬ  еще  одинЪ  отрицательный  корень. 

РавньшЪ  образомЪ  явствуетЪ,  что  естьли  остающееся  и  за 
тЬмЪ  всЬ  корпи  предложеннаго  уразпенія  суть  положительные  ,  то, 
вЪ  слІЬдствіе  третьяго  пзЪ  уравкеній  первой  степени,  предстоящее 

четвертаго  члена  су  какЪ  ~~  'Ъі ,    сЪ   предстоящимЪ   третьяго  Ь 

будутЪ  имЬть  различные  знаки  ;  и  потому  естьли  сіи  два  члена  бу- 
дутЪ имішгь  знаки  одинакіе  ,  то  предложенное  уравненіе  будетЪ 
имЬть  по  крайней  мЬрЬ  еще  одинЪ  отрицательный  корень. 

И  такЪ  всегда  далЬе,  естьли  два  какіе  ниесть  смЬжные  члена 
сопровождены  будутЪ  одинакиг^н  знаками,  то  одинЪ  корень  выдетЪ 
отрицательный;  и  потому  сколько  будетЪ  послед  )  а  'ій  тото  же  зна- 
ка ,  столько  же  по  крайней  мпрЬ  предложенное  уравнете  будетЪ 
имЬть  корней  отрицательныхЪ,  поелику  игед.Ъидущ.ія  уравнения  пер- 
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вой  степени,  какЪ  взаимно  независящія ,  принадлежать  кЪ  различ- 
нымЪ  корнямЪ  предложенная  уравненія. 

И  естьли  положимЪ  ,  что  предложенное  уравненіе  всо  корни 
имЪетЪ  отрицательные  ,  то  всЬ  члены  должны  быть  сопровождены 
одинакими  знаками;  посему  естьли  два  смЬжные  члена  имЬютЪ  зна- 
ки различные,  то  будетЪ  по  крайней  мЬрЪ  одинЪ  корень  положитель- 
ный, и  потому  сколько  вЪ  уравненіи  встретится  перемЬнЪ  знаковЪ  , 
столько  же  по  крайней  мЬрЬ  находиться  будетпЪ  корней  положитель- 
ныхЪ. 

И  такЪ,  поелику  всякое  уравненіе  столько  имЪетЪ  корней , 
сколько  находится  сопряженій  смЬжныхЪ  двухЪ  знаковЪ,  отсюда  слЪ- 
дуетЪ,  что  всякое  уравненіе,  коего  всЬ  корни  суть  действительные, 
столько  имЬетЪ  положительныхЪ  корней  ,  сколько  находится  пере- 
мЬнЪ  смЪжныхЪ  знаковЪ,  и  столько  отрицательныхЪ ,  сколько  обрЬ- 
тается  послЪдованій  того  же  знаки. 

Никоторые  изобрЬтеніе  сего  правила,  вмЬспто  Декарта,  припи- 
сываютЪ  Гарріоту  ,  и  потому  называется  оно  такЪ  же  Гарріото- 
вымЪ  правиломЪ. 


ГЛАВА  III. 


О  веяИсИнахЬ  функцій  одною  лерелііннаго  колиіесіта,  которыя 
бЗ  нъкоторыхЪ  особенныхб  сл^аях'б  представляются  во  $г/ді 

неопредіяеннояіЪ. 

,  р 

(і58.")  Естпьли  функція  у  количества  х  будетЪ  дробная  —  та- 
ковая, что  числитель  и  знаменатель   ея  опіЪ  постановленія  вЪ  нихЪ 

вмЬсто  х  какой  ниесть  извЬстной  величины  а  купно  изчезаютЪ;  то 

•  Р 

»Ъ  такомЪ  случаЬ  величина  -^,  функцію  у  представляющая,  сделает- 
ся ~  °.  Явно  ,  что  таковое  выраженіе  ,  какЪ  могущее  быть  равно 
или  нулю  или  всякому  определенному  количеству  или  и  самой  безко- 
нечности ,  истинной  величины  функціи  у  вЪ  семЪ  случаЬ  вовсе  по- 
казать не  можетЪ;  и  потому  оная  такимЪ  образомЪ  представляется 
вЪ  видЬ  неопредЬленномЪ.  Между  тЬмЪ  однакожЪ  удобно  усмошрЬть 
можно,  что  какЪ,  кромЬ  сего  случая,  функція  у  всегда  опредЬленную 
величину  приемлетЪ  ,  то  и  вЪ  семЪ  самомЪ  случаЬ  величина  ея  не 
можетЪ  быть  неопределенная. 

В/ж  —  а)т 

ТакЪ  естьли  будетЪ  функція  у  ~  ^>  _  ,п  ,  гдЬ  К  и  5  суть 
функціи  количества  х,  множителя  х  —  а  вЪ  себЬ  не  заключающая  , 
то  положивЪ  х~а,  найдемЪ  у  ~  § ;  однакожЪ  истинная  величина 
функцДи  у  вЪ  семЪ  случаЬ  будетЪ  или  нуль  или  количество  опреде- 
ленное или  безконечность  ,  а  именно:  когда  т  ^>  п  ,  тогда  сдЬлается 
К(х  -  а)т~ п 

У~ — 2  ■       ,  и  вЪ  случаЬ  х  —  а  будетЪ  у  ~  о;  когда  же  »~  я,  то 

К.  А 
сдЬлается  у  ~  ^  ,  и  вЪ  случаЬ  х  ~  а  будетЪ  у  ~  гг гдЬ  А  и  В  суть 

количества,  вЪ  которыя  функціи  К  и  3  вЪ  семЪ  случаЬ  обращаются; 
и  напослЬдокЪ,  когда  т  <^  и,  тогда  сдЬлается  у  ~  сг       ™  тз  и  ^Ъ  слу- 

чаЬ  х~а  будетЪ  у — 

(і5д.)  Чтобы  найти  общее  правило  находить  истинную  вели- 
чину функцій  сего  рода,  то  мы  замЬтимЪ,  что  вЪ  томЪ  случаЬ  ,  вЪ 
которомЪ  функція  Р  или  ()  изчезаетЪ,  дифференциальное  ея  ошноше- 
ніе  можетЪ   принять  опредЬленную    величину ,   или  когда    вЪ  семЪ 
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самомЪ  случай  дифференциальное  ошношеніе  перваго  порядка  изчезаетЪ, 
тогда  дифференціальное  огаиошеніе  втораго  порядка  можегпЪ  принять 
определенную  величину,  и  такЪ  далЪе. 

ТакЪ,  нанримЬрЪ,  когда  положимЪ  Р~К(х — й),  то  будетЪ 
№— (х—  а)(ІК-уЫх  и 

ЙР  гіК.  .і 

ах     ѵ        'ах  ' 

гао  есть  вЪ  случаЬ  х~а  функція  Р  изчезаетЪ,  когда  напротивЪ  того 

..."  ЛЧ>     "  . 
дифференціальное  отношеніе  -тг  приемлетЪ  опредЬлеиную    величину  , 

и  именно  ту,  вЪ  которую  функція  К  вЪ  семЪ  случаЬ  обратится. 

РавнымЪ  образомЪ  когда  положимЪ  Ѵ~ах — Ьх ,  то  будетЪ 
4Р~ахахІѵ^.а — ЪхЫо^Ь  и 

^х~ах1о^.а  —  Ьх1о&.Ь, 
то  есть  вЪ  случай  х~о   сделается  Р^гд° — Ь°     і — і~о  ,  когда  напро- 
тивЪ того  будетЪ 

^  —  а°1о&.а — Ь°1о&.Ь~1оя:.а — [о%.К 
При  чемЪ  не  безполезно  замЪгаить  ,  что  поелику  функція  Ѵ~ах — Ь  і 
отЪ  положенія  х~о  обращается  вЪ  нуль,  гао  по  необходимости  она 
должна  имЬшь  количество  х  или  какую  ниесшь  положительную  сте- 
пень онаго  своимЪ  множишелемЪ;  и  действительно  приведши  себЬ  на 
память  (ч.  123)>  что 

ах~11.[х-\-хІо-.л-^^:{1о^ау^  ..  .  -Ь~-— (/о^.д)"]  и 
мы  находимЪ,  что 

то  есть,  что-  функцДя  ах — Ьх  имЪешЪ  сеоимЪ  множнтелемЪ  самое  егс 
количество  х. 

Естьли  же  теперь  положимЪ  Р~К(х — й)%  то  будетЪ 

ЛР~  (х — *)*Л&Ц~з(х — л)Кг/х,  и 
ар  як  ■ 

то-  есть   вЪ  случай  у,  — а  какЪ  функція  Р,  такЪ  и  дифференциальное 

.'<  йР  • 

ея  отношеніе  перваго  порядка  ^  изчезаетЪ. 
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Но  есгпьди  возмемЪ  еще  дифференціалЪ ,  то  получимЪ 

то  есть  дифференціальное  отношеніе  Бтораго  порядка  ^-5  вЪ  томЪ 
же  самомЪ  случаЬ  х — а  приемлетЪ  определенную  величину.  И  шакЪ 
далЬе. 

Удобно  понять  г.южно  ,  что  безчисленное  множество  функцій 
сему  свойству  подвержено  быть  можегаЪ;  что  весьма  изрядно  помо- 
щіго  кривыхЪ  линій  изЪясняется. 

ТакЪ  ,' пусть  кривая  линія  ВС5  ,  отнесенная  кЪ  двумЪ  осямЪЧерт.ід» 
АХ  и  АѴ  посредстзомЪ  координатЪ  АР~х  и  РМ — у,  пресЬкаетЪ  пер. 
вуго  изЪ  сихЪ  осей  вЪ  какой  ниесть  точкЬ  С,  отстоящей  отЪ  А  вЪ 
разстояніи  АС~Д.  Известно,  что  когда  кЪ  кривой  линіи  ВСЗ  кЪ  точ- 
кЬ  М  проведется  касательная  МК-  и  вЪ  какомЪ  ниесть  разстояніи 
отЪ  ординаты  РМ  протянется  другая  ;ОМ ,  пресЬкающая  касатель- 
ную вЪ  точкЬ  К;  то,  по  проведеніи  прямой  МО  параллельной  оси  АХ, 

.  4   .  .     іу      &0  . 

определится  дифференцгальное  отношеніе       —  м0,  соотвЬтствующее 

абсциссЬ  АР^дг;  почему  естьли  кЪ  той  же  кривой  линіи  ВС8  вЪ 
точкЬ  С  проведется  касательная  СК  и  вЪ  какомЪ  ниесть  разстояніи 
ОтЪ  точки  С  протянется  ордината  НІ ,    пресЬкающая  касательную 

вЪ  точкЬ  К,  то  чрезЪ  отношеніе   ^  определится   величина  диффе- 

ренціальнаго  отношенія       ,   соотвЬтствующая   абсциссЬ  АС~л-  и 

какЪ  сей  самой  абсциссЬ  соотвЪтствуетЪ  ордината  — о,  то  отсюда 
явствуетЪ  ,  что  когда  абсцисса  АР  —  х  сдЬлается  ~  АС  ~й,  тогда 
ордината  РМ    у  изчезнетЪ,  между  тЬмЪ  какЪ  дифференціальное  отно- 

.    йу  _  КО  КН 
шеніе  ^  _  —  приметЬ   определенную   величину  — . 

МожетЪ  случиться  ,  что  вЪ'  семЪ  самомЪ  случаЬ  и  дифферен- 

ціальное  отношеніе       изчезнетЪ  или   будешЪ  ~  о.    Ибо  ,  такЪ  какЪ 

_  Ау_КО 
воѳЬще  дифференціальное  отношеніе  ^  — щ)  есть  не  иное  что,  какЪ 

тангенсЪ  угла  КМО,  составляемаго  касательного  МК  сЪ  осью  АХ,  то 

явствуетЪ ,    что  когда    касательная  СК  упадетЪ  на  ось,  и  слЬдова- 

тельно  будетЪ   уг.  КСНщо,  тогда       ~  іап&.  КСН  изчезнетЪ  ,  какЪ 

то  изЪ  приложенная  при  семЪ  чертежа  видЬть  можно,  гдЬ  ось  АХЧерпт.2о. 
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есть  касательная  кЪ  кривой  линіи  ВС8  вЪ  точке  С,  соответствую- 

щей  абсциссе  АС~л,    Но  естьли,  положивЪ  ^^р,  предстаЕимЪ  се- 
Черт.2і.бЬ  кривую  линію  ЪС$,  отнесенную  кЪ  двумЪ  осямЪ  АХ  и  АУ  посред- 
ствомЪ  координатЪ  АР  ~  х  и  Ѵт  ~  р,  то  сдолавЪ    подобное  .  предЪ- 
идущему  строеніе,  увидимЪ,  что  дифференціальное  отношеніе  функ- 

ціи  р  перваго  порядка  ^——^,  и  следовательно  дифференциальное  отно- 

й2у  ■  . 

шеніе  функцш  у  втораго  порядка         можетЪ  принять  определенную 

кк 

величину  когда  абсцисса  АР  ™  х  сделается  — АС  ~  ау  а  ордината 
Ѵт  —  р  или  дифференціальнное  отношеніе  функціи  у  перваго  порядка 
•г-  изчезнетЪ.  И  такЪ  далее. 

Мы  здесь  заметимЪ  ,    что  когда  функція  у  изчезаетЪ  ,  тогда 

дифференціальное  отношеніе  Чг  можетЪ  сделаться  даже  ~  &  иимен- 
Уерт.  ід.но  сіе  последуетЪ,  когда  касательная  СК  будетЪ  кЪ  оси  АХ  перпен- 
дикулярна ,  ибо  тогда  сделается  іан&.КСН  ,  и  следовательно  такЪ  же 

4х~от 

(ібо.)  По  изложеніи    таковыхЪ    предварительныхЪ  замечаній, 
возмемЪ  предЪидущую  общую  дробную  функцію 

Р 

У  =  -& 

ЛізЪ  оной  мы  имеемЪ  >0_— Р,  и  оттуда  дифференциальное  уравненіе 

ус1(1  -г-  ОНу  —  №  ; 

и  какЪ  по  положенію  0.  изчезаетЪ,  когда  сделается  х  ~й,  то  вЪ  семЪ 
случае  будетЪ  величина  функцш 

гіР 

«  "  .  .  л? 

Естьли  же  оте  положенія  х~  а   и  дифференціалькыя   отношенія  ^ 

и  дх  ,  или  все  то  же,  дифференціалы  ііР  и  Л()  купно  изчезаютЪ  , 
гпо  дифференціальна^го  уравненія  у(іО_-\-  Сѵ/у  ~  ^Р  взявЪ  еще  дифферен- 
ціалЪ,  мы  будемЪ  иметь 

уД20_  4-  2г/Сѵ/у  +        =  /Р ; 
и  какЪ  по  положенію  ()  и  Д)  изчезаютЪ,  когда  сделается  х~  то 
лЪ  семЪ  случае  будетЪ  величина  функціи 


• 
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Но  естпьАИ  отЪ  положенія  х  ~  а  и  дифференціальныя  отношенія  вто- 
раго  порядка  -,-2-  и  -^Т,  или  все  тоже,  дифференціалы  гаого  же  порядка 
Л2Р  и  ^20.  купно  изчезаютЪ,  то  дифференціальнаго  ураЕненія  втораго 
порядка  взявЪ  еще  дифференціалЪ,  получимЪ 

уА^  -4-  ЗГС^/г  Н-  ЗЛ(^2у  -+-        —  Л3Р  ; 
и  какЪ  по  положение  (),^0.  и  ^2()  изчезаютЪ,  когда  сдЬлается  х~а9 
то  вЪ  семЪ  случай  будетЪ  величина  функціи 

 сПР 

И  такЪ  далЪе  ,  'такЪ  что  вообще  вЪ  ономЪ  случаЪ  будетЪ  величина 
функціи 

^  — ^о; 

При  чемЪ  место  имЬть  могутЪ  три  случая  :  г)  естьли  отЪ  поста*- 
новленія  вмЬсто  х  какой  ниесть  извЬстной  величины  а  числитель 
(іпР  изчезаетЪ  ,  а  знаменатель  йп0_  не  изчезаетЪ,  то  вЪ  семЪ  случаЬ 
будетЪ  величина  функціи  у  ~*о  ;  2)  естьли  же  отЪ  сего  самаго  по- 
станоБленія  какЪ  числитель  Л^Р,  такЪ  и  знаменатель  Нп(^  не  изче- 
заютЪ  ,  и  следовательно  приемлютЪ  величины  опредЪленныя  ,  то  вЪ 
семЪ  случаЬ  будетЪ  величина  функціи  у  количество  опредЬленное  ; 
и  наконецЪ  3)  естьли  отЪ  постановленія  вместо  х  какой  ниесть 
извЪстной    величины  а  числитель  гіпР  не  изчезаетЪ  ,    а  знаменатель 

Лп()  изчезаетЪ,  то  вЪ  семЪ  случаЪ   будетЪ   величина  функзціи 
И  такЪ  отсюда  произходитЪ  следующее  правило: 

Чтобы  получить  истинную  величину  какой  ниестъ  функціи 

у,  представляющейся  вЪ  неопределенно  мЪ  видЪ  §  ,  когда  количе- 
ству х  придается  какая  ниестъ  известная  величина,  то  изЪ  чи- 
слителя и  знаменателя  ея  надлежитЪ  брать  по  порядку  слі- 
дующіе  дисрсреренціальіу  пока  достигнешь  до  таковыхЪ,  что  или 
послѣдне-взятый  дифференціалЪ  знаменателя  не  изчезнетЪ,  или 
послЬ  дне- взятые  дифферепціалы  какЪ  числителя,  такЪ  и  знаме- 
нателя не  изчезаютЪ  ,  или  наконецЪ  только  послѣ  дне -взятый 
дифференціалЪ  числителя  не  изчезаетЪ  :  вЪ  первомЪ  случа-ѣ  ве- 
личина предложенной  функціи  будетЪ  нуль,  вЪ  другомЪ  же  коли" 
личество  определенное,  и  наконецЪ  вЪ  третъемЪ  безконечносты 


—  542  — 

(ібі.)    КЪ  поясненію  сего  правила  мы  предложимЪ  здЪсь  нЪко« 
гаорые  примеры. 

аЗ  —  *3  ■ 

I.  Пусть  требуется  определить  величину  функціи  у  ~  ІэЩ^а  *Ъ 
случаЬ  х  ~  а. 

Положи  Р  —  а3  —  х3  и  ()  —  л2  —  х2  ;  будетЪ 

АР  АО^ 

-^  —  —  Зх    и  Іх——2Х, 

н  потому  вЪ  случаЬ  х  ~  а  получится 

 йР  _  — 3Х2  _  з  3 

^  гі^"-  2Х    '     -Х  2  * 

ах2—2асх-\-ас2 

II.  Пусть  требуется  определить  величину  функціи  у~ Ьх^—^Ъбх-і-ёё^ 
вЪ  случаЬ  х~с.  ^ 

Полагая  Р  ~  йх2  —  а  вех  -ь  йс2  и  (^г  Ьх2  —  чЬсх  +  Ьс~,  имЬемЪ 

о        „  ЙР  _ 

й  какЪ  вЪ  случае  х  ~  с  дЬлается  -г,  _  о  и       _  о  ,  то  сыщемЪ 

Й-Р  _  гі20 

^  _  38     И  ^Т-  2^  , 

и  потому  вЪ  семЪ  случаЬ  будетЪ 

  <22Р          га    а 

У  ~~  АгО^~  ~2Ъ  —  ~Ъ' 

III.  Пусть  требуется  определить   величину   функціи  у  — 

хЗ  —  азе2  ■ —  а'2х  --(-  аЗ 

—  вЪ  случаЬ  х~а. 


Положи  Р  ~  х3  —  йх2  —  й2х      л3  и  ()  —  х2  —  а2  ,  будетЪ 
^  _  Эх  —  чах  —  а2  и  Тх  _  2х  , 

и  потому  вЪ  случаЬ  х~  а  получится 

_  АР          зх2  —  гах  —  а2    с 

У  —  сГ(^  —  —  Еа  "  °' 

IV.    Пусть    требуется    опредЬлить    величину    функціи    у  — 

ах  — ■  х2'  . 
^_2аіл+,ахз— вЪ  случаЬ  х  -  д. 

Полагая  Р  —  ах  —  х2  и  ()  ~  й4  —  2й5х  +  2ях3  —  х4  ,  имЬемЪ 
АР  _  гі^  


Ах 


а 


2Х  И  ^х  —  2Д3  +  бйХ2  4Х3  , 


щ  потому  вЪ  случаЬ  х~а  будетЪ 


 АР  _   а  ■ —  2Х   _  а  _  х 

У  —  АО  —  —  гаЗ  ^бах2  —  ^хЗ  —  Т*  —  о* 
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V.  Пусть  требуется  определить  величину  функыди  у  иг  — 
лЪ  случай  х  ~  і . 

ЗдЬсь  Р  —  х  —  хп+І  и  ()  ~  і  —  х  ;  почему 

^=і—  («гі>  — 1, 

и  потому  бЪ  случаЬ  х  ~  і  получится 

^  =  ^о-  —  = 

какЪ  то  и  быть  долженсшвуетЪ  ;  потому  что  предложенная  функ* 
ція  составляетЪ  сумму  геометрической  прогрессін  х  -+-  х2  -\-  эс3 
-+-  .  .  .  .  .  -  'Н-  х71,  которая  вЪ  семЪ  случай"  сдЬлаеягся  і  і 
-}-  і  -р    .    .    .    4~  і}  и  сумма  сего  ряда  явно  есть  п. 

Естьли  уравненія  — Т^х —  х  ~^  *  "Т~*  — *-    •    •    •    -г  х  "  во5- 

мемЪ  дифференціалЪ  ,  и  по  раздоленіи  на  йху  умножимЪ  на  х>  то  по- 
лучимЪ 

 Г  —  —  х  -+-  2х-  +  Зх3  -+-    .     .    .     .    .     -них  . 

VI.  Пусть    требуется    определишь    величину    функціп  у~ 
ос  —  (п  +  Ох71-*-^  -+-  вхИ-*2 

 ;  г=   вЪ  случаЬ  х  т  I. 

Поелику  здЬсь  Р  —  х — (*4-і)х*"Н  +  я*1І^!  и  0.  —  С1 — *)%  то  будетЪ 

%  - 1  -  с»  4  о  ѵ1  -і-  «с»  +       и  §5=  —  а(д  —  *) ; 

ж  какЪ  вЪ  случаЬ  х~і    дЪлается  -^—  ~  о  и  — г  б  3  то  сыіцемЪ* 

0  =  — ;.(«  +  ф*^*  Л-  «С*  +  ф  Нг  а)**  й  +  а  > 

и  потому  вЪ  семЪ  случаЬ  буделіЪ 

 а:Р  _  —  пЫ-\-1)-хп—<  -4-  й(л+  і  Х?г  Ч-  2>ге  _  п(п  +  і) 

какЪ  то  я  быть  долженствуетЪ  ;  потому  что  предложенная  функ- 
ция составляетЪ    сумму   ряда,  который  вЪ  случаЬ  хі~  і  сдЪлается 

71^71  -Ь 1") 

ІЧ-2Ч-3-Г-  «■    -    г    и,  и  сумма  онаго,  какЪ  извЬсіпно,  ~   ;  . 

Естьли  еще  уравненія  -  ■ — -,  _  _\2  гггх-рйх  +  Зх-* 

\      x^       ■       %  , 

-\-  .  .  ,  .-  -р  лхп  возмемЪ  диффереяціалЪ  ,  и  по  раздЬленій  на  <1у9 
умножимЪ  на  х,  то  получпмЪ 

«4-х2  —  (г.  Ч- і)'-х^Ч-1-4-Га/і2-+-2ті— іЪп-Ь2— п-х71-^?  ' 'п    '  ,    ,  _ 

 1  — ; — :  ~^  :=^-г4*'4-9*3-+-  '  -         *  ' 
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ѴИ'.    Пусть    требуется    определить    величину  функціи  у  т, 

х  4.  хй  —  (п  4-  і)2*7^1  +  (2И2  Ч-  2.п  —  Ох71"»"2  —  п2хп-+~2 

(Г^р  ЁЪ  случай  х  —  і. 

Поелику  здесь 
іпо  имЬемЪ 

и  какЪ  вЪ  случаЬ  х  з:  і  делается  -|  ~  о  и  о,  то  сыщемЪ 

— -2— и(й+:і)ЗхП-І4-(й4-і)(«+2)(2«2+2й— 1>П— «2(И4-2)(«Н-3)Х71'4-1  И 

^—+6  (і  —  х)  ; 

поелику  же  вЪ  случай  х~  і  и  сіи  величины  изчезаюіпЪ,  то  сыщемЪ  еще 
гіхз  я(я  —       +  О?*    2н-/'(й-ь  і)(я  +  2Х2и*-ьая—  ^х71"1 

—  *К«  +  ОС»  +  2)(й  +  3)х№  и  ^|-=і  —  6  , 
и  вЪ  случае  х  ~  і  будемЪ  иметь 

 ^3Р--Ч^-іХ^н-і)з+п(7і+іХп+2)('п2-п-о   пО+ОС^+О 

какЪ  то  и  быть  долженствуетЪ;  потому  что  предложенная  функція 
составляешь  сумму  ряда,  который  вЪ  случае  х  ~  і  сделается  і  +  4 

+  9  +  •  •  :  •  -Ь  «2  >  и  сумма  онаго,  какЪ  известно,  -п(>  +  ІХ2'г+0> 
Для  дальнейшего  поворенія  сего  правила  читатель  можетЪ 
взять  еще  срункцио  7~ІГ^2  у  которая  есть  сумма  геометрической 
прогрессіи  х-]-хЗн-х5ч-  .  .  .  .  _|_  п*п~г\  потомЪ  по  взятіи  диф- 
ференциала, разделеніи  онаго  на  Ах  и  умноженіи  на  х,  можетЪ  взять 

срункцію  —  х2—  }  которая  есть  сумма  ряда: 

х  +  Зх2  44  5х-з        ....    .  '  ^  (2й  —  і)хп, 
•и  такЪ  далее  и  далЬе, 

ѴШ.  Пусть  требуется  определить  величину  функцій  у~  г— 

вЪ  случае  х  г. 


ЗДЁСЬ  Р  =  хт—  ХП-+-П  И  (2=1— X2?; 


почему 
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и  потому  вЪ  <случаЁ>  УН  і  будетЪ 

_  *2Р           т— (т-|-л)           —  л    л 

У    СІО_  —  2р  —  2р         ~  2р' 

д-та  хт -Ьл  Ллг     Г   -^л 

Или,  поелику  —  "~~  .   ,  и  вЪ  случаЬ   у  —  і  величина 

і—х2Р  і-}-хг  і—  хѴ 

перваго  множителя  —  | ,  шо;  взявЪ  дифференціалы  числителя  и  зна- 
менателя втораго  множителя  ,  получимЪ  вЪ  семЪ  самомЪ  случаЬ  его 

пхп   1  ■  п 

величину  ~  —  — ,  и  потому   величина  предложенной  функціи 

будетЪ  какЪ   и  прежде. 

IX.    Пусть  требуется  определить  величину  несоизмЬрнмой  функ* 

а  —  У  а2  —  х2 
Чш  У   х2 — ~  вЪ  случаЬ  х  ~  о. 


ЗдЬсь  Р  —  а  —  У  а2  —  х2  и  0.  ~  х2;  почему 


ар         х  сю 


  —  И  —  -     ._.  . 

.  Уа2-х2  Ах 

и  потому  вЪ  случаЬ  х  —  о  будетЪ 

_  йР     г   I 


X.    Пусть    еще  требуется    опредЬлить    величину  функпіи  у 


Ѵа2  -+-  ах  н-х2  —  У  а2  —  ах  -4-х2 

:   ,   бЪ  случай  х  ~  о. 

Уа.+  х  —  Ѵа  —  х 


ЗдЬсь  Р  —  у  а2      йя      х2  —  У  а2  —  йхЧ-  х2  и  0;~  уа-\~х — У  а — х ; 
почему  имЪемЪ 

  а-і-2Х  ■ —  с  +  гх     _  (аЧ-гхЗі/а2— ах+х=+(я— 2х)т'аг-Ьах+х? 

—     _     И 

аѴа2  +  ах -ьх2      а/а2  -  ах  +-х2  д/а4  +  а2*2  -+-  л4 


а  О  і  і  Ѵа  —  х  -\-Уа~\~  х 


^х       гУаЧ-х        г/а— х  а/а2 —  х2 

и  потому  вЪ  случаЬ  х~о  будетЪ 

 ЙР         2а/а2>2Ѵ'а  __      —  » 

У  ~  г/а4  "г/а2  ~~   -  ' 

ХТ.    Пусть    требуется    опредЬлить    величину    фуикцш  у 

хЗ— 4ах2-Ь7а:х— 2аЗ  —  %а7Уіах  —  а2 

 —  вЪ  случаЬ  х  ~а. 

х2  —  гах  —  а2  -н  гаУ  гах  —  х2 

ЗдЬсь  і 


Р  —  х3  —  ^.а\2-\-у  і2х — 2д3 — о,а2~У'2ах — а2  и  0.-х2 — іах — а2  ^аУо.ах — х2  ; 
почему  имЬемЪ 

44- 
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^    ОХ2  ОЛХ  Ч-  7Л    -г—  -,   И    2Х          2Л  -+-  -  -т=іі, 

«*  '  Узах  -о2  Ѵяах-*^ 


6х  —  8л  -Ь 


АЗР   6а?  а30_   баЗ(а-х) 

аЧР   3оа6  ь   -6аЗ,   узаЗ(«— эр» 

(2ах-а2)з        гі*4        (дах  -  а2)?  (аах  ~х2^  * 

и  такЪ  не  прежде,  какЪ  по  чегавертомЪ  дЪйствш  вЪ  случай-  х — а  до- 
стигнемЪ  кЪ  величинЪ  функціи 

XII.    Пусть  еще    требуется    определить  величину  функціи.  у  ~ 

я  +  Уга2  —  гях  -  "/гах  —  х2 

 -^—  вЪ  случаи  х  ~  а. 

а—  х+Ѵа2-  —  х2  "~ 


ЗдЬсь  Р  —  л     у 2й2  —  2йх  —  У2дх  —  х1  и  0_~ а  —  х.-\~уа2  —  х* 
почему  имЬемЪ 

<*Р   -а  а-х  АО_   х 

и      *       —  -  —  —  _ 


■  У  о.а2 —  пах        Уаах-х2  Ѵа-х2*' 
шакЪ  что  вЪ  случай  х  ~  а  будетЪ 

АР  —  а  :  V 2а2  —  2ах  —  (а  —  х)  :  Удах  —  х2    г 

У  —Щг—  17^  х  Ѵа2—Х2  о  •  о." 

ар 

Но  естьли  числитель  и  знаменатель  дроби  ,,  найденной  для 
умножатся  на  — ~\>'а  —  х,  то  получится 

АР           а  :  Ѵиа  Ч-  (я —  х)э :  Уде»  —  х2 

^■Яі.  Ѵа  —  х  ■+-  х :  Ѵа  -+-  х 

и  потому  вЪ>  случаЬ.  х  : — ;  а  будетЪ 

  а  :  V 2а   

'        а  л' 2а 

ХІІГ..    Пусть-    требуется  определить,  величину  логариѳмической; 

ап-хп 

функціи  вЪ  случаЬ  х  —  а. 

ЗдЬсь  — х.п  и,  0_     Го&а  —  почему 

*г  _  .      п- >       *Й  — 

Ах  >П  "    Ах:  —  —  Х> 

и  потому  вЪ  случаЬ  х  ~ \а  будетЪ 


АР  і 

-    ■    „ -.71      1  •      — -   ..  МД 


XIV.  Пусть  требуется  определить  величину  функцш  у  вЪ 
случай  х  —  і . 


Здось  Р  —  /зд.х  и  0_—уі — *;  почему 

сіР           і        ДО,    і__ 

Д*  :         X  Д*  И-^\ІГХ' 

и  потому  вЪ  случаЬ  х~  \  будетЪ 

 *_ _1   зУТ^х"  —  & . 

XV.  Пусть    требуется    определить    величину    функцш  у 

о  —  х  —  а  Іо°;.а  -+-  а/  ^.х 

:  вЪ  случаЪ  х  ~  а. 

а  —  у  20.x  — х2 

ЗдЪсь  Р  — :  а  —  х  —  аіод.а  ч-  аіо&.х  и  С>  —  а  —  У^ях  —  х2  ;  почему 

ДР    а       Д(^  —  (а  —  ж) 

Да  -  1        х  И  Дх  І~жР^Х?  Л 

я  потому  вЪ  случай  х~л  будетЪ 

ДР    — х)Ѵ2ах — х2    Узах — х2   , 

^  —  х(а — х)  X         '  ■ 

XVI.  Пусть  требуется  определить  величину  неопредЪленко-сте- 

ах_ьх 

пенной  функцш  у— — — —  вЪ  случае  х  —  о. 
ЗдЬсь  Р  —  ах —  Ьх  и  (^~х;  почему 

я  потому  вЪ  случае  х~о  будетЪ 

ДР 

у  —  ах1о&.а  —  ^І^і  —  /в^.а  —  Іо&.Ъ, 

Сіе  самое  и  изЪ  предЪидуіцаго  явствуетЪ  ;  ибо  видЬли ,  что  а*  —  Ь* 
имЬетЪ  множителя    х,  на  котораго    еешьли  разделишь  ах  —  Ьх ,  то 

лолучится  величина  предложенной  функцш  — - — ,  ооращаюіцаяся  во 
Іо&.а  —  Іо&.Ь)  когда  сделается  х~о. 

XVII.  Пусть  требуется  определить  величину  функцш  у  щТіЗ^Щ 

вЪ  случае  х  ~  о. 

Здесь  Р  —  ех  —  е~~х  и  0_~  Іо&.(і  -н  х);  почему 
ДР       „       __    і 

ІХ~е  И    ДХ—  1+*' 

и  потому  вЪ  случаЬ  х  ~  о  будетЪ 

44  * 
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йѴ         е»  ■+-  е— * 


2. 


7         сіО,         іф  +і) 

ХѴШ.    Пусть  требуется    опредйлить    величину  функці»  ^ 

_  !  _  го#.(Ѵ+-х) 
 х*   случай  х  а. 

ЗдЬсь  Р  —  ел —  і  —  Іѳ&.(і  -4-х)  и  0;  —  х2^  почему 

   і_ 

йх  —  1        і  +  х  и  йх  —  э*> 

гі2Р          х  і  _   

сіх2           *    "^"  И  гіха           2  >■ 

и  потому  вЪ  случай  х  —  о  будетЪ 

.        (І2Ѵ    ех+і    (і+х)а           ц-  г   

^    2         ~          "а    Г" 

*  Xх  —  X 

XIX.  Пусть  требуется  определить  величину  функціи  у^~~_-^~^ 

еЪ  случай  х  —  і. 

Здйсь  Р  —  хх  —  х  и  0.~  і  —  х -}г  Іо&.х;  почему- 

йР    _  гіО   Ѵ  і 

^  —  х*(іН-/^-*)  —  1  и  —  1  + 

^  _  Х*(і  +  ІО&.Х)    -+-  ^   И  _  —  ^ 

м  потому  вЪ  случай  х  ~  і  будетЪ 

  й2Ѵ          х*(і  Ч-  Іо§.х)2  -Ь  хх  х         і  4-  і   

*  —       —  ^Т^  л2  —  ~Г  —  ш 

XX.  Пусть  требуется    определить  величину    круговой  функцш 

1  —  ВІП-Х  — \-  СО!  Х  а.  % 

у  —  ■   вЪ  случай  х      — • 

•/    52  П. X  — |-  СОХ. X  —  і  *  —  а 

.  Здйсь  Р  —  1  —  ііп.х     со5.х  и  ()  ~  5ІП.Х  -\-  соі.х  —  1 ;  почему 
ах  —  ах  г 

7Г 

и  потому  вЪ  случай  х  ~ъ  будегпЪ 

  СІР    ■ — С05  X — 5ІП-Х    I   

У-  сох.х — зіп.х  —  і  .'*' 


Сіе  и  само  собою  явсгпвуетЪ;  ибо  такЪ  какЪ  с05.х~~[/(  і  -Н/й.х)(  і. — ііи,х) 
и  .1  —  &ІП.Х  ~1 1/\  і  — 5'п.х  '2  ,  то  будетЪ 


  У(і  • — ?  п  х)2-4-  Ѵ(  і  -4  тіх)(і — ;и'гс.х)          Ѵі  —  $іп  х-МЛ-М  п.ж 

>'(  I— )—  !2П  Х)(  I — П1Х  X;--  У(  1  —  5ІП  х)2  Ѵ\  Н-Л7И  х  —  Уі — хпі.х 

что  ітрно  сдЬлаеіііСя  ~  V ,  когда  положится  ііп.х  ~.  і . 

XXI.  Иус  ■  ь    требуе   ся    определить    величину     функфи.    у  ~ 


Тх-Хе^^Т)  вЪ  слУчаЬ  *  —  °- 


—  5*9  — 

ЗдЪсь  Р  =  тгхе™*  —  ^37ГЛ+  тгх  +  і  и ■        ах3*2™  —  ах3  ;  почему 

§  =  2Л2™  —  2^а7*-И  7г ,  |§^=  4**27Г*  +  4**2<27ГЛ  —  4*  и 

а-Р    7Г  —  ТП?27™  -Ь  2ТГ2Х<?27ГХ 

4^         4хе2^х  Н- 4-тгл;2«Г27Г*^4Х  > 

4<Г™  +  8*х*а7Г*  4-  8^27ГЖ  +  —4  и 

Й-Р  7ГІХ 


  і  +  4-тгх  Н-  2тг2х2  —  <?— 37Г*-> 

<іЗР  тгЗ 


—  *  '  5х~з  —  4*  +  4***  +      .  и 


Й3(^  47Г  -+-  47Г2Х  +  27Г?  27ГЯ"  * 

и  потому  вЪ  случаЬ  х  ~  о  будетЪ 

  АЗР     тгЗ     7г2 

у      л^О,     ^ч- 27г       б  -у 

(162.)  Но  не  распространяясь  болѣе  вЪ  пояснении  сего  правила 
примерами  ,  замЬтимЪ,  что  вЪ-  тІУхЪ  случаяхЪ,  вЪ  коихЪ  изчезающіе 
числители  и  знаменатели  возвышены  вЪ  дробныя  степени,  оное 
правило  употребления  имЬть  не  можетЪ ,  потому  что  вообще  диф- 
ференц  альныя  отношенія  функціи  К(х  —  <?)га,  когда  іп  не  есть  цЪлое 
число,  вЪ  случаЪ  х~а  суть  или  нули  или  безконечности. 

Пусть,  напримЬрЪ ,  требуется  определить  величину  функціи 

(х2  —  а2Ѵ*  , 

у   ~   вЪ  случав  х  ~  а.. 

(х  —  в)* 

ПослЬдуя  предЪидущему  правилу,  мы  имЬемЪ 

сі?           Зх(х2— а2)^    іі2Р           з(х2  — а2)з-)-зх'(х2— а2)- 'з 

,(х >  Т^а)~Л  —  И  ПР°4-' 

но  явно  ,  что  первое  изЪ  сихЪ  выраженій  вЪ  случай  х    а  обращается 

вЪ  §  ,    а  числители    и  знаменатели  всЬхЪ  послЬдующихЪ  дЬлаются 

 $  ,  почему  отсюда  о  величине  предложенной  функщік  вЪ  семЪ  слу- 
чай ничего  заключить  не  можно  ,  между  тЬмЪ  какЪ  известно,  что- 

оная  функція  уц~  -3-  у  по   причинЬ   тао  ~  (  —  -)  ~  (х  +  й)^,- 

вЪ  сгмЪ  самомЪ  слу*чаЪ  х  ~  а  имЬетЪ  определенную  величину  ~(2«)*. 

Чтобы  функціи  с  го  рода  вЪ  случаЬ  ,  когда  онЬ  представля- 
ются вЪ  видЬ  неопределенном!),,  определить  истинную  величину,  ш& 
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остается    одно    токмо    средство  ,    состоящее    вЪ  разложеніи  ихЪ 

числителей    и  знаменателей  вЪ  ряды,  а  именно   такимЪ  образомЪ  : 
Р  -  ■ 

Пусть  у  —  ^  дробная  фу нкція,  которой  числитель  и  знаменатель 

изчезаютЪ  купно  ,  когда  положится  х  ц;  а  ;  поставляя  а  ~\- '  вмЬсто 
х,  разложимЪ  функціи  Р  и  §  вЪ  восходящіе  ряды  следующего  вида: 

РгАІ?+А'і^+А";?"+  и  проч.  и  ()-В;'<7  г  В'/^-З"/^-  и  проч. 
такЪ  чтобы  вЪ  «лучаЬ  х~а-^і  была  предложенная  функція 

  Аг?+А'г?/-4-А'/.і?'/-Ь-  и  пр  ч.  щ 

^ '  ~*~  ѣЯ  +Ъ'.ісі'--^гЪ"і(і"-)г  и  проч.  9 
потомЪ  примЬчая  ,  что  здЪсь  имЬю.пЪ  мЬсто  три  случая:  или  р  ^>  ц 
или  р  ~  <]  или  /><ф/ ,  вЪ.  первыхЪ  двухЪ  случаяхЪ  представимЪ  предЪ- 
идущее  выраженіе  вЪ  семЪ  видЪ 

  А/?- ?Н-А'2Р'— 4-4-А"#"— <7— I—   и  проч. 

^  БЧ-В'г'?'- (?-+.в//іі'-?-Ь-  и  г.роч. 

ИзЪ  сего  вида  само  собою  уже  явстзуетЪ,  что  когда  р  превозходитЪ 
а,  то  положеніе  /~о,  и  следовательно  х  ~~  а>  обращаешЪ  функцію  у 
вЪ  нуль  ,  и  что  когда  воложеніе  і  ~  о,  и  следовательно  х  — ;  а  , 

А 

д ЪлаетЪ  ее  ~  ^  •  - 

НагфотивЪ   того  вЪ  третъемЪ  случаЬ  ,   то  есть  когда  р  <^  у  , 
функция  сія  по  принятіи  сего  вида 

  А+А'/Р  ~Р  А"?/7— Р-4-  и  проч. 

ч    ?         ѢІІ— Р^М'Я'-Р-ь-В'л1!"— Р-+-    и  проч. 
отЪ  положенія  г    о,  и  следовательно  х~а,  сделается  §. 

Отсюда  произходитЪ  общее  правило,  которое  приложено  быть 
можетЪ  ко  всЬмЪ  функціямЪ  ,  представляющимся  вЪ  видЬ  неопредЬ- 

денномЪ   §  ,  и  которое  безЪ  всякаго  описанія  само  собою  явствуетЪ. 
Правило  сіе  во  многихЪ  случаяхЪ  будетЪ  даже  и  удобнее  предЪидущаго» 
НапримЬрЪ  пусть  требуется  определить  по  сему  правилу  ве- 


а  —  Ѵа 


личину  фіункціи  у  —  ~і   вЪ  случае  х  —  о.   

Поставляя  вмЬсто  х  лриращеніе  /',  и  примЬчая,  что  ~\/аг  —  /* 

і2 

— -  а  —  —  —  и  проч.,  имЬемЪ 


а  —  *  +  ^  +  И  ^04,  г 

у  ~  — 1  р  —  лроч-> 

и  потому,  полагая  і~о,  получимЪ  вЪ  случаЬ  хі~ о  истинную  величи* 
і 

ну  функціи  у  каковую  и  прежде  мы  нашли. 


Пусть  еще  требуется  определить  по  тому  же   иравилу  вели- 

хЗ     4ах2  Н-  7а2л — 2аЗ- -іаР-Ѵ 'іах  —  а2 

чину  функціи  у  ~  —  вЪ  случай  х  ~  а. 

х2  —  2вя  —  а2  -+-  наУгах  —  х2' 

Поставляя  вмЬсто  х  величину  а  -\  /,  имЬемЪ  вЪ  семЪ  случаЬ 

У  - 

и  примЪчая,  что 


  2аЗ  -4-  о.а27~аі2-\-іЗ. — 2а7Ѵа2— іаі 

—2а2  -+-  і2  -+-  ааѴа?  —  іа  * 


У  а2  +  ъа\__а  +   +  »  проч.  и 

2  2  2'4- 

2а  еаі 


находи  мЪ. 

5і"4  у- 


У  


—  и  проч;  Н-  и  проч. 

4а  1    4а  е 


24  ! 

—  и  пРОч.  —  4д2  — -  и  проч. 


и  потому,  полагая  і~  о,  получимЪ  вЪ  случав  х~а 

У  =  -Ь  ^  :  —  4^  =  —  5а> 

то  есть  тоже  самое  заклгоченіе  ,  кЪ  которому  прежде  достигли  по- 
ередствомЪ  четырехЪ  дЬйствій. 

(ібЗ)»-  СЬерхЪ  разсмотрЬнныхЬ  доеелЪ  выраженій,  представ- 
ляющихся вЪ  видЬ  неопределенном!),  встречаются  еще  другія,  кото- 
рый совсЬмЪ  вЪ  особомЪ  неопредЬленяомЪ-  видЪ  представляются  ,  и 
копюрыхЪ  однакожЪ  истинная  величина-  помощію  тЪхЪ  же  правилЪ 
определена  быть  можетЪ;  почему  обЪ  оныхЪ  мы  здЬсь  и  предложим!)' 

Во-  первыхЪ  можетЪ  случиться  ,  что  вЪ  функціи  у  ~  ПРИ 
какой  ниесть  извЪстной  величинЬ  а  количества  х,  какЫ  числитель  Р, 
такЪ  и  знаменатель*      сделаются  купно  ~  |  ,„   такЪі  что'  функція" 

Р  I  •  о 

у  -^-  обратигнея  вЪ ч— -  или  ^  *.  |  ;  и  какЪ  частное  сіе  можетЪ  быть 
равно    такой   величинЬ  А ,  какую  токмо  взять  угодно  будетЪ  ,  ибо 

А  А  •  А 

А. ^  т  о         о~\  ~~  5»'   то  явгтвуетЪ  ,    что  такимЪ*    образомЪ  вЪ 

р  .' 
случаЪ  х  — а  функія  у  —      представляется  паки  вЪ  видіэ  неопредЬ- 

ленномЪ,  только  различномЪ  противу  прежняго:    Чтобы  опредЬлить 

величину  сея   функціи  г.Ъ  сем'Ь  новомЪ  неѳпредЬленномЪ  видЬ то  за- 

Р  I        1  1  :  О* 

жЬшимЪ,  что  функція  у  ІЗ^      — І      "  "р  ~~  Т7?  '    из^  чег0>  находи  мЪ- 
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что  когда  сделается  Р  —  о  и  0.  ■ —  §  »  піотда  будетЪ  і  :  (>  —  і  •  §~о 

и  і  :  Р  ~  і  :  ^  —  о,  и  следовательно  тогда  дробь  — г  представится 

вЪ  прежнемЪ  неопредоленномЪ  видЬ  §  ;  почему  для  опредЬленія  вели- 

чины  функціи  у         ф-  вЪ  случай  х~а,  когда  она  обращается  вЪ^:^3 

«кчего  болЬе  не  требуется  ,  какЪ    преобразить  ее  вЪ  сей  видЪ  у  ; 
,  и  потомЪ  поступить  по  предЪидущимЪ  правиламЪ. 

Пусть,  напримЬрЪ ,   требуется  определить  величину  функціи 

у  —  —  —  вЪ  случаЬ  х  ~  і. 

Поелику  здось  вЪ  случаЬ  ,ѵ~а  числитель  сделается  ~  Іап&.т,  —^, 
какЪ  и  знаменатель  ~соі7і~  —  ттго  надлежитЪ  предложенную 
функцпо   преобразить  віз  сеи  видЪ  у —  —  и  потомЪ 


1 :  іап.ѵ.-х  соі.^х 


7Г 

поступать  такЪ  : 

Полагая  іап&. 7тх — Р  и  соі.-х —,  (^,  имЪемЪ 

Ах        со;. 2тгх-  И   <іх        '  „  тг  * 

и  потому  вЪ  случай  х —  і  будетЪ 

 а_р    2ЯИ.2П*   _2   

у  — —  —  (  —  і~У  —    2 » 

хЪ  каковому  заключенію  и  непосредственно  достигнемЪ  ,    примечая  , 

■    *  / 

тг    а  соу.ігзс    сог.чпс 

что  /дя^.-х  —  —  ^    и  Ш.тгх  —  — —  — —  —  ,  ибо  изЪ  то- 

В  '  «22 

12  *" 

го   слЬдуетЪ  ,   что   будетЪ  у  —  ,     и    вЪ    случаЬ    іс " —  і 

2   

ТакЪ  же  можетЪ  случиться.,  что  вЪ  функціи  у-  Р(),  при  какой 
ниесть  известной  величинЪ  а  количества  х ,  сделается  одинЪ  изЪ 
множителей  Р  —  о  ,  а  другой  ()  ~  §,  такЪ  что  функція  у~Ѵ(1  обра- 
тится вЪ  о.§  ;  и  какЪ    произведете   сіе   можетЪ  быть  равно  такой 


I 


Иг* 

—  з  — 

величинЬ  А,  какую  токмо  взять  угодно  будетЪ,  ибо  уравненіе  о.§  А 
даетЪ  о.  і  ~  А.о  ~  о  ,  то  явсвдвуетЪ,  что  такиліЪ  образомЪ  вЪ  случай 
х  ~  а  функція  у  ~  Р()  представляется  еще  вЪ  нномЪ  неопредЬленномЪ 
видЬ.    Чтобы  опредЬлишь   величину   сея  функціи   вЪ  семЪ  новомЪ  не- 

опредЬленномЪ  видЬ,  то  замЬтимЪ,  что  функція  ;у~Р()~Р:^гт  — —  ; 

изЪ  чего  находимЪ,  что  вЪ  случай  х — а  дробь  '^г    представится  вЪ 

прежнемЪ  кеопредэленномЪ  видЬ  § ;  почему  для  опредЬленія  величины 

фунг.ціи  у~Р0.  вЪ  случаЬ  х~а ,  когда  она  обращается  вЪ  о.^  ,,  ничего 

болЬе  не  требуется,  какЪ  преобразить  ее  вЪ  сей  видЪ  у  — -^,  и  потомЪ 
поступить  по  предЪидущимЪ  иравиламЪ. 

Пусть  ,  наприм^рЪ  ,  піребуется  определить  величину  функціи 
у  ~  (і — х)  ійп&.—х  иЪ  случаЬ  х  И  г. 

Поелику    здЬсь  вЪ  случаЬ  х  ~  і  одиніэ   множитель    і  —  х  дЬ- 
лается  _  о ,  а  другой  Тап&.—х  обращается  вЪ  іап$.~  —  ±  у   то  надле- 

жишЪ    предложенную    функцію    преобразить    вЪ    сей    видЪ    у  ~ 

Х- — х    і-гх 

,  и  потомЪ  поступить  такЪ  : 


7Г  -X 

сог.—х 

Полагая  і  —  х~Р  и  соі.—х  ~  ()  ,  имЬемЪ 
сІР  йО  2^ 


Т~           —  1     И  ~т 

ах  ах 


и  потому  вЪ  случаЬ  х  ~  і  будетЪ 


1 


■  2* 

—  т.  -х  , 


о/Г  оТГ 


чрезЪ  что,  поелику  у~  (і — х)іан$.-х  есть  уравненіе  квадратриксы 
Диностратовой  ,  получается  основание  сей  кривой  линіи,  и  что  поно* 
щію  самой  Геометріи  строго  доказывается. 

НаконецЪ  можетЪ  случиться,  что  функція  у  ~  Р — ,  при  ка- 
кой ниесть  извЬстной  величинЬ  в  количества  х.  обращается  вЪ  §  — §? 
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и  какЪ  разность  сія  можетЪ  быть  равна  такой  величине  А  ,  какую 
токмо  взять  угодно  будетЪ,  ибо  уравненіе  ^  А  даетЪ  § 

5  +  А  — $ ,  то  явствуетЪ  ,  что  такимЪ  образомЪ  вЪ  случаЪ  х  ~  а 
функція  у  —  Р  —  ()  представляется  такЪ  же  вЪ  видЬ  неопредЬлен- 
номЪ.  Но  чтобы  определить  величину  сея  функціи  вЪ  семЪ  неопре- 
дЪленномЪ  видо  ,  который  разнствуетЪ  ошЪ  ксЪхЪ  предЪидущихЪ  , 
то  изЪясненное  предЪ  симЪ  первое  правило  здось  не  столь  удобно 
приложено  быть  можетЪ.  ВЪ  самомЪ  дЬлЬ  изЪ  уравненія  /~Р — 0; 
имЬемЪ 

с  — е      ■ —  ,  р  —      і)  > ' 

е    г  і  .  ег 

гдЪ  вЪ  случаЬ  х~  а  какЪ  числитель  і  :  е^Ц  такЪ  и  знаменатель  і  :сР 
изчезаютЪ  ;  однако  ,  естьли  поступимЪ  по  первому  правилу  ,  то 
получимЪ 

„   е-Я-ЛО   

е-У  — — р —  ,  и  по  причине  что   р   еу ,  будетЪ  і 


е 


р       }   и   ни  и^иішпи    что         р    с  ,   цу^сши    і  , 


и  потому  искомая  величина  функціи  у  остается  неизвестною. 

Всякой  разЪ  ,   когда   Р  и      суть  ,  количества  алгебраическія , 

то  оныя  не  иначе  могутЪ  обратиться  вЪ  *  >  какЪ  естьли  будушЪ 
дроби,  которыхЪ  знаменатели  изчезаютЪ;  и  тогда  разность  Р — 
можетЪ  быть  приведена  вЪ  одну  -дробь ,  которой  знаменап-ель  рав- 
1  нымЪ  образомЪ  изчезаетЪ  ;  почему  естьли  по  сдоланіи  сего  окажет- 
ся у  что  и  числитель  изчезаетЪ  ,  то  величина  функгци  определится 
по  изЪясненному  выше  первому  правилу  ;  естьли  же  числитель  не 
изчезаетЪ  ,  то  истинная  величина  функіііи  будетЪ  безконечность.. 

ТакЪ    естьли    требуется    определить    величину  выраженія 

-  ■  ~   ТТГ^Т  в^  случай  х  ~  і  ,   то  ,  поелику   оное  преобразовано 

быть  можетЪ  вЪ  —  —  — •  ■=  І^И  —  у    явствуетЪ  ,.  что 

искомая  величина  будетЪ  — •  |. 

Но  естьли  функцДи  Р  и  0_  будутЪ  трансцендёнтныя  7  то  пре- 
образован^ сіе  по  большей  части  кЪ  затруднительному  изчксленію- 
приводитЪ  \  почему  вЪ  семЪ  случаЪ  поступить  надлежитЪ  прямымЪ 
образомЪ ,  какЪ  изЪяснено  во  второмЪ  правиле  \  кЪ  поясненію  чего 
следующее  примеры  прилагаются; 


і 
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  X 

I.  Пусть  требуется  определить  величину  выраженія  у  —  ~  7 
вЪ  случаВ  х~  і. 


Поставляя  і  +  і  вмВсгпо  х,  мы  имВемЪ 


і  -у-  г 
— ѵ —  и 


1  п   ІоЕх  —  Щ.{  і  +  2  )  ' 

и  какЪ  І6&,(і  +  і)  ~  /   -Ь  — -          и  проч.  , 

2  3 

то  будетпЪ 

і  Н-і  і  "   (і  -4-       —  \г  +  эг"2  ' —    и   ПТ)О_ч0 —  1 

У       '     і       -  г)  г'(г  —  \і  -+-  §і2 —   и  проч.) 

  _ |_г  —  ^г"-Ь       гріч,    \~\і-Л-  и  пР°ч- 

К' — I2 '      ъі2  ~  и  ПР°  ■•)      Г* — Іг_і-гг2—  и  проч.3  . 
и  положивЪ  /  ~  о,  получимЪ  V    "  ~, 

II.    Пусть   требуется  определишь  величину  выраженія  у  — - 

■—к  т  вЪ  случаВ  х  —  о. 

5ІП  ТГХ  . 

Поелику  іап^.цх  —  то  предложенное  выраженіе  сдВлается: 

  I  ТГС05.7ГХ    ьІП.ТТХ  ТГХСОХ.ТГЯ 

^  '  23С2  2Х5271.7ГХ  2Х25г'71.7ГХ  * 

котпораго  числитель  и  знаменатель  вЪ  случаВ  х~о  изчезаютЪ.  И 
такЪ  вЪ  слВдствіе  правила  положивЪ  х  ~  і ,  получимЪ 

Ш.7ІХ  ~  7ГІ  —  |  Я3!3  -Ь  р^Т?5/5          И  ПрОЧ.  И 

т. 77л;  ~  і  — т^г'2  Ч-  щь***4 —  и  проч. , 

и  оттуда 

  тгі  —  §ігЗіЗ  -)~  &рг$$5  —  и  проч.  —  тгг  -+-  |тгЗг'3  —  ^-тгЯ  5" -|-  и  проч. 

2-тпЗ — |тгЗг?  — )—  и  проч. 
  §тгЗгЗ  —  ■5Го'7г5і5      и  проч.           ^-тг2  —  -Ь  и  проч. 

2ТГІЗ  —  І77З75-І—  и   ПрОЧ.  2  —  ІТГ-22  -(-  И   ПрОЧ.  » 

почему  положивЪ  /  —  о  ,  будемЪ  имЬть  у  ~  ^ъ2. 

ЗдВсь  мо /к но  употребить  и  прямо  разложеніе  Іап&,і[Х  ;  на  ка- 
ковой конецЪ  возмемЪ  формулу  (ч.  126) 

у  =:  К  -ь  К  -      к'  —  -ь  -+-  и  проч.  , 

,1  1.2  І-2-3  Г  7 

и  положивЪ  у  ~  іап&.х,  сыщемЪ 

&У    1  діР-у    2X271  х         &%у  б  4 

іх        сои.х*  з   с№          ѴоТ.хЗ  9    АхЗ  сох.х4       соа.х2  И  ПР04'  і 
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откуда,  полагая  хГ  о,  получимЪ 

К— о,  К'—іу  К"— о,  К'"- 2  и  проч.  и  Гйи^г^ф^—- 4-  и  проч. 
Посему  будетЪ  такЪ  же 

ІАП1.7І*  -^"ЯіЛ   §773/3  +  И  ПрОЧ.  ,  И 
!  7Г  _  2І2-Ь|7Г774-І-   и  ПРОЧ' — аі2  §7Г2  И  ГфОЧ. 


У~~2І*  2іп'2  §7гЗі4  и  проч.-  4І4^7Г2/в  -4-  и  проч.  4  ^-т2г'2  -Ь  и  проч.» 
и  потому  ,  положивЪ  г  —  о,  будемЪ  имоиіь  ;у  — 

III.  Пусть  требуется  определить  величину  выраженія  у  —  — 

7Г 


Полагая  хгі,  имЪемЪ 

ТТЛ  —  I    ТГ  I 


2  Л 


2ТГЖ_1-— 2л.г'_І_2л.2^2_|_4  |_  д  ПрОЧ       и  _ ■-—   -—  ■  ,     1  ■■-  — г* 

и  какЪ  чрезЪ  весьма  простое  изчисленіе  найдется,  что 

Т=Г^Г^^^^~р'^  "  1  —  ѵ\  і        —  и  ПР°Ч-  > 
то  получимЪ 

і  ^;2      Т,  .,^.^„>  і  2 


у  ~ —  ~-2  —      -+-  з гг  [;  —  'и  проч)  ±тг  —  и  проч., 

и  положивЪ  ;~о,  будемЪ  имЬть  у  ~  -р. 


ТТХ  ~  I  7Г 


При  семЪ  заметить  должно  ,  что  выраженіе   Н  х^еѵхх _ 

тухё"^х  —  ^2-ггх       ^д.  _|_  г 

есть  тоже  самое,  что  и   2х2(е2тгх  ^  Г)  >   которое   взято  было 

нами  прежде,  для  опредЪленія  величины  его  по  первому  правилу  *Ъ  томЪ 
же  случай  х~о;  и  потому  не  удивительно, 1  что  здЬсь  мы  достигли 

тг2 

кЪ  тому  же  заключенно,  то  есть  кЪ  у  ~  — .  Но  изЪ  предложенная  до- 
селЪ  не  столь  удобно  понять  можно ,  почему  сіе  заключение  сход- 
ствуетЪ  сЪ  заключеніемЪ  ,    к'Ь   коему  мы  достигли    отЪ  выраженія 

а~ 2  —  ьхг'ап&жх  томЪ  же  случаЬ  л — о;  причины  сему  искать  должно 
далое,  гдЬ  сверхЪ  того  окажутся  многія  другія  формулы,  подверженный 
подобному  разсмотрЬнію.  Между  тЪмЪ  не  заключая  еще  сей  главы,  пред- 
ложимЪ  здЪсь  вЪ  родЬ  прибавления  обЪ  опредЬленіи  дифференціальнаго 

отношенія        извлекаемаго  изЪ  неявныхЪ  функнДй,  и  преде  шавляюща- 
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гося  вЪ  нЪкотпорыхЪ  особенныхЪ  случаяхЪ  гаакЪ  же  вЪ  вид  о  неопре- 
дЪленномЪ  ;  что  приведетЪ  насЪ  ,  какЪ  то  увидимЪ  ниже  ,  кЪ  пра- 
вилу ,  которое  во  многихЪ  случаяхЪ  оба  предЪидущія  заменить  мо- 
жетЪ  ,   да  и  ппредь   намЪ   полезно  будетЪ.    И  гпакЪ 

(іб4-)  Пусть  Д ѵ, у)  ~  о  представляетЪ  какую  ниесть  неявную 
функцію,  которой  полный  или  точный  дифференнДалЪ  есть  (ч.  69  и  1 1^): 

Мііх  н-  Шу  —  о  , 

гдЪ  М  и  N  суть  нЬкоторыя  функціи  количествЪ  к  и  у  ;  будетЪ 

*  Ау    М 

Ах  К* 

Поелику  у  посредствомЪ  уравнеыія  /(х  ,  у)  щ  о  определяется 
чрезЪ  х,  то  вмЪсто  х  и  у  могутЪ  быть  взяты  токмо  такія  ве- 
личины., который  удовлетворяюгпЪ  уравнение  /(х  у  у')  ~  о;  и  какЪ  изЪ 
сихЪ  величинЪ  ,  удовлетворлющихЪ  сему  уравнение,  нЬкоторыя, 
какЪ  \~а  и  у  ~  Ь  ,  могутЪ  быть  таковы,    что  будучи  поставлены 

вмЪсто  х  и),  учинятЪ    М  ~ о  и  N  ~  о  ,  то  явствуетЪ  ,  что  вЪ  ша- 

»  Ау  -  1 

ковомЪ  случаЪ  дифференциальное  отношеніе  сделается  :  °  у  то 
есть  представится  вЪ  видЪ  неопредЪленномЪ.  Чтобы  вЪ  семЪ  случав 
определить  истинную  величину  сего  отношенія  ,   то  преднаписанное 

дифференциальное  уравненіе  представимЪ  вЪ  семЪ  видЪ 

Ау 

М  +  Ксй  —  0  > 
и  возмемЪ  его  дифференнДалЪ 

Ау  /іу\ 

т  +  т±  -ь  ш(^)  —  о , 

или 

№       А~ЫАу  й7у   

Ах        Ах  Ах  Ах^  °* 

ПошомЪ  положимЪ  Ш  ~  РЛх  •+  0-іу ,  и  поелику  по  положенію  М<іх 
-Н  Щу_  ~  о  есть  полный  или  точный  дифференціалЪ  ,  то  положивЪ 
ёМ~Ѵ4х  ч--  (14у  у  должно  положить  <ДМ  щ  О.Лх -ьІЦу  (ч.  107.);  откуда 
получится 

и  предЪидущее  уравненіе  сдЪлается 

ИДИ 


Поелику  же  вЪ  случай  х~а  к  у  ~  Ь  есть  N  ~  о ,  то  вЪ  семЪ  с  а. 
момЪ  случай  уравнение  сіе  сделается 

_         л  Ау     ,        Ау 2 

ИзЪ  чего  явствуетЪ ,  что  уравненіе,  посредствомЪ  котораго  вЪ  ономЪ 

случао  определяется  дифференціальное  .отношеніе  ^х  ,  есть  второй; 
степени  ,  и  что  потому  отношеніе  сіе  двоякую  величину  имЬть 
можешЪ. 

СверхЪ  того  явствуетЪ ,   что  естьли  оное  уравненіе  предста- 
вимЪ  вЪ  семЪ  видЬ 

Ѵ4х2  +  ъОсІхАу  -+-  К  іу2  —  о  , 
то  оно  будетЪ  не  иное  что,  какЪ  дифференціалЪ  уравненія 

М4х  Ч(~  Н4у  ~  о  , 

взятый  почитая  ііх  и  Ау  за  количества  постоянныя  ;  ибо  явно,  что 
взявЪ  такимЪ  образомЪ  дифференціалЪ  сего  уравненія,  получимЪ 

ІМ/іх  -+-  (Шгіу  —  о  , 

и  по  причине  что       —  ѴЛх  -\-  0/1у  и  Ш  ~  0//х  +  К(іу  ,  будемЪ  иметь 
(Ѵ4х  -+-  0Лу)Лх      (04х  +  К(іу)Лу  ~о7 

или 

Ых*  4-  йОЛхііу  -\~  К4у*  —  о. 

Но  естьли  отЪ  постановленія  вместо  х  и  у  величинЪ  &  и  Ь  , 
сверьхЪ  М  и  К,  изчезнутЪ  еще  Р,  ()  и  К,  то  дифференціальнаго  урав- 
ненія  втораго  порядка  '  - 

„Ау    і       Ау2    ,  А2у   

'  *  ■  / 

гозмемЪ  еще  дифференціалЪ 

А?    ,      &0/У    ,         А2у     ,    ЙК^2    ,         сГуй2?     ,    сШй2}-    ,  гіЗу   

•    2й:сйя  "<~*  ^йх2    "~  Ах  Ах2    <~  2К^с5^2    і~  5х  '    °* 

ПотомЪ  положимЪ  (ІРгЗ^  +  Т^,  и  поелику  ~  Т?і!х  4~  ()//у  и  і^г 
0/1  х  +  К(/у  сушь  полные  или  точные  дифференціалы  ,  то  положивЪ 
ііѴ  —  ${1х  -ь-  ТЛу ,  должно   положить  +         и  потомЪ  ЛК.  ~ 

Шх-|-ѴЛу  (ч.  107)5  откуда  получится 

й*  —  Ь  ^  Тй*  '  4*  —  Т  ^  ѴАх  и  Ах  11  ^  ѴАх  > 

и  предЪидущее  уравненіе  сделается 
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или 

Поелику  же    вЪ   случаЬ  х  ~  а  и  у  с^.  ^    есть  О.~о,  К.  ~  о  и 'N11  а 
то  вЪ  семЬ  самомЪ  случаЬ  уравнеше  сіе  сделается 

§  Н-  зт-г  -+-  зи^  н-  ѵ  тЧ  —  о. 

1        йх  ах2  йхі 

ИэЪ  чего  явствуетЪ,  что  уравненіе,  посредствомЪ  котораго  вЪ  ономЬ 

сіу 

случаЬ  опредЪляется  дифференциальное  отношеніе  щ  у  есть  третьей 
степени  ,  и  что  потому  отношеніе  сіе  троякую  величину  имЬть 
можетЪ. 

СверхЪ  того  явствуетЪ,  что  естьли  оное   уравненіе  предста- 
вимЪ  вЪ  семЪ  видЬ 

8Лл3  Ц-  ШЛ/^Ф  ѢѴШу2  -+■  Ѵгіу*  —  о  , 
то  оно  будетЪ  не  иное  что  ,  какЪ  дифференцДалЪ  уравненія 

ѵа-.г  г,  йфхііу  и~  Шу2  ~  о, 

почитая  Ах  и  Ау  за  количества  постоянныя;  ибо  явно,  что  взявЪ  та- 
кимЪ  образомЪ  дифференціалЪ  сего  уравненія,  получимЪ 

сіРііх2  ±-  йАОАхАу  -н  АКАу2  ~о, 

и  по  причинЬ  что 

АР  —  $Іх  г  -  ТАу  у  АО.—  ТАх  +  Шу  и  Ш  —  Шх  -Ь  УАу  , 
будемЪ  имЬть 

(8Лх  -г  ТАу)Ах*  +  Кт<іх  +  ЧЗЛу)Шу  +  (Шх  +  \%)4у?  ~  о  > 

или 

8іхэ  4-  &Ц®*&  +  ЖАхАу-  -+-  Ѵ^3  —  о. 
И  такЪ  далЬе. 

Откуда  для  опредЬленія  величины  дифференніальнаго  отношенія 

Ау 

^ ,  представляющегося  вЪ  нЬкоторыхЪ  особенныхЪ  случаяхЪ  вЪ  видЬ 
неопредЬленномЪ  ,  произходитЪ  слЬдующее  правило: 

Естьли  при  нЬкоторыхЪ  особенныхЪ  величинахЪ  количествЪ  х 

йу  л 
и  у  величина  отношетя   —  не  определяется  чрезЪ  уравненіе 

МАх  -н  ЪіАу  ~  о, 

то  по  взятіи  сего  уравненія  дифференциала ,  почитая  Ах  и  Ау  за  ко- 
личества постоянныя  ,  составь  уравненіе 

РАх2  -+-  яОАхАу  -г  Шу*  —  б  , 


и  можетЪ  быть  величина    онаго  отношенія  будетЪ  заключаться  вЪ 

семЪ  уравненій  ,  которое  есть  второй  степени  ;  естьли  же  нЬтЪ  , 
то  по  взятіи  сего  уравненія  еще  дифференціала  ,  почитая  Ах  и  Ау  за 
количества  постоянныя,  составь  уравненіе 

Й*5  т  ЪТАх2Ау  +  ЗѴАхА2у  +  ѴАу3  —  о  , 
и  продолжая   производить   дЪйствіе  всегда  тЪмЪ  же   образомЪ ,  до- 
стигнешь кЪ  уравненію  ,  которое  опредолитЪ  искомую  величину  то- 
4У 

го  отношетя  тт^  :  указатель  степени  сего  уравненія ,  уменьшенный 
единицею ,  будетЪ  равенЪ  числу  учиненныхЪ  дойствій. 

Пусть  ,  напримЪрЪ  ,  предложено  уравненіе 
ах3  ~ь  х3у  —  Ьу3  ш  о. 
БзявЪ  сего  уравненія  дифференціалЪ  ,  находимЪ 

Ъах2Ах  -+■  б.х2уАх      х3Ау —  ЪЬу2Ау^2<*9 

и  оттуда 

~~    д.у          за*2  ■+-  зХ2у 

Ах  зЪу2  —  *3  ' 

ИэЪ  чего  явствуетЪ",  что  поелику  вЪ  случаЪ  имЪемЪ  и 

у  ИГ  о,  отношение  сіе  вЪ  ономЪ  случай  обращается  вЪ  почему  пред- 
найденнаго  уравненія  взявЪ  еще  дифференціалЪ  ,  почитая  Ах  и  Ау  за 
количества  постоянныя  ,  находимЪ 

бахАх2  +  бхуАх2  -+-  Зх2АхАу  -\~  Ъх2АхАу  —  бЬуАу2  —  о  , 

или 

6ахАха  +  бхуАх2  +  6х2АхАу  —  бЬуАу2  ~  о  ; 
но  отсюда,  какЪ  то  явно,  вЪ  случай  х~о  и  у  ~  о  величина  отношенія 

еще  не  определяется,  потому  что  уравненіе  сіе  обращается  вЪ  то- 
жественное о  ~  о;  почему  бзяеЪ  еще  дифференціалЪ  онаго  ураьненія, 
находимЪ 

баАхЗ      буАх3  4-  6хАх2Ау     1 2хАх2Ау  —  бЬАу3  —  о 

или 

баАх3  +  буАхЗ  -+-  і8х Ах2  Ау  —  6Му3  —  о  , 
которое  вЪ  случаЪ  х  ~  о  и  у  ~  о  обращается  вЪ 

баАх3  —  бЬАу3  то, 

и  даетЪ 


то  есть  одну  токмо  величину  сего  отношенія ,  потому  что  прочія 
двЬ  суть  мнняыя. 

Сіе  самое  правило  можно  приложить  и  кЪ  функціямЪ  явнымЪ  , 
составляя  между  всякою  таковою  функціею  количества  х  и  отноше- 

.   ,  лу 

ніемЬ  уравненіе 

&У   г 

ах         *  ' 

ибо  хотя  вЪ  предложенномЪ  теперь  правилЬ  и  предполагает- 
ся известное  или  данное  между  х  и  у  уравненіе  ,  то  есть 
Дх  ,  у)  ~  о  ,  однако  поелику   во  вторую  часть   составленнаго  предЪ 

Лу 

симЪ  уравненія  ^~/х    количество  у  совсЪмЪ    не  входитЪ  ,    и  оная 

часть  обращается  вЪ  §  отЪ  некоторой  величины  одного  токмо  коли- 
чества л: ,  то  здось  вЪ  ономЪ  предполагаемо. ѵіЪ  предЪидущимЪ  прави- 
ло.мЪ  уравненіи  Дх  ,  у)  ~  о  и  нималЬйшей   надобности  нЬтЪ.  ВЪ  про- 

чемЪ  самое  составление  уравненія  -р  /х    дЬлаетЪ  уже  извЬстнымЪ 

предполагаемое  уравненіе  Дх,  у)~о,  какЪ  то  окажется  вЪ  Изчисленіи 
ИнтегральномЪ, 

И  такЪ ,    естьли    требуется    определить  величину  функціи 


а—Уа-  —  х~ 

-  ^   вЬ  случай  х  ш  о  ,  то  составляя  уравненіе 


д.у  а  —  У  а2  —  х2 

йх     "*  х2  3 

изЪ  онаго  имЪемЪ 


х~Ау  —  аАх  -+-  йх  ~\/а2  —  х2  ~  о  ; 
потомЪ  ,  по  взятіи  дифференціала  ,  находимЪ 

йХаХЛу  ,     О    И  ~г~   

Т/я2_-г2  йх 


Уа2-х2                 ах        2,Ѵа2  -  х2  ' 
п    д-У-   1 

откуда  ,  полагая  х  ~  о ,  іюлучимЬ  — 

ТакЪ  же ,    естьли  требуется    определить    величину  функціи 

(х2-а^ 

Г  вЬ  случай  х  ~  а  ,  то  составляя  уравненіе 
(х- о)3 

іу          (х2  —  а2)^ 

4б 


—  Зб2  — 

изЪ  онаго  имйемЪ 

рі  -  п)34у2  -  (х2  -  я2),**2  —  о  ; 
потомЪ ,  по  бзятпіи  трижды  дифференциала  ,  находимЪ 

04хЩ*  —  48х%х5  ~  о  и  ^  —  8х2  5 
Оттуда ,  полагая  ,ѵ  ггг  а  ,  получимЪ 


Г  Л  А  В  А  IV- 


О  лреобразошніп  транс  цен дентныхЪ  фукщш. 

(і65.)  ВозмемЪ  вопервыхЪ  трансцендентный  функціи  : 
у     ;  іін.х  и  х  ~  стт. 
По  взятіи  изЪ  нихЪ  дифференціалооЪ  ,  мы  имЬемЪ 

Ау  ~  фхШ.х  ~  Ых  и      ~  —  Ахз':п.х  ~  —  уАх  ; 
потомЪ  первое  изЪ  сихЪ   /разненій  умноживЪ  на  ~|/ — і  и  кЪ  произ- 
шедшему  приложивЪ  второе  ,  получимЪ 

АуУ  ■ —  і  -|-  Ах  —  нАхУ  —  і  —  у  Ах  ,  или 
Ах,  -\-АуУ  —  і~(х,-\-  уУ  —  і  )АхУ  —  і  , 

и  оттуда 

.    ,   йа  +  д.у  V  —  і 

Аху  —  і  щ  

г  -ьу/  —  і 

Но  поелику  первая  часть  сего  уравненія  есть  дифферекціалЪ  количе- 
ства ху  —  і  ,  а  другая  дифференціалЪ  количества  Іо%.  +  —  0  > 
то  будетЪ 

ЖхУ  —  і  —  А.1о$.(х,  Л-  уУ  —  і), 
и  потому  произойдегпЪ 

Ху  _  !  =  уу         х)  _}_  С  , 

гдЬ  С  некоторое  постоянное  количество  ,  которое  при  взятіи  диф- 
ференциала сего  уравненія  изчезаетЪ  (ч.  4-3.)»  и  которое,  поелику  при 
положеніи  х~о  имЬемЪ  у  —  іія.х — о,  х~соз.х  ~іи  Іо&,(х,  +  у  У —  і  V — ; 
І0&  і  ~~  о    будетЪ  ~о;  чего  ради  будетЪ  просто: 

ХѴ—  1  =іо&.(*  -і-уУ—  О , 

и  следовательно 

I.     хУ  —  1  ~І0&.(с05,Х       У  1  іія.х). 

Теперь  естьли  изЪ  предЪидущих'Ъ  уравненій 

Ау  щ  хАх  и  Ах  —  —  уАх 
отЪ  перваго  ,  умноженнаго  на.  у  —  і  ,  отнимемЪ  второе  ,  то  будемЪ 
имЪшь 


АуУ  —  і  —  Ах  ~  хАху  —  і  -(-  уАх  ,  или 
—  Ах  -Ь  АуУ  -~  і~(х~уУ  ~і )АхУ  , 

и  оттуда 

4б  * 


ЛхУ  —  і  ~  , 

2  —уѴ  —  1 
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—  йуѴ  —  і 
г  ■ — уѴ  —  і 

почему  достигнемЪ ,  какЪ  и  прежде  ,  кЪ  уравненію 

II.    — х~[/ — \  ~1о&.(со$.х  —  ~[/ — и'т.х). 
ВЪ  прочемЪ  естьли  вЪ  уравненіи  ІмЪ  ху' — і  —  Іо&.(со$.х  -\~  у — иіп.х) 
положимЪ  дугу  х  отрицательною  ,  то  примЬчая  ,  что 

!ІП.( —  х)  —  —  ІІП.Х  и  со$.( —  х)  ~  --)-  СОІ.Х  , 
найдемЪ  тотчасЪ 

И.     —  Х~У  —  1  ~  І0%.(і05.Х  —  У  — ■  иіп.х). 
И  естьли  уравненія  Іе  и  Не  сложимЪ  между  собою,  то  получимЪ 

о—1о&.[(со.5.х-+-У — і5Іп.х)(со5.х — у — 1  ііп.  х)  .  {сч$.х  .  л"  г^~~Іоі .  1  — о , 
то  есть  уравненіе  тожественное. 

Но  естьли  изЪ  Іго  вычтемЪ  Не,  то  будемЪ  имЬгпь 


НІ.  2Х 


/    СО$.Х-\-Ѵ   151П.Х 

У  —  1  — Іо&. 


С0$.Х          V          15ІП  X* 


или,  по  раздіэленіи  числителя  и  знаменателя  на  са.Ху  сдЪлается  оное 


III.  ъ&у  —  і  —  Іо%.-  —  -. 

і  —  V  —  і  іап^.х 

Естьли  же  изЪ  Иго  уравненія  вычтемЪ  Іе,  то  получимЪ 

 СОУХ  -  V — і$іп.х 

IV.   2хУ  —  1  ~   -=   . 

СО*  X  +  У  —  1 5ІЧ  X 

или,  по  раздЪленіи  числителя  и  знаменателя  на  са.х7  сдЪлается  оное 

  і  —  V — іГап§-х 

IV.    2Хі/  —  1  ~  І0&.  7=г  . 

і+У' —  ііап^  х 

ВЪ  прочемЪ  сіе  ІѴе  уравненіе  слЪдуетЪ  изЪ  Шго.  Ибо,  вЪ  слЪдствіе 
ІПго  уравненія  и  того,  что  о  1~  Іо&.  і  ,  имЪемЪ 

  і  +  У — ііап^.х  - 

О  —  2Хі/  —  1  ~  ІОК- 1  —  Р==  у 

г  і  —  V  ■ —  ііап^.х 

и  следовательно 

  і  • — V — гіап^.х 

IV.    2Х"|/        1  —  /ОД.  -=  ♦ 

і      у  —  іЫп^.х 

Но  естьли  уравненіе  Іе  умножимЪ  на  Іо$е~  і,  то  получимЪ 

х"]/ —  ііо&.е  —  Іо&.(сО!.х  -\тУ —  іяя.х)  , 
и  оттуда  возходя  отЪ  логариѳмовЪ  кЪ  самымЪ  количествамЪ  : 

V.  е^-'—соз.х+У  —  іііп,х. 

ТакЪ  же  естьли  уравненіе  Не  умножимЪ  на  Іо$.е~ір  то  будемЪ 
имЪть 


—  Зб5  — 

-—  ху  —  іІо%.е  71  Іо&.(со$.х  —  У  —  іяя.х)  , 

и  оттуда 

VI.    ё~хл/~г~  сѳ5.х  —  у  —  і  ііп.х. 
Теперь  естьли  изЪ  уравненія  Ѵго  вычтемЪ  ѴІе,  то,  по  раздоленіи  на 
2У"  —  л  ,  получимЪ 

ехѴ~і__  -хѴ~і 
VII.   гіп.х  ~~  • 


Естьли  же  сіи  самыя  уравненія  сложимЪ  между  собою,  то,  по  раздЪ- 
леніи  на  2  ,  будемЪ  имЬть 

VIII.  соз.х  —  1  ±1  

Откуда  ,  по  раздЬленій  уравненія  ѴПго  на  ѴШе  ,  произойдешь 

IX.  іап&.х  —   , 

ехѴ-г^_  е-хѴ-і 

или,  по  раз дЪленіи  числителя  и  знаменателя  сего  выраженія  на  е~  *. 
сдЪлается  оное 

!     еіхѴ-і  х 

IX.  іап&.х~  

По  раздЬленіи  же  уравненія  ѴШго  на  ѴИе,  получится 

  ^'^н-  е-х]/-~1 


соі.х  ~У  —  і 


еХѴ-і_-хѴ-і 

или ,  по  раздЪленіи  числителя  и  знаменателя  сего  выраженія  на 
е~х^~ *,  сдЪлается  оное 

 еахѴ-*-+-  і 

х.   т.х~У—  і-  _  . 

(2ХѴ-І_  г 

И  естьли  вЪ  тЬхЪ  же  уравненіяхЪ  ѴмЬ  и  ѴІмЪ  положимЪ  х  ~  тх, , 
гдЪ  т  представляетЪ  всякое  число ,  цЪлое  или  дробное  ,  и  даже  ли- 
нію  сЪ  единицею  несоизмеримую  ;  то  первое  изЪ  оныхЪ  уравненій 
сделается 

етгѴ—  і  —  с05  т^  _|_  у  ^_  2  Л\ПЖ7І  . 

и  какЪ    е™*Ѵ~і—  (е*У~})™  и  шл  +  у^Гціп.г  , 

то  получимЪ  уравненіе 
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XI.  (соз.ъ  Ч-  У  —  і  л'«.г)тсі  сол.тъ  ~\~у  —  і  іт.ті. 
ПодобнымЪ  образомЪ  другое  изЪ  тЬхЪ  уравненій  сделается 

е~ѵігУ~1~со$.т^  —  У  —  іііп.тк, ; 
и  вЪ  слЪдствіе  подобной  причины  мы  будемЪ  имЬть  уравнение 

XII.  {соз.х,  —  У  —  і  $'т.^)п~  са.тх,  —  У  —  хяп.тх,. 
Естьли  же  вЪ  уравиеніяхЪ  VII,  ѴШ,  IX  и  X  положимЪ   х  ~  %~]/ —  і  , 
то  будемЪ  имЬть 

хш.    у  —  іш.«У  —  іі=  —  , 


XIV.  соз.%Г[/  —  і  —  — —  , 

XV.  У  —  1  Ш$.  гУ—і—  -ЖТ-Г-ъ  —  ДаГ- 


XVI. 


соі.ъѴ  —  і         е&  4-  е    85        е22Ч-  і 


і 

И  такЪ  посредствомЪ  первыхЪ  четырехЪ  формулЪ  мнимые  ло- 
гарифмы приводятся  кЪ  дугамЪ  круга  дойствительнымЪ  ,  а  посред- 
сшвомЪ сихЪ  послЬднихЪ  четырехЪ  формулЪ  мнимыя  дуги  приводят- 
ся кЪ  дЬйствительнымЪ  неопредЪленно-степеннымЪ  количествамЪ. 

НапослЬдокЪ  замЪтимЪ  ,  что  изЪ  уравненій  XI  и  XII ,  во  еди- 
но совокупленныхЪ  ,  произходятЪ  сіи  два  достопримЬчательныя  за- 
ключенія  : 

(сб5.х±:у —  ізіп.х)(с05.%±:У — мш.«)зісо5.(х+г)±У — иЫ-(х-$-  ъ)  и 

(со$.х±У —  ізіп.х)(со5.г^.у  —  ия».*)!±й»«(ж — У — иіп.(х — г). 

Ибо  естьли  положимЪ  отношеніе  зцх~т:і  ,  такЪ  чтобы  было 
2,  щ:  тх  ,  то  получимЪ 

(ш.х±У —  і*/й.х)(«>*.«±у — ізііі.%)щ(с05.х±:У —  іми.х)(ш.х±у —  хших)™ 

—{со 5.x  ±у~і«и.х)  іЧ~п 
—со$.(х-\-мх)  ±У- — і зіп.(хч-тх) 

—С05.(х-\-%)±У  15ІП-(Х-\-  %,). 

Но  естьли  положимЪ  ^  ~  —  тх  ,  то  примЪчая,  что  соз.  —  ?пх  ~ 
соз.тх  и  і/и.  —  тх~  —  зіп.тх,  будемЪ  ммЪть 

(т.х±У —  іш.хХт.яі^У — і$іп.ъ)—(соз.х±у  ■—  і  $'т.х)(со$.тх±у —  ітитх) 

~соз.(х-\-  тх)  ±:  У —  і 5Ій.(ж-4  »х) 
~ш.(х — ?:)±у — іі/»(х— ѵ«). 

ВЪ  томЪ    и  другомЪ    изЪ  сихЪ  заключеній   удобно  удостовериться 

можно  и  чрезЪ  самое  умноженіе. 


ВЪ  самомЪ  дЪлЪ ,  естьли  перемножим'Ь    между  собою  сіи  два 
выражекія 

С0$.Х±У    151П.Х    И    С05.%±У   ИІП.Ъ-, 

то  получимЪ  вЪ  произведении 

соз.хсоі.г  ±У  —  чіп.хсоі.%.  ±У  —  \сов.х$':п.х,  —  ыщхщМ  3 
такЪ  что  будетЪ 

(соз.х±У —  іііп.х)(со5.ъ ,±У —  іі/я.г)  ~  т.(х     я)  ±  У —  ыі«.(лг  -+-&). 
Естьли  же  перемножимЪ  между  собою  два  выраженія 
со5.х  ~У —  ійп.х  и  ы$*%зр  у — ■  хип.х  , 
то  будемЪ  имЬшь  вЪ  произведеніи 

соі.хіоі.%  ~  у  —  хіін.хеоіъ  щ  у  —  \ш.хш.ъ.  4*  т.Х5Іпх  , 
такЪ  что  будетЪ 

(ся$.х±  У  —  1 5/я.х)  (Ѵох  я^г У  —  1  іія,«)  і^саі.(х — г)  :±  у —  і  хш.(х — ^). 
Произведши  же   такимЪ  образомЪ  сіи  уравыенія,  можно  посредствомЪ 
перваго  изЪ  нихЪ  вывести    формулы  XI  и  XII.    ВЪ    самомЪ    долЪ  , 
естьли  вЪ  уравненіи  ; 

(ее  5.  х-л-у  -иіп.  х)  (ем.      У —  і  «».«)  —  сЩх-*-!0±.  У  —  і  я«.  (х-ьг) 
ноложимЪ  попеременно       х,2х,3х    .    .    .    .    (и  —  і)х,  гао  получимЪ 

(сМ.Х±  У  1 Ш . х)  2 ~С0 5 .  2Х.±  У  —  I ЯЯ  ,2Х  , 

(іоі. х± у    і Ут.х)(сеі*2х ± У  —  і шЛхУпсоі. Зд."±У~і  «я.3х  , 
(«н.х±У — х$іп.х){соі.ѣх±.у — іип.5х)~со5.^х±.у  —  хш.^х 

(соіх  ±  У  -  і  йп.х)(со5.(п —  і)х  ±У—  і  іщ.(я— і  )х)~со;.г:х±  у~і  ип.пх ; 
и  какЪ  вторая  часть  каждаго  изЪ  сихЪ  уравненій  есть  вторый  мно- 
житель слЬдующаго  уравненія^  шо  будемЪ  имоть 
(см  х±  У —  і  ііп.  ху—со$.%х  ±у —  і ш.  ох  , 

(С05  Х~±.У '  —  15!П.Х)3~С05.3Х±У  ШйТ&С  , 

(іОі.  х±  у —  і  .гія.х)*— гбц.^х  ±  у —  і 

(сох.  х  ±у —  і  ш.хУ1^:сщ  пх±  у —  і  ип.пх. 
й  естьли  положимЪ  ях~г,  и  следовательно  х  —       то  получимЪ 
\соз.—  ^У  —  іт.  ~)~  соз.ъ  ±  у  —  ійм^ 

и  оттуда 

(ш.*  ±  У  —  і  і/й.*)*   =  ш.—  ±:  у  —  . 
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СимЪ  то  образомЪ  знаменитый  ЕйлерЪ  произвелЪ  оныя  дво  фор- 
мулы, то  есть  XI  и  XII  изЪ  формулЪ  ,  доселЪ  нами  предложенных!)} 
но  удобно  всякой  понять  можетЪ  ,  что  доказательство  сіе  прости- 
рается токмо  на  частные  случаи,  вЪ  коихЪ  указатель  п  или  есть 
цЬлое  положительное  число  или  дробная  положительная  единица.  Меж- 
ду тЬмЪ,  какЪ  сіи  ,  такЪ  и  всЬ  прочія  изЪ  предЪлдущихЪ  формулЪ  , 
составляющихЪ  одно  изЪ  досіпопамятнЬйшихЪ  открытій,  вЪ  Ана- 
литикЬ  по  сіе  время  учиненныхЪ,  изобретены,  онымЪ  знаменитымЪ 
писателемЪ.  Мы  ихЪ  произвели,  посльдуя  славному  Лагранжу,  изЪ  са- 
мыхЪ  первыхЪ  началЪ  Дифференціальнаго  Изчисленія;  но  кЪ  симЪ  са- 
мымЪ  формуламЪ  можно  достигнуть  еще  и  другимЪ  путемЪ,  а  имен- 
но посредствомЪ  рядовЪ ,  найденныхЪ  выше  для  синуса  и  косинуса 
какой  ниесть  дуги  х  (ч.  1 24.)  и  неопределенно  -  сшепеннаго  количества 
ех  (ч.  12З.);  что^,  для  усмотронія  тЬснаго  союза  сихЪ  формулЪ  сЪ 
главнымЪ  началомЪ  Аналитики  ,  составляемымЪ  такЪ  называемою 
Тейлоровою  Ѳеоремою,  здЬсь  показать  небезполезно  будетЪ.  , 

И  такЪ  взявЪ  найденную  выше  формулу  (ч.  12З) 

е  ~П.І  і  Ч  I  \  Н  ....       —  -\і 

положимЪ  попеременно  ?.  —  -{-  х~У  —  і  и  з  ~  —  х"|/  —  і  \  отЪ  чего 
будемЪ  имЬть 


ху~!  _  _  г        хУ-і      х2       х3^-1,   хП  ■ —  V  - 1 

е         _П.|_іЧ.     -  — —  .  . .  •-ЬІ.2...П-+*1.2.3..  ..  п(лЧ-і)]  і 

—хѴ~і  —„г      хУ~і     х2      хЗѴ~і          —     хп      ,      хп+ІѴ~і  -. 
е  хѵ    і-лг  ь  Н  _ 

ц  I  1.2  1.2.?.  1.2  .  .  .  .  П  1.2  .  .  .  .  ЩД  +  ІН  -» 


1.2  1-2.3.  *  '  *         1.2  ....  71  1.2  ....  п(п  -\-  іу 

гдЬ  верхній  знакЪ  имЬетЪ  мЬсто  ,    когда  число  п  есть  четное  недЬ- 

лящееся  на  4>  а  нижній,  когда  число  п  есть  четное  делящееся  иа  \. 

Откуда  ,  по  отнятіи  втораго  изЪ  сихЪ  выраженій  отЪ  перваго  и  по 

сложеніи  одного  изЪ  нихЪ  сЪ  другимЪ  ,  получимЪ 

хѴ-і     —хѴ~і  ,  п-И 

е        —е   ,  гх       хЗ  х>  — .      х  -, 

 —  т  П.  т  ч  '  ....-+-  1  — : — ч  ]  И 

2.У-1  *-1         1.2.3^1.2.3.4.5  І.«...7і(?іН-і)-1 

ехѴ-^е-^       „г        х2  X*  -        хп         1  . 

 ■  ~П.  ]  —  1  —  —  ч  . 

2  С  1.2  І.2.3.4  1.2   .   .    .    .    ГН  * 

почему  приведши  себЬ  на  память,  что  вторыя  части  сихЪ  уравненій 
суть  не  иное  чшо  ,  какЪ  $'т.х  л  со$.х{ч.\о,^)  ,  будемЪ  имЬть 


или 
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хѵ'— 1       —хѴ—і  х\'—і  —хѴ—і 

с  - —  <?    <>  И-  <?   

 г-т—  — и  их  и  СОіХ  ? 


е  '     —  е 

И  тпакЪ  ,  сложивЪ  сіи  уравненія  между  собою  и  отнявЪ  первое  изЪ 
нихЪ  отЪ  другаго  ,  найдемЪ 

ехѴ-і      СОІ»х.^у        ціп.х  и  г-*1'-"1  —  «м.х  —  У  ■  ІШ.Х  , 

и  взявЪ  логариѳмы  ,  получимЪ 

ХУ—1—'0$.(СС5.Х  \  У  ІШ.Х)    И   хУ  1±±Щ.(Ші\Х — У — ізіп.х)  , 

то  есть  уравненія  Іе  и  Не,  найденныя  предЪ  симЪ  непосредственно. 

ИзЪ  сихЪ  двухЪ  уравненій  ,    какЪ  то  выше  видЬли  ,  произхо- 
витЪ  гаретіе 

  і  г-\~Ѵ — іТап°;.х 

х  —   .  — Іе&.  -=- — ~  , 

аУ  —  і       і  —  У —  ііап§.х 


вЪ  которомЪ  естьли  положимЪ  У — ііап&.х~х, ,  то  оное  сделается 

і  і  +  г  . 

2У           1  1  * 

и  какЪ  известно  (ч.  122),  чгао 

і  +  г   Г        хЗ       2,^  %п-. 

-  —  П.зи +у  + у  +  .  .  .  .  -ь  — ]  у 

і     то,  поставляя  вмЬсто  х>  ~  У — \іащ.х  ,  получится 

г                іащ.хі        іап^х^                         —  іап^.х71^'1^ 
х  —  Ъ.Ііап&.х  1  ....   Н  1 

то  есть  рядЪ ,  который  мы  нашли  выше  посредстзомЪ  общей  срор- 
'  мулы  разложенія  функцій  вЪ  ряды  (ч.  125). 

ИзЪ  чего  явствуетЪ  ,  что  посредсттзомЪ  сего  ряда  ,  который 
намЪ  уже  иззЬстенЪ,  мы  можемЪ  достигнуть  ко  всіэмЪ  трем'Ь  предЪ- 
идущимЪ  уравненіямЪ.  ВЪ  самомЪ  дЪлЬ  ,  естьли  вмЬсто  іап&.х  поста- 

2  -  ' 

вимЪ  _: —  9  то  получимЪ 

„2  25Г  +271+І  \ 

х  —  п.г-^  ч  =  -ь  — =  ч-  .....  ч-  ■  =  ; 

і        3У-1        5Ѵ-1  (тг  +  ОѴ-і 

и  поелику  вторая    часть  сего  .  уравненія    есть  не  иное  что  ,  какЪ 

—^іо^—^,  то  будетЪ 


  і      ,      і  +  2  і    ■        і-\-Ѵ — -ііаѵ.р-.х- 

X    — =^=г/«2.-   =   =І0&.  =  — . 

2У  —  і       1     2і        2у — І  г— У — і^ап^.х 
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Откуда  имЬемЪ 


*      со5.х — у- — я  (со5.  л:)2— (у  —  івтх) 

м  ваявЪ  х  отрицательно,  находимЪ 

—  Х-)/         1  ~  І0&.(с05.Х   У         1 5ІП.х). 

ИоступимЪ  теперь  кЪ  различнымЪ  эаключеніямЪ,  которыя  изЪ 

ЕреднаписанныхЪ  уравнеыій  произвести  можно. 

( 1 66.)    Во  первыхЪ  уравненія  Іе  и  Не,  совокупленныя  вЪ  одно: 


±  хУ —  і  ~  1&%.{шМ  ±  У  —  і$т  х)  ,  ведутЪ  насЪ  кЪ  заключенію  ,  что 
всякое  количество  какЪ  положительное ,  такЪ  и  отрицательное 
имЬетЪ  безчисленное  множества  логариѳмовЪ. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ,  естьли  вЪ  ономЪ  уравненіи 

Іо]г.(со$,х  ±  у —  иіп.х)  —  ±  хУ  1  < 

тголожимЪ  попеременно  х  ~  о  ,  х  — :  ая1  >  х  ~  ^іі  и  вообще  х  ~  2Л7Г  > 
гдЪ  Л  можетЪ  означать  всякое  цЬлое  положительное  число ,  на 
изключая  изЪ  того  и  самаго  нуля,  то,  по  причинЬ  что  во  всЬхЪ  сихЪ 
случаяхЪ  з'т.х  ~  о  и  со$.х  ~  і  ,  мы  получимЪ 

І0&.1—  о,        —  ±27гУ^і5  Іо%.і~±ітгУ — 1,  и  вообще  Іо^.\~±^КтгУ — і, 
ИзЪ  чего.  явствуегпЪ,    что  единица  имЬетЪ  безчисленное  мно- 
жество логариѳмовЪ}  изЪ  коихЪ  одинЪ  токмо  нуль,  а  прочіе  всо  суть 
мнимые. 

И  какЪ  всякое  количество  а  ~  а  х  і  г  то  по  свойству  логариѳ- 
мовЪ  будетЪ  : 

Іо&.а  ~  Ів&.а  -\- і ; 
почему,  означая  Іс&,а  чрезЪ  А   и  поставляя  вміэсто  !о&.\   общую  его 
величину  і+!2ЛяУ  —  і>  получится  уравненіе 

У&а—А  ±  аЛтгУ  —  і  , 
которое    показываетЪ ,    что  всякое    положительное    количество  ь 
имЬетЪ,  при  томЪ  же  модулЬ,  безчисленное  множество  логариѳмовЪ> 
изЪ  коихЪ  одинЪ  токмо  дЬйсшвительный ,  который  получается  изЪ 
сего  уравненія,  положивЪ  /    о,  и  кояюрый  мы  означили  буквою  А. 
Теперь,  естьли  вЪ  предЪидущемЪ  уравненіи 

іо^Хсоі.х      у  —  іяи.х)~  І  хУ —  і 
иоложимЪ  поперемЬнно  хИяі  х~  Зтг:,  х~Ьл  и  вообще  х  ~  (аЛ-4-і)я> 


/ 

—  37і  — 


гдЪ  Л  можетпЪ  означать  такЪ  же.  всякое  цЬлое  положительное  число, 
не  изключая  изЪ  того  и  самаго  нуля,  то,  по  причинЬ  что  во^всЪхЪ 
сихЪ  случаяхЪ  ш.х  ~ о  и  со5-х~ — і,  мы  будемЪ  нмЬть 

Іо^.— і~±тг"/— 1Л03.— ізгіЬзтт'—  і^о^.—і— ±5"тгУ— і.,  и  вообще  Іо^.— і— іЬ(2Х+і)тг'і/'—  г. 
ИзЪ  чего  слюдуетЪ ,   что  отрицательная  единица    такЪ  же  имЬетЪ 
безчисленное  мно;кество  логариѳмовЪ,  но  кои  всЬ  суть  мнимые. 

И  какЪ  всякое  отрицательное  количество  — й~йх  — і,  те 
по  свойству  логариемовЪ  будетЪ 

Іо%.  —  а  —  Іо&.а  4-  1о&.  —  і  ; 
почему>  означая  ,  какЪ  и  прежде,  Іо$.а  чрезЪ  А  и    поставляя  вмЪсто 
Іо&.—  і  общую  его  величину  ±(2Л+і)тгѴ — і,  получится  уравнеиіе 

Іо&.  —  а  —  А  ±  (2Л      і)ягУ  —  і  > 
которое    показываетЪ  ,  что  всякое    отрицательное  количество  —  а 
имЬетЪ,  притомЪ  же  модуло  ,  безчисленное  множество  логариемовЪ  , 
кои  всЪ  суть  мнимые. 

Чтобы  нЪкоторымЪ  образомЪ  подтвердить  сіе  заключеніе,  ко- 
торое вЪ  прочемЪ  не  подвержено  никакому  возраженію,  то  возмемЪ 
уравненія  (+  й)2  ~  а2  и  ( —  й)2~  й2,  которыя  даютЪ  : 

+  й  ~  !о$.а2  и  о,1о&.  —  а~!о&.а2, 
и  посмотримЪ,     состазляютЪ  ли  двукратные  логариѳмы  количествЪ 
-}-  а  и  —  а  логариѳмы  ихЪ  кгадрата  й2  ,  какЪ  то  по  ѳеоріи  логарие- 
мовЪ непременно    быть   долженствуетЪ.    На  сей  конецЪ  примЬчая , 
что  д2~я2х  і,  находимЪ  ,  что 

Іо&.а2  ~  /е^.л2  -ь       1  ; 
и  какЪ    действительный    логариѳмЪ    квадрата    а1  ц  о.1о&.а  ~  2А  ,  и 

Іо%.\  —±ЪК71~Ѵ  —  і»  то  будетЪ  ,   

Іо&.а2  ~аА±  2ЛтгУ  —  і  ; 
откуда,  полагая  попеременно  Л  — о,  г,  2,3   и  проч.,  получится  сл"Ь- 
дующій  рядЪ  логариемовЪ  квадрата  й2: 

зА,  2А      271Ѵ  —  і,  2АІІІ47Г"/ — 1,2А^1б7гУ — і,гА  І+І  8тг"/ —  і^2А±іо7гУ — і  и  проч. 

Но  изЪ  уравнений  1о^.а~А±  2Л77У—  і  и  Іо%. — й~ А±(2Л~}-і)яУ — і» 
при  томЪ  я;е  положеніи  Л  ~  оЛ  і  ,  2  ,  3  и  проч.,  имЪемЪ  сіи  ряды  ло- 
гариемовЪ количествЪ  +  а  и  —  а  : 

А,  А  ±  277У  —  і,  А  ±4-^У  —  1  и  проч.  и 
А±7?У — і,А±3?гУ — і,А±5тгУ — і  и  проч. 
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И  птакЬ  очевидно  явсшвуетЪ  ,  что  двукратные  логариѳмы  ко- 
дичествЪ  а  и  —  й  действительно  содержатся  вЪ  логариѳмахЪ  ихЪ 
квадрата  й2,  но  никоторый  изЪ  логариемовЪ  количества  — й  не  со- 
держится бЪ  логариѳмахЪ  количества  й,  такЪ  что  хотя  чіо^. -\-а~ 
/^.й2,  какЪ  и  й/с^. —  й  — /о^-.й2,  однако  не  будетЪ  ки  1п& — а~ Іо&.-\-а, 
ниже  ъіоѵ. — р—  &к#.фач  подобно  какЪ  изЪ  того,  что  ( — й)2  — «2  и 
(-\~  а)2  —  а2  не  слЪдуетЪ,  чню  бы  было  —  а^щЧг  а  (*•). 

СверхЪ  того  кЪ  подтверждение ,  что  логиривмы  отрйцаіпель- 
ныхЪ  количествЪ  суть  мнимые,  мы  приведемЪ  слЬдующій  случай  : 

і           со$.х  4-  V  —  ігіп.х  . 
Известно,  что  Іо р..  —  (ч.  іЬі).),   и  потому 

2У  -I        с<^.%  —  У  —  ІПП.Я 

естьли  положится  х  ~  —  ,  то  будетЪ 

7Г  I  У"' —  I  ,     ;   . 

-  ИЗ  —  кг.  -  _=  у  или  тг~  —  у  —  ио&.  —  г« 

~  2У   1       —у  —  I 


)    Знаменитый  ЕйлерЪ   вЪ   сочиненіи  своемЪ  ,   напечатанномЪ    вЪ  т-  шоіге?  (|е 
1'АсаіІетіе  4е  Вегііп  рош- Гатіее  1749,  подЪ  знглавіемЪ:  Ле  Іа  соптгоѵеме  епіге  Мг$  ЬеіЬпіи  с» 
'Ве/поиПІ  хиг  Іе.ч  ІодагігЬтеі  сіех  потЬге«  пе§ай(з  еі  ітадіпаігет,  приемля  сіе  заключбніе  ВО 
всей  его  силіі.  (ра».  163)  ,  сверхЪ  того  приспвокупляеіпЪ. 

„Между  тЪмЪ,  поелику  вЪ  фоомулахЪ  Іо$.  +-  а—А^рттѴ — і  и  Іо&. — а"^.к±цтѵѴ — ■  і 
„числа  р  и  ^  (изЪ  коихЪ  одно  чеганое,  означенное  нами  чрезЪ  аХ,  а  другое  не- 
счетное, изображенное  чрезЪ  2X4- 1")  суть  неопределенный,  та  ничто  не  при- 
,,нуждаетЪ  насЪ ,  чтобы  удвоивая  сіи  логариѳмы  ,  мы  брали  вмБсшо  р  и  4 
,,тВ  же  числа.  Чею  ради,  дабы  удв  енія  сіи  сдЪдать  во веемЪ  ихЪ  простран- 
,,ствЪ,  положимЪ  ,  что  р,  р',  р"  и  про*.  означаютЪ  какія  ниесть  чешныя 
„числа,  равныя  или  неравный  между  собою,  а  <25<і',<7"  и  проч.  нечетныя  числа, 
,,такЪ  же  равныя  -или  неравныя  между  собою;  тогда  оныя  удвоенія  сдЪ- 
„лаются  следующим)!  образо'мЪ  : 

10%  -+-  а  —  А±  рігѴ  —  г  I  Іо%.  —  а  —  А  —  ^^тV  —  і 


1о&.  -+-  а  ~  А^з  р'-пл 


/ . 


2Іс§.  -\~  а  —  2 А  —  (р  -+-  р')тгУ  —  і 


Іо$.  —  а—  А  —  (]'ттѴ  ■ — 


—  а  ~  2А  —  (<?  +  ц')тгѴ  —  і. 
„И  поелику  здЪсь  р~\-р'  означаешь  сумму  двухЪ  какихЪ  ниесть  чиселЪ  чепт- 
„ныхЪ,  а  5 -Ь  сумму  двухЪ  какихЪ  ниесть  чиселЪ  нечетныхЪ,  то  какЪ  р-Ьр', 
„такЪ  и  5  +  1/  будетЪ  означать  какое  ниесть  число  четное  ;  почему  будетЪ 
,,р  ~\- р'  ~^-]~  ^',  и  следовательно  2Іо§.. —  а  ~  2X0%. -\- а-.  И  такЬ  вЪ  семЪ  смы- 
,,сл'Ь  можно  утверждать.,  что  2Іо^.-ьа^2Іо§. — а,  не  допуская,  чтобы  былЪ 
$щ  —а—  Ѣ&  +  о.  « 

Но  сіе  шо  самое  и  не  удовлетворяло  славнаго  Даламберта  ,  принявшего 
относительно  до  логар-иѳмовЪ  отрицательнмхЪ  количествЪ  мнЬніе  Іоапна 
Бернудлія  ,  которое  знаменитый  ЕйлерЪ  огпвергалЪ  по  всей  справедливости. 
См.  Оршс.ііез  ;паіётаис[ие5  раг  Б.'А1егпЬеіЧ,.  Т.  I...  ра§ѵ  198. 


/ 
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но  поелику  ъ  есть  действительное  количество,  то  равное  ему  про- 
изведете —  У  —  ііо<г.~-  і  не  иначе  можетЪ  быть  дЬйствительное  ко- 
личество ,  какЪ  когда  множитель  онаго  Іб$,  —  і  будетЪ  количество 
мнимое  5  и  бЪ  самомЪ  дЬлЬ  придавЪ  сему  множителю  первую  его  ве- 
личину -4~  77Ѵ  —  і)  мы  получимЪ 

—  У—  ііо&. —  і  —  —  У  —  і.т^У  —  і  —  тг, 
какЪ  то  и  быть  долженствуетЪ. 

ЗдЬсь,  для  избЬжанія  всякаго  недоумЬнія,  кебезполезно  замЬгпить, 

что  при  семЪ  самомЪ  положеніи  х  ~  — ,  посредствомЪ  той  же  фор- 
мулы хі  —  і 1&&.(ш.х. У — 15/й.х),  изЪ  которой  предЪ  симЪ 
нашли  логариемЪ  4~  77  У  -  і  отрицательной  единицы,  дЬлая  х~7Г, 
мы  достигнемЪ   кЪ  тому  же   самому  логариѳму.  '  ВЪ   самомЪ   дЪлЬ  , 

при  положенш  х   ~  ,  формула  сія  сделается 


7Г 


У  —  1  ~  Іо%.у  —  і  ,  или  й/о^.у  —  1  ~  -Ь  7іУ  ■ —  1  '■> 


и  какЪ  по  ѳеоріи  логариѳмовЪ  йіо&.у —  і  ~  /с&.(У —  і)  —Іо&.  —  і,  то 
будетЪ  Іо$г.  —  і  —  -{-  ^у  —  і. 


Еще  замотимЪ,  что  изЪ,  уравненія  —у —  і  ~  Іо%  У  —  і  имоемЪ 


—  і  4Іо§."/  ■ —  і 

77  ~  =^= —  ИЛИ   2  7»'  ~  -р-=   , 

У  —  I  У  —  I 

іпо  есть  символическое  выраженіе  окружности  круга  ,  которое  пер- 
вый нашелЪ  ІоаннЪ  Бернуллій,  и  которое  можетЪ  быть  произведен0 
различными  образами. 

НапримЬрЪ,  естьли  вЪтойже  формулЬ  ху — і~!о%.(со5.х-\-у — іш/.х) 
положимЪ  х  ~  —  ,  то  получимЪ 

7Г    ,   ,  ~Т  /("і  -+-У  _  і)2  т   

и  потому  будетЪ 


2Іо<г.Ѵ — 1  фа&У  ■ 

77  — — .— —    ИЛИ  0.71  ~ 


У— і  У— 1 

гг    п  п     Т  .  і  і+У — ■ііапе.х 

іакіэ  же,  естьли   вЬ  формулй  х  ~ — -==-1о%.  =  положимЪ 

тг  2У  — і      і  —  У —  ііап^.х 

х~~л   то  получимЪ 

4  7   

7Г    I  1-1-У- 


4  2У  —  I         і_У_х  2у'_1ог 

и  потому  будетЪ 
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 йІо^.У  —  і  4-Іо§.Ѵ  ■ —  і 

7Г   ИЛИ   2,71  ~  ^гг  .  - 

Г  —  і  '        V  —  і 

(167.)  Но  не  останавливаясь  болЪё  на  сихЪ  частныхЪ  случаяхЬ 
сдЬлаемЪ   приложеніе   предЪидущпмЪ   формуламЪ   кЪ  мнішымЪ  коли- 
чествам^ 

На  сей  конецЪ  замЬтимЪ  ,  что  мнимыя  количесгава  представ- 
ляются намЪ  вЪ  осиованіяхЪ  Алгебры  во  первыхЪ  при  уравненіяхЪ 
второй  и  третьей  степени  ,  вЪ  случаЬ  обрЬтающихся  вЪ  нихЪ  мни- 
віыхЪ  корней ,  и  по  самому  рЬшенію  оныхЪ  уравненій  корни  сіи  при- 
водятся кЪ  виду  а^іЬѴ  —  і  ,  гдЪ  а  и  Ь  суть  количества  дЬйстви- 
тельныя  ;  потомЪ  вЪ  тЬхЪ  же  основаніяхЪ  Алгебры  доказывается  } 
что  и  вообще  во  всякомЪ  уравненіи  имЬющіеся  мнимые  корни  призе- 
дены  быть  могутЪ  кЪ  тому  же  самому  виду  а  ±  Ьі/ —  і.  И  такимЪ 
образомЪ  поступая  далЪе ,  помощію  началЪ  той  же  самой  науки 
удобно  уже  утверждается ,  что  всякое  алгебраическое  выраженіе  , 
составленное  изЪ  мнимыхЪ  количествЪ  гида :  а  ."±  Ьу  —  і  ,  приведено 
быть  можетЪ  кЪ  тому  же  самому  виду  А±ВУ —  і.  Но  кЪ  сему 
самому  заключенію  мы  достигнуть  можемЪ  и  посредствомЪ  предЪ- 
идугцихЪ  формулЪ  ,  какЪ  изЪ  слЬдующаго  явствуетЪ. 

Естьли  выраженіе  а±Ьу — і  сравннмЪ  сЪ  г(соз.х  ІІІ  і/ —  і  ип.х) 
вао  найдемЪ 

а  ~  гсоз.х  ,  Ъ  ~  гяп.х  и  й2  4"  Ь2  —  г%ш-.ха  +  зіи.х2 :~  г2  ; 
еткуда  определится  величина  неизвЬстнаго  количества  г  ~")/л2  н- #~  , 
И  потому  извЬстны  будутЪ 


а  

СОЗ.Х  ~  ~  — г-    И  31)1  X 


ь 


ПодобнымЪ   образомЪ    сравнивая    выраженіе  с  ±:  ду      і  сЪ 
${(05.а±у — определится  *~У<г-|-Э2,  и  потомЪ  найдется 

с    с  д     *  Э 

СвЗ.%  ~ —    —   И 


5         У,ь-і-д2  *  Ѵс2-{-д2 

И  такЪ  мы  будемЪ  имЪть 

(а  ±  ЬУ  —       ±  дУ  —  і)  ±  г${со;.х  ±  У      іім.х)Хсоі.ъ  ±  У  —  гз'т.г) 

  П{С05.{Х  -\-  —  1  ПП.(Х  -+-  г))  , 

т«  есть  произведете  двухЪ  мнимыхЪ  количествЪ  есть  вида:  А~+-Вт/ — і, 
Равны  мЪ  образомЪ  будемЪ  имЪшь 
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1    Г(С65.Х  ~Ь  У  —  ІЯ'В.Д^    Г(С05.Х  ±  У  —  ІП'П.хХсОІ-2,  У~ 

С       Э"/—  I  5(со$.С;+;У —  ^(С05.23Ь  У  —  1У/Д.2і)(С05.2І^І  У  —  ізіп.я) 

Т.  .  .  ' ,  » 

—  —са.(х  —  г)  "цИу —  іііп.(х  —  г))  > 
то  есть  частное    дв-ухЪ  мнимыхЪ  количествЪ  есть  такЪ  же  вида  ; 
А±ВУ~і. 

НапослЪдокЪ  посредствомЪ  XI  и  XII  изЪ  предЪидущихЪ  фор- 
мулЪ  (ч.  іб5)  получимЪ  щотчасЪ 

О  ±  Ь  Г  =  гш(ш.х  ±  У ~і  т.х)т  ~  гт(с05.?пх  ±  у~  ; 

и  какЪ  я/  можегаЪ  быть  всякое  количество ,  то  отсюда  слЬдуетЪ  ^ 
что  всякая  степень  или  корень  всякой  степени  мнимаго  количества 
есть   вида:  А  ±  ВУ —  і. 


Пусть  п  цЪлое  положительное  число,  и  пусть  изЪ  а"^~!і  у — і 
требуется  извлечь  самымЪ  дЪломЪ  корень  степени  и. 


і        і    і 


Сравнивая    выраженіе  (а^ку* — і)п  еЪ гп^соз.х,^  у — 

иайдемЪ,  какЪ  и  прежде,  г  ~  ~[/а2  -г  #2,   и  потому   будутЪ  известны 
а    а  Ь    Ь 

Т         Уа2  +  Ъ2  г         Ѵа2  -Ь  Ъ2 


Ъ 


Чего  ради,   по   причині»   что   гп(ш.х.  ±  У — іі/'».^)71" 
гп(^оі.—      у* — іип-—}7  будемЪ  имБть 

Ѵа  ±  Л/Ь  —  і  ~  г\ш.^  ±:  У  — і  ия.^). 

а 

Поелику  же  одинЪ  и  тотЪ  же  косинусЪ     —  —-■>  какЪ  и  синусЪ  — ; 

7  Уа2-Ь&г  7  Уа~Н-Ь3 

принадлежать  многимЪ  дугамЪ,  каковы  суть: 

г  ,  1.0.7Т  +  г  ,  2.277  +  г  ,  З.зл-  +  г    ....    (и — і)атг-г#> 
то  вмЬсто  «  каждая   изЪ  сихЪ   дугЪ  взята  быть  можетЪ  ;  почему 

получится  столько  же  и  величинЪ  для  выраженія  У ' Ъ~\/  —  і  ,  кои 
будутЪ 

і/       г    .    %■  \ 

гп{со$,—  :+:У —  і^я-^у  ' 

1/         І.27Г-}-2  .  І.27Г-+-2!\ 

г*(<™.—  ±:  У  — «/«.—  )  , 

гп(^і.—  ±у  —  им—  )  , 
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и  кромЬ  сихЪ  величинЪ  никакая  болЪе  уже  принята  Сыть  не  мо- 
жетЪ  ,  потому  что  вмТэсто  ^  поставляя  дуги 

И.27Г  ф.Й  ,(Я  +  і)27Г  Ч-«  ,  (п  +  2)2,7  -+-  5  И   проч.  , 

имЬемЪ 

,  п.2тг+а_  а   (п-4-і)2-пЧ-г  _  27гЦ-г  (а+2).27ГЧ-а_  я2.2тт4-г 

п     ~2з'~ЬѴл        п        -^ЗтгЧ—  -27тЧ  —  —  и  проч., 

и  следовательно  для  і/ а  ІІГ  ьу  —  і  получимЪ  тЬ  же  самыя  величины, 
которыя  и  предЪ  симЪ  нашли. 

Отсюда  мы  тотчасЪ  найти  можемЪ  корни  кубическаго  уравне- 
нія  вЪ  случаЪ  неразрЬшимомЪ. 

Пусть  предложенное  уравненіе  будетЪ  х3 —  рх  — д  —  о. 

ИзвЬстно  ,  что  первый  онаго  корень  есть 

который  представляется  вЪ  видЬ   мнимаго   количества ,    когда  ~=рЪ 
мревозходитЪ  |^2.    ПоложимЪ  \  ~  а  и  уЦ?*  ~~  |?2  3~  Ь  ,  будетЪ 
х  —  V а  и-  Ьу  —  і  -+-  V  а  —  і  у  —  і  ; 

почему  найдется 


7—  9 


потомЪ  получится 

V  а~±іъу —  і  ~  г*(сОі.^±у —  (сох.^±у —  иіп.^У^р, 
и  оттуда 

т /~Г      %  /  27Г-+-  г  /7~      47г  4-  а 

Л'  _  2]/  |р<;0.$.д,  х~2]/|^<;05. — з —  и  .ѵ  —  Щ~рШ,  -  ^ 

Т,л-ь  .  4^—1—2   ,  С05.ПТ  • — г 

^дп,  по  причинЬ  что  сов. —  ~ —  —  — *  3  последняя  величина  мо- 

■5  3 

жетЪ    быть  взята  х  ~  о.У^рсов.2-—^—  • 

Но   естьли   предложенное   уравненіе    будетЪ  х3  —  |>х  -ь  ^  ~  о  , 
то  первый  онаго  корень 

х  ~  |/ —  |  -|_  у^  _        -Ь  Vх—  I  —  /^2— ,Ѵ3 
нредставивЪ  такимЪ  образомЪ 


х  —  —  VI  +      —     —  Й  ~  ѵѴ—пт?3 > 

сдЬлавЪ  тЬже  положенія,  достигнёмЪ  кЪ  слЬдующимЪ  величинам^ 
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  ,/~      *    л/Г       ьъ-Л-ъ    -    Д~"  4-ГГ-4-2 

х  —  У^рс05.^3х  —  —  у±рсоз.  —  и  х — —  у  зрса. —  — , 

где  такЪ  же  я  дуга  таковая,  что  со5.%~ — -=-. 

Естьли  же  мы  положимЪ  — —~5ін.и<)   гао  будетЪ  я-Ь-«  г> 

или  ^  ~  о  —  и  ,  и  потому 

— соі.-т  —  — <-'05-{ъ~з)  — —  «я.-|—  —  —  т. — - —  - —  ап. — - —  , 

2ТГ  +  .35   /)7Г         и\    /7Г       «\  .     -7Г  — И.    .     27Г  +  П 


-> 

3 


— 3—  ~-соз.{~~  -*-  5;  —  ««.3. 

И  такЪ  получится 

,/Г.     .     «  .А       .  Л-       .  47Г-+-7І 

X  =3  ]  з/»«и-з  >  ѵ  —  У  |/>*/й.  — - —  и  х  —у  рт* — | — , 


ѣ  .     -   31 

где  и  дуга  таковая  ,   что  зт.и  —  гг. 

2Й"!  '«л 

При  семЪ  случае  мы  замЪптиліЪ,  что  вообще 


У  а  +  ч/?У  —  і— *-  у  а  —  ЬУ  —  і 
есть  всегда  количество  действительное.  Ибо  выше  видели ,  что 


у  а  ±  ЬУ  —  і  —  гг{ш.уь  ±  у  —  ]  5Іп~) , 


где  г=  У  л2-  +  #3  ,  со*.*  ~  7==  и      *  —  7=7==  5  чего  РаДи  будетЪ 

Уа2-і-Ъ2  а  Ѵа2-\-Ъ2 

п  -~  ' —       п  %    2  \  ^ 

У  а  +  Ьу  —  1  -\-  У  а  —  Ьу  —  і  —  гп(  сои—Ч~У — іш—)/  і 

I   а 


2    ?*  ~2Г~СОі-.~ 


(іб8-)    Пусть  теперь  требуется  определить  ^ыраженіе  лога- 

риѳмической  функціи  мнймаго  количества  е.  ±  Ьу —  і. 

—  -|   «•  Ь 

Полагая  у й"  4-0  —  Г  ?  ~  —  со$.ъ  и  —  ~         ,  мы  получимЪ 

й  ±  ІУ  —  і  ~  г^соз.ъ  ±у  —  , 
и  следовательно 

/о^.(й  і±       —  і)  —  /о#.ѵ-}-  /о^  (соля  ±  у  —  і  ; 
и  какЪ  выше  видели^  что  Іо&.(сЬ&Ь'+'у — иія.ъ)  —  ± *У — ~х  (ч.  іб5), 
то  будетЪ 

/«&  Сй  —  ^У  —  і)  —  1о&.г±.  %>У —  і. 
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Поелику  же  тЪже  синусЪ  и  косинусЪ  принадлежать  безчисленному 
множеству  дугЪ  ,  то  вмЪсто  дуги  «  ,  какЪ  и  предЪ  симЪ  ,  можно 
взять  дуги  :  як  -\~  г  ,  1\тх  -\-  х, ,  бтг -\- ^    •    •  .  •    •    •  4-  я  >  гдЬ  Л 

есть  всякое  цЪлое  число  ;  и  шакимЪ  образомЪ  для  Іо$.(а  ±  #У  —  і) 
будемЪ  имЪть  безчисленное  множество  БеличинЪ  ,  содержащихся  вЪ 
формулп  ІО'. г  ±  (2Лтг  н-  ^)У  —  і. 

И  естьли    положимЪ    Ь      о  ,    то  получимЪ   г  ~  а  ,  соі.%~  і  , 
~  о  ,  и  потому     Ш  о  ;  чего  ради  будегпЪ 
/о^.л  г:  Іо&  а  ±  2Л:гУ  —  і  , 
или  означая  действительный  логариѳмЪ  количества  а  чрезЪ  А, 

Іо&.а  ~  А  ±  2Л7гУ  —  і  , 
то  есть  всякое  действительное  положительное  количество  а  имЬетЪ 
безчисленное   множество   логариѳмовЪ ,  изЪ  конхЪ  одинЪ  токмо  дей- 
ствительный ,  какЪ  и  предЪ  симЪ  нашли. 

ТакЪ  же   естьли    возмется    формула   /<?#.( — а  ±  Ьу — і)  }  гао 

П  Тг  ~а    Ъ    ■ 

полагая    у  а  -\~Ъ  ~г  ,  —  —  соих,    и    —  ., —  $:п.х, ,  получится 

Іо&{  — а  ±  Ьу —  і)  —  Іо^.г±  %У —  і  , 
к  напосл"ЬдокЪ 


ІГ  естьли  положимЪ  Ь — о  ,  то  будемЪ  имЬть  г — а  ,  С05.%~  і ■ 

*т.%~о'у  и  потому         тр  і  чего  ради  будетЪ 

І0&.  —-а~  Іо&.а  ±  (  2Ляг  4-  7Г)У  —  і  ,  или. 
Іо&.  -  лгА±  (2Л  Н-  і)тгУ  —  і  , 
то  есть  всЪ  логаривмы  дЪйствительнаго  отрицательнаго  количества 
—  а  суть  мнимые  ,  какЪ  и  предЪ  симЪ  нашли. 

ДоселЬ  мы   искали   выраженіе   логариѳма  мнимаго  количества 
й±>У — і,  и  по  сравненіи  онаго  сЪ  г(со5.%  ±  У —  иіп.%)  нашли,  что 

Іо&.(а  ±  Ьу  —  і)  ~  Іо&.г  ±  (2Лтг  4-  І)У  — Т  ; 
но  естьли  обращая  вопросЪ,  положимЪ,  что  логариѳмЪ  представленЪ 
чрезЪ  т  ±  пУ  —  і,  и  требуется  определишь  количество,  иЪ  которому 
оный  принадлежишь,  то  будемЪ  имЬть 
т  ~  Іо$,г  и  п  ~  2Лтт  4"  2  , 

п  оттуда 

почему  напослЬдокЪ  получится 

с™(со$й  ±-у  —  і  ііп.п)  ,; 


чыраженіе  искомаго  количества,  которое  будетЪ  дЪйсгпви тельное  , 
естьли  п  нуль  или  какая  ниесть  кратная  величина  полуокружности. 
(169.)    ПослЬ  логариѳмической    функыіи   мнимаго  количества 

а±:ЪУ — і  представляется  неопредЪленно-степенная  (а±Ьу — і)т— 1  ; 
поелику   вообще  еа^°&'Ру  какЪ  шо  удостовериться  можно  взявЪ  ло- 

гариѳмы  ,  гао  функцію  сію  можно  представить  вЪ  семЪ  видЪ  : 

і(т+:тіѴ — і  )1°ё  (а  —  ЬѴ — і)  ; 

почему    поставляя  вмЬсто  Іо&.(а  ±  Ьу — і)  его  величину  Іо&.г±%у — і.9 
получится 

(л      Ьу       1уп±пѴ—1  —  еггйо§.г~пг±(тх+гйо^.г)Ѵ—  і 

 етІо&.г—  пъе^(тъ-\-гйо&.г)Ѵ—  і 

_  сш1оё.г^сои^+п1о^  ±у~іЫ^т^.п10^ 

и  но  причине  что   ет1о^-г  —  гт,  будетЪ 

{а  ±  Ьу^і)™^-1—^*-^  сб*(Щ+  піо&.г)  ±у~ійп.(тъ  +ѵІо&Г% 
то  есть  выраженіе  вида  А  ±  Ву —  і* 

При  чемЪ  заметить  надлежйтЪ,  что  изЪ  двойныхЪ  знаковЪ  ±: 
жерхніе  соотвЬтствуютЪ  верхнимЪ  ,  а  нижніе  нижнимЪ  ;  почему  для 
употребленія  сего  выраженія  довлоетЪ  вЪ  немЪ  удержать  токмо  одни 
изЪ  нихЪ  ,  какЪ  напримЪрЪ  верхніе. 

Еще  замЪтить  надлежитЪ  ,  что  дал  всебщности,,  каковой 
подлежитЪ  сіе  выраженіе  ,  надлежитЪ  вмЬсто  %  поставить  2Лтх-Ь  2» 
какЪ  шо  выше  видели. 

Естьли  положимЪ  Ь  ~  о  я  а  количествомЪ  положительнымЪ  , 
пю  оудетЬ  г  —  а  ,  сох.ъ  ~  —  ~  і  ,  зіп.%,  —-по,  и  потому  вмЪсішэ 
^  надлежитЪ  поставишь  2Лтг  ;  почему  получится 

И  естьли  положимЪ  Ь~оу  а  а  количествомЪ  отрццагпельнымЪ,  то, 
поелику  г  ~  У  а2  И-  Ь2>  будетЪ  г~  а,  ш.х,  ~  -~  -  —  і ,  ш.ъ  ~  — =о, 
и  потому  вмЬсто  ^  надлежитЪ  поставишь  (2Л  ^  1)77  ;  почему  про- 

изоіідетЪ 

^™Н-л  -і-Л-(2Х+,>тг[г^ .((2Л+^жя.+й/вг.>л) ---у-Т5/«.((2Л-ь0^7гН-  я/<^.л)]. 
Но  естьли  положимЪ  л  П~  о  и  ?йцо  ^  то  будетЪ  *г  —  Ъ   соа.х,  ~  о  , 

    туг 

і/я.г.  —  &  —  1  ,  и  потому  вмЬсто  ъ  надлежитЪ  поставить  йЛтг  НН  ~~ 

 (-А+Отг  * 

—      а        >  ^его  ради  получится 
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—(4^  + 1  )П7Г 


0У  —  і)пѴ~  1  —  е      2       (ш.пІо&.Ъ -\-у  —  иіп.пІо&.Ѵ).  4 
И  естьли  а .~  о  и  т~оу  а  #  количество  отрицательное,  то, 

поелику  г  —  I  и       я  ~  —  —  - — і,  вмЬсто   я  надлежитЪ  поста- 

»  (4Х  +  3)7Г 

ВИШЬ  2Л77  +  |/Т~   з  • 

ПредЪидущее  выраженіе  сделается  дЬйствительнымЪ  вЪ  случиЪ 
*~  і  ,  и  естьли  притомЪ  положимЪ  и  АНо,  то  оно  сделается 

(V  —  1        —  е  2  ==  0,207879  , 
заключеніе,  которое  по  своей  странности  достойно  подтверждения. 

На  сей  конецЪ  замЬтимЪ  ,  что  естьли  вЪ  формулЬ 

%(і  +  х)=:П.[х'  — -  +  - — ^-^и  проч.]  • 
вместо  х  поставимЪ        то  получимЪ 

Іок.(і  4-  -)  —  П.[-  ^  -ь   Ц  Ч-  и  проч.]  . 

о  V  х'  Чх  2Х3  3X3         4Х+  1        -1  3 

и  потому  примЪчая  ,  что  /0,5.(1  +  х)  —  Іо&.(і  •+  ~)  Іо^.х  ,  будемЪ 
имЬть 

—  Щх  —  х-1  —  *(х2—  х-2)  -+■  |(*3  —  х~3>-  |(х*  —  х~4)-Н  и  проч.]. 
Откуда,  поставляя  у  —  і  вмЬсто  х  ,  найдемЪ 


Ѵ-і      24        1   Ѵ      зѴ  У-і 

I 


НИ  |(У  —  і  —  ,^Ц)  —  и  проч.]  9 


/О^  у         і  —  -=:П.[і      |  -4"    И  проч.] 


Ѵ-і 

2       я-    ТгѴ  —  I 


*    ТТС   —  I  - 

—  -  (4.125). 


Но  известно,  что  хх~е    ё'х,,  чего  ради  будетЪ 


т        ігг  ігЗ 


и  какЪ  е     2 — П.Гі  — — (  —  г*  -+-  и  проч.  и 

—    1-        2      1.2.4       1-2.3.8  г  Л7 

то    удобно    всякой    усмотреть    можетЪ  ?    что    будетЪ  почти 

(у  377/^  —  0,207879. 
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Отсюда  мы  паки  достигаемЪ  кЪ  символическому  выраженію 

окружности  круга,  найденному  ІоанномЪ  БернулліемЪ.    Ибо,  уравне- 

:   .  ттѴ—і 

ніе  Іо&.у  -—  і  ~  даетЪ 


чі   или  5  7Г  •  - — — - — • 

Ѵ-і  V- і 

(170.)  НапослЪдокЪ  вЪ  разсужденіи  мнимыхЪ  количествЪ  остает- 
ся предложить  токмо  о  круговыхЪ  функціяхЪ  сихЪ  количествЪ. 

Пусть    требуется    опредЪлить    выраженіе  круговой  функціи 
гін.(а±  Ьу  —  і). 

Принимая   а  и  Ьу —  і  за  дуги  круга  ,  мы  получимЪ 
тг\{й  ±  Ьу  —  і  )  —  $'т.а.соиЬу  —  і  ±со$.а.5Іп.Ьу  —  і  ; 
и  какЪ  вЪ  слЬдствіе  VII  и  VIII  изЪ  предЪидущихЪ  формулЪ  (ч.  і65) 
имЬемЪ 


$1н,Ьу —  і  —  — =з= —  и  со$.Ьу  —  і  ~  ' 

.  іѴ  —  і  2 

то  по  постановленіи  будемЪ  имЬть 

  -   .еЪ+е-Ъ    ,вЪ__е-Ъ 

$іп.(а  ±Ьу  —  і )  —  (  )  ип.а  ±  У  —  і  (  — ~  )сб$'.а  , 

то  есть  выражение  вида  А±В|/ —  і. 

ТакЪ  же  естьли  требуется    опредЪлить    выраженіе  функнш 

іОі.(а  ±  Ьу — )),  то  поступивЪ  такимЪ  же  образомЪ  ,  найдемЪ 

  е—  Ь  -.   еЪ__е-Ъ 

сох. (а  ±:  ЬУ  —  I-)'  ~  ( — '~  )со5.а  ір  У  —  і  (  —  )ип.а  , 

то  есть  выраженіе  паки  вида  АііцБ]/ — і. 

ПодобнымЪ  образом'Ь  достигнемЪ  кЪ  выраженіямЪ  другихЪ  кру- 
говыхЪ функцій,  каковы  суть  тангенсы  ,  котангенсы  и  проч. 

Естьли  положимЬ  а  ~  2Лтг  ±  „  „  ,  то  оудетЪі;».й-~зГІ 

и  ш.а  ~  о  ,  и  потому  сдЪлаешся 

ап{а  ±1  Ьу  —  і)  —  ±- ч-  е~ъ)  ; 
такЪ  же  положеніе  а~іКп  даетЪ  ш.  Хп  ~  о,  а  сѳх.Атт  ~  іЬ  і,  смот- 
ря потому,  что  число  л  есть  четное  или  нечетное,  и  сего  ради  будетЪ 

ш(а±:ЬУ~-~і)  ~±  1{еЪ-Уе'Ъ). 
И  такЪ  обрЪтаюшся   мнимыя  дуги  ,     коихЪ  синусЪ  или  коси- 
нусЪ  имЪёгпЪ  величину   действительную  ;   но  замЪінить  надлежишЪ  л 
что  величина  сія  не  совмЬсгпна  сЪ  свойством!}  круга.  Ибо  подолику  Ь 
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•не  ѵвспть  нуль,  вЪ  которомЪ  случйЬ  дуга  л  ±  Ьу  «-  і  будетЪ  лЪйствн- 
тельная,  количество  ±(е  +с     )—  & —  всегда  .превосходить  і  или 


не 


0  г. 

радіусЪ  ,  потому  что  сумма  квадратовЪ  еГ  -\~  і  всегда  больше  дву- 
крашнаго  произведеиія  корней  2«Ь.і  ;  и  какЪ  оное  количество  состав-* 
ляетЪ  величину  синуса  или  косинуса  сей  мнимой  дуги  а±1>У — і, 
то  оный  синусЪ  или  косинусЪ  будетЪ  больше  і  или  радіуса,  что  не 
возможно.  ОднакожЪ  сущ.ествован1е  сихЪ  синусовЪ  и  косину совЪ , 
принадлежащихЪ  мнимымЪ  дугамЪ ,  подтверждается  прямоугольною 
гиперболою  ,  которой  свойства  великое  имЪютЪ  сходство  сЪ  свой_ 
стзами  круга,  какЪ  то  окажется  вЪ  Геометріи  Трансцендентной. 

(іуі.)  ВозмемЪ  еще  XI  и  XII  изЪ  предЪидущихЪ  формулЪ  (ч.  гб5): 

(соз.х  -\~У  —  іііп.х)п~  со$,пх  -ь  у        1  ЗѴІ.ПХ  и 

(соз.х  —  У  - —  1 .?//?. х)п~  соз.пх  —  у  •—  1  зіп.пх  ^ 
ги  мы,  по  отнятіи  второй  изЪ  нихЪ  отЪ  первой  и  по  слаженіи  одной 
,нзЪ  нихЪ  сЪ  .другою,  получимЪ  тотчасЪ 

__  .(соу.-эе  -+-  У  • — ■  I  віп.х)11  —  Гс05.Х  V  ■ — ■  1$ІП.Х  )п 

ип.пх  —  ■ — —  —  и 


ьѴ  —  і 

 (со5.х-+-Ѵ —  іпп,х)п-{-  (соз.х —  V  —  і$іп.х)п 

.ш.пх  і—  : 

•и  какЪ 

{со5.х  ф  У — \яп.х)п  —  се$.хп-ъ-~У — ісо$.хп~1йп.х  —  соз.х71-"1  і 

П(71— 2)  

 !  2  3         У           ІСОЗ.Х       Ып.ХЪ  ■+    И  ПрОЧ., 

(соз.х  —  У —  ізіп.х)п  —  соз.х71  —  \У — \соз.хп~л  згп.х  —  П^П~^&/.х*~~*ЬЫл* 

-Ь  —  у  —  ісоі  х11   •5^/;^.>\•3 и  проч.  , 

то  будемЪ  имЪга-ь 

фоьхГ  1хт*х  оо$.хп  Ъіп.х*-*  ~3~~ —  соі,хп~ Уш.х*—  н  про* 

соз.пхтисоз.х  — —  соз.х11   *5пі.х2-ь-:  'ш.х^Ьіп.-х* —  и  проч. 

И  такимЪ  образомЪ  синусы  и  косинусы  дугЪ  кратныхЪ  какой 
ниесть  дуги  разлагаются  вЪ  ряды  ,  составленные  изЪ  степеней  ко- 
синуса и  синуса  сей  дуги  ,  по  тому  же  закону  какЪ  и  Нютонова  би- 
інома  л    посредствомЪ   которой  они  произведены.    Откуда  раждается 


ш.х~ 


обратный  вопросЪ  ,  какЪ  изобразить  степени  синуса  и  косинуса'  ка- 
кой ниесть  дуги  рядами  ,  составленными  изЪ  синусовЪ  и  косинусовЪ 
краганыхЪ  ея  дугЪ.    ВопросЪ  сей  разрешится  танЪ  : 

Пусть  соі.х  -Ь-  у  —  иЫ.х  ~  и  и  соих —  "]/  —  иіп.х  ш  ѵ 
будетЪ 

і 

ііп.х  Ш  — - — -—{и  —  ѵ)п  со 5.x  —  ~(и  -+-  ѵ), 

2.У           I  ~ 


ВзявЪ  первое  изЪ  сихЪ  уравненій  ,  имІземЪ 

$іп.хп  — 7~—(и  ѵ)п,> 


и  оттуда 
ш.  х 


п  1      (  п     ж  ті  .т  п(л— і)  -     л(л-0(?г-а)  у 

;  ~ — — =(и  — 7й     ХФ  -И— — -йп  2^  -  -вПг^*>3  4-  и- проч.). 

И  какЪ  число   я  можетЪ  быть  или  четное  или  нечетное  ,  то! 
здЪсь  два  случая  имЪютЪ  мЪсто  : 

і.)  Пусть  я  число  четное;  вЪ  семЪ  случаЬ  (и  —  с)п  —  (у  —  и)71,  и 
следовательно  имІЬемЪ  такЪ  же 

и  оттуда 

Ш-Я  ^-Т^  ^-Ь-Т-Г-^      *  І2.3    >~3*3-+  ипроч.)у, 

чего  ради  по  сложеніи  будетЪ 

Г"  — ^і^СѴ^^Ф  +  и  проч.), 

ИЛИ' 

-  +  *п-6)  +  и  проч.)  ; 

но  выше  видЬли  ,  что 

 +  Ѵ  —  івгп.х )п  Ц-  (соз.ж  —  V—  иіп.х)71           ггп -4- ч;71 ' 

со$.пх  —   -    -    2  >■ 

чего  ради  будетЪ  ип  -\-ѵп~ ъсоз.пх,  ііп~2-\-ѵп~~2—.2с05.(п — 2>,  ип—4-+*уп—4-—°* 

Яс05.(п— 4)х,/іп— "б  і-г>п—б— 2соі.(п — б)х,  1  вообще  ип  ~т^-ѵп~т—ъсо$.{п-т)х\ 

и  какЪ  сверхЪ  того  всегда  иѵ  ~  і  ,   то  получится 

(ау —  і  )*«».  хп  — 

ш.пх— іс05.(я — о,)х  +  -^—со5.(п~-іЗх-*-- — -ш.(я— -о;х  +  и  проч.; 
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поелику  >кё  и  есть  число  четное,  то  будетЪ  (&У — і)п— ±2П,  гдЬ 
верхній  знакЪ  имЬетЪ  мЪсто  ,  когда  число  п  есть  двояко-четное,  и 
нижній,  когда  просто-четное;  почему -предЪидущее  уравненіе  сдЪлается 

СОі.ПХ  —  ^С05\П          2)хН  —  С0!.(П — 4)  х  ^0$\П  —  6)х-+-  И  прОЧ. 

При  чемЪ  заметить  надлежитЪ,  что  продолжая  сіго  формулу  , 
подобно  какЪ  Нютонову  биному,  достигнемЪ  кЪ  косинусамЪ  дугЪ 
отрицателыіыхЪ;  но  известно,  что  оные  суть  тоже  самые,  что  и 
дугЪ  положительных!),  какЪ  то  удостовериться  можно  помощію  урав- 

ненія  со5.х  — .  —  ■   ,  котораго  вторая  часть  отЪ  посшанов- 

ленія  —  х  вместо  х  не  переменяется,  почему  достигнувЪ  до  т^х, 
где  п,  вместо  ойаго  мОжемЪ  писать  с05.(т  —  Н)х.' 

Еще  замЪтить  надлежитЪ,  что  поелику  предстоящія  членовЪ 
сей  формулы  суть  тЬже  саиыя  ,  что  и  ,  предстоящія  членовЪ  Нюшо- 
новой  биномы,  то  члены  ©ной,  равно  отстоящіе  отЪ  крайнихЪ,  имЪ- 
ютЪ  одно  и  тоже  предстоящее.  И  недовольно  сего  ,  члены  сіи  со- 
держат!) вЪ  себе  еще  одинЪ  и  тотЪ  же  косинусЪ.  Ибо,  членЪ  отстоя- 
щій  отЪ  перваго  на  т  членовЪ,  содержи тЪ  еЪ  ссбЬ  соіАп —  2#г)х  5  но 

.   .  '  :'у'"'^и    ■  -  п(п—  о  -Оѣг-ы — о)  ! 

послодтй  членЪ  ,   коего  предстоящее  —  т—   за- 

ключаетЪ  вЪ  себе  со$.(п—ч>\)х  или  со$.  —  пх  ,  чего  ради  возходя  отЪ 
онаго  кЪ  первому  члену  на  число  членовЪ  ;//,  найдемЪ,  что  слодующій 
членЪ  будетЪ  содержать  вЪ  себе  со$.( — п-ьо.т)х  или  сох.~(п — 2/»)х,  гпакЪ 
что,  вЪ  слодствіе  предЪидущаго  замЬчанія,  будетЪ  со$.  —  (и — 2да)х~ 
соі(іі  ~  ат)х. 

И  такЪ  нЪтЪ  нужды  изчиелмть  членовЪ,  содержзщихЪ  вЪ  себе 
косинусы  дугЪ  отрицательныхЪ,  а  довольно  токмо  взять'  двукратно 
каждый  изЪ  членовЪ  ,  которые  заключаютЪ  вЪ  себе  косинусы  дугЪ 
положительиых'Ъ  ;  и  потому  остановясь  на  членЪ  ,  послЬ  котораго 
дуги  сделаются  отрицательнньщи,  мы  можемЪ  написать  предЪиду- 
щую  формулу  такЪ: 
±:  '2п$Ъихп  — 

а»  .                    2.п(п— і)      ,        ч       2п(п — '  _ч 
соі.пх — —сои{п— 2)х-|  ТТ^ — <ге;.(и— 4)х  со$.(п — о)лч-  и  проч. 
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При  чемЪ  должно  заметить,  что  поелику  число  и  есть  четное, 
то  формула  имЬеіцЪ  средній  членЪ,  равно  отстоящій  отЪ  того  и  дру- 

«(»— !)...(«  —  ?-ы) 
і;аго  изЪ  крайнихЪ,  а  именно  членЪ  :  — ^  — ,  г  *в*.(я — гі)х  , 

жоторыи,  по  причинр  что  лн.о^зі,  обращается  &Ь  —  =  

п  * 

1.2  .  .  .  з 

и  который,  поелику  токмо  одинЪ,  не  долженЪ  взятЪ  быть  двукрат- 
но.   И  такЪ  будегпЪ  напослЬдокЪ 

,      я  т   ■       п—  П         Г  ч  ,  П(п— і)  И(й—  і)(п~ •) 

±2*    1ЯП.Х  ^.ССІ.РХ — |Я0*.(й  2)«Я.(і^ — б)*4"-^"^ — <Г0*.(й — 4-)х'  —  ' 

й(«-  0  .  .   .  ,) 
"Г"      *      *      *  —  о  '  » 

я 

1.2  ...  - 

2)  Пусть  п  число  нечетное;  вЪ  семЪ  случаЪ  (ѵ — и)ч~ — (# — 
И  потому  имремр 

и  оттуда 

"8*Х  ~С~^Щ^^    Іиг^—-^-2^  ^г-ѵ*  3^-ипроч.); 

чего  ради  по  приложении  выше  найденной  величины 

"Щ^ф^^Ѵ-^  ^-Ѵ~'-^=ІП+  и  про,  ) , 
будетЪ 

п(п  —  і)(п  —  а)  „   -    п_б         л_^$  ч  • 
 -2з  н*ѵ\ип  °  —  у*—*) -\-  и  проч.);, 

но  выше  видЬли  ,  что 

ііп.ях  —  -—.^((соі.х  ,  -у—ім.хуі—ісоі.х—У — пш.х)ц)  —  — =(лп  —  ѵп)  і 
чего  ради  будетЪ 

кп~2  —  -ѵ71-2  —  2У      і  */"».(«  —  й)х  ,  ип~ 4  —  іуп_4      ау—  іх/»(я  —  4)*  > 
ип~6—  ѵп-е~ъу  ^7ш.(и— 6)х,  и  вообще  а71-"771—       771  —  2у~п/'«.(и— 
и  какЪ  сверхЪ  того  всегда  «г>  ~  і,  то  получится 
Зі/и.хп(іУ — і)  — 

ип-пх—^т^п— й)х-\-~2—  ля.(и— 4)х  —  - — ■—-     ит.(п  —  6)х  +  и  проч.; 
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поелику  же  я  есть  число  нечетное,  то  будетЪ  (зу* —  і)п"~,~±2п — % 

гдЬ  верхній  знзкЪ  имЬетЪ  мЪсто,  когда  и  —  і  есть  двояко -четное,  и 
нижній,  когда  просто  четное;  почему  предЪидущее  уравненіе  сделается 

»   я  •     п—  •           п  ■   ,         \     іЧ71"1)  .    >               п(п-і)(а-2>  . 
±2  і;йд  -ш.йх-^;й.(й — 2)хН  — —  ип.'п — ц.)х  —  ип.(п — о)х-*-ипроч. 

ЗдЪсь,  подобно  какЪ  и  вЪ  первомЪ  случае  ,  достигнемЪ  кЪ  сн- 
нусамЪ  дугЪ  отрицательныхЪ  ,  которые  такЪ  же  суть  отрицатель- 
ные ,  какЪ  то  удостовериться  можно  помощію  уравненія  ш.х  ~ 
е*Ѵ— 1  е—хѴ—г 

 — .  >  коего  вторая  часть  отЪ  постановленія  —  х  вместо  х 

сдЬлаеліся  отрицательною» 

СверхЪ  того  здЬсь  ,  по  той  же  причинБ,  какЪ  и  вЪ  первомЪ 
случаЪ,  члены,  равно  отстоящіе  отЪ  крайнихЪ  ,  имЬютЪ  одно  и  то> 
же  предстоящее.  И  не  довольно  сего,  члены  сіи  содержатЪ  вЪ  себЬ 
одинЪ  и  тотЪ  же  синусЬ  и  имЬютЪ  тотЪ  же  знакЪ-  Ибо  ,  такЪ 
какЪ  сверхЪ  того,  что  члены ,  отстояіціе  отЪ  крайнихЪ  на/ячленонЪ, 
по  изЪясненному  вЪ  первомЪ  случаЪ,.  содержатЪ  вЪ  себЬ  $іп.(п — 2т)  и 
ііп..  —  (» —  звя)»  здЬсь  число-  всЬхЪ  членовЪ  есть  четное,  и  они  суть 
поперемЬнно>  положительные  и  отрицательные,  шо-  тЪ  изЪ  нихЪ,  ко- 
торые заключаютЪ  вЪ  себЪ  синусы  дугЪ  отрицательныхЪ,  вЪ  слЬд- 
ствіе  предЪидущагО'  замЬчанія,  примутЪ  знакЪ  противный» 

И  такЪ  здЬсь,.  какЪ  и  вЪ  первомЪ  случай,  довольно  взять  ток- 
мо- двукратно  каждый  изЪ  членовЪг  которые  содержатЪ  вЪ  себЬ.  си- 
нусы дугЪ  положительныхЪ  ;  и  потому  остановясь  на  член?-,  послЪ 
котораго  дуги  сделаются   отрицательными ,    мы  можемЪ  написать 

предЪидущую  формулу  такЪ  : 

    ж  п(ге— і)  п(п—і)(п- — а\.    ,  „ 

±2п    ііп.х  —ііп.их— ^.>7.(й-а)х-}--— —  ті\п-\)х  і/я.(я— - о)х-+-  и  проч.,. 

гдЬ  упомянутый    вЪ  первомЪ    случай    средній  членЪ   мЪста  уже  не 

кадЪетЪ,  какЪ  то  всякой  удобно  понять  можетЪ_ 

ВозмемЪ  теперь  другое  изЪ  преднайденныхЪ  уравненій, 

(0$  х  т^и  ■+-  "о)% 

к  мы  будемЪ  нмЬть 

ш.хп~^(и-\-ѵ)пг 

ж  оттуда 

(Оі.х  _7п(/Г-4-         Г*Н  — —  іГ-  -с2-*  ип  3ѵ2-\-  и  ироч.]  ^ 


» 
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«  какЪ  (и  +  *0П  ~  (<о+  и)71,  то  под обнымЪ  образомЪ  найдется 

40І.ХП  -п{ѵ П+-Ѵп  —  —  Ѵ*-3»2-*-  —  іГ    3А3-+-  И  Проч.)  , 

и  по  сложеніи  сихЪ  двухЪ  величинЪ.  получится 

цсо$.хп  =Ь  ^(«»  Ц-  Фя  -Ь  І(ип-Іѵ  +  г;71  "Ч)  -Ь  ^~^{ип-й^  + 

Н-  ^,1С|Г&Ѵ^3  *+"  ^-3«3)  +  и  проч.)  , 

или 

ІГ  ^^^О^  +  -п-6)  +  и  проч.)  ; 
но  выше  видЬли  ,  что 

 (соу.х  4-Ѵ  —  іу/л.л)71  -4-  Г  сох. х  —  У  —  іхгп.х)71          ип  -\-ѵп 

ш.пх  —  —  —  - —  , 

чего  ради  будетЪ 

ип+ѵп  —  йсох.пх  и  ип-т  +  ѵп-т  ~  ъсо$.(п  —  т)х, 
и  потому,  поелику  всегда  шо  ~  і  ,  предЪидущая  формула  сделается 

я      ,        ѵ        пГп— і)      ;                 п(>— і)(іг— а)       ,       „.  . 
со$.пх      ^о*.(и-— о)х-+-  -^у^ — со$.(п — 4)х_ь  Г^Г!  — Ъ)хН-  и  проч. 

формула  сія  имЬетЪ  мЬсто  ,  како'ебы  буква  и  число  ни  представля- 
ла, цЬлое  или  дробное  ,  или  и  несоизмеримое  ;  ибо  формулы,  изЪ  ко- 
торыхЪ  оная  произведена ,  во  всЪхЪ  сихЪ  случаяхЪ  мЬсто  имЪютЪ, 
какЪ  то  изЪ  предЪидущаго  всякой  удобно  видЬть  можетЪ  (ч.  121  и 
іб5). 

Но  положимЪ,  что  п  цЬлое  число  ;  тогда  достигнемЪ,  какЪ  и 
предЪ  сим'Ь  вЪ  первомЪ  случай,  посредствомЪ  подобных!»,  тамо  изло- 
женныхЪ  разсужденій,  кЪ  формулы 

2п—  \05.хп  ~  соі.нх  ■+-  т—  2)х  Чг  со$.(п  —  4)х  .  . 

4  и:3  соф -6)+  ....  -Ь|  — ~ — , 

1.2  ....  - 

когда  п  еспіь  число  четное,  или  кЪ  той  же  самой  формулЬ  безЪ  при- 

Ч«  -  О  •  •  •  (?  О 
ложенія  половины  средняго  члена  —      когда  я  есть 

1.2  ....  2 

число  нечетное. 
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И  есгпьли  вЪ  двухЪ  преднайденныхЪ  и  сей  последней  формулахЪ, 
вЪ  случаЪ  числа  и  цЬлаго ,  положимЪ  поперемЬнно  и~і,  2,  3,4*5,6,7 
И  проч.,  то  составимЪ  слЬдующія  двЪ  таблички,  которымЪ  вЪ  Инте- 
гральномЪ  изчисленіи  весьма  частое  употребленіе  будетЪ  : 
ііп.х  22  зіп.х, 

ЫІП.Х2  22  —  С05.О.Х  ч-  І> 

~  —  я'я.Зх  н-  Зі/й.ѵ, 
бяя.х4  22  ш.4х  —  4'0*"2*  Н~  3 » 
ібяя.х5  22  5Іп.5х  —  бзіп.йх  +  Юі/Й.Х, 

Зйі/И.Х6  ~   т. 6х  Н~  6іГ05.4.Ѵ         і5<Г0.)".2Х-}-  10, 

64^» 22  —  $іп  ух  -\~  7яи  5х  —  яиіп.Зх  4-  35  я'я<* 

и  такЪ  далЬе. 
соі.х  22  соі.х  , 

йСОІ.Х2  І~  І> 
4^05.Х3  22  і'0*.3х  +  ЗсОі.Х  у 

Ьсоз.х^  22  <^ол4х  -4-  4^0і.2Х  +  3  , 

і6с05.Х*  22  ^О^.бх  -)-  5^05. Зх  +  10Ш.Х, 
32С0Х.Х6  22  СОЗ.бх  +  б^Оі  4х         і5с05.ЪХ  -\~  8  , 

64^і.х7  22  соі.ух  +  7^.6х  -|-  2іт.3х  +  ЪЬс&з.х 
и  такЬ  далЬе. 

НаконецЪ  небезполезнв  заметить ,  что  посредствомЪ  предЪ- 
ядущей  общей  формулы,  найденной  нами  для  степени  косинуса,  ко- 
торой указатель  я  есть  какое  нибудь  число,  цЪлое  или  дробное,  или 
и  несоизмеримое,  можно  найти  подобную  общую  формулу  и  для  сте- 
пени синуса,  которой  указатель  есть  такЪ  же  всякое  таковое  число. 

Ибо,  естьли  положимЪ  х  ■ — г,  то  примечая,  что  соз.х  ~т 
$'іп.гу  будемЪ  имЬгаь 

2,ПЗШ.ЪП  22 

<Н.п(1  —  *)  4-  *ш.(й  —  2)(1      *)  4-  ~^ш.(я— 4)(*  —  *) 

7І(П— іУп— »)  .         ^ч  /7Г  \  , 

х.2.3    -"»•(»— бД  а — *)  -Ь  и  проч. 

(172.)  ВЪ  заключеніе  сей  главы  мы  присовокупимЪ  еще  фор- 
мулу, служащую  кЪ  опредпленію  дуги  посредствомЪ  синусовЪ  крага- 
ныхЪ  ея  дугЪ. 

Поелику  выше  видЬли  (ч.ібд),  что 
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ІО&.Х  -  ІТ.[х— X  Ь   ;  1г  И  проч.], 

віо  положивЪ  х  ~  е%у/~~~11  получимЪ 


П.[/       -е  Ь  4  и  проч.], 

и  оттуда,  поелику  Іо&.ё*^1  —  %,у — і  ,  по  раздЪленіи  на  о.у  —  і  бу- 
демЪ  имЬть 

2<,   

^^Ѵ-і_е-%ѴТх         ^Ѵ^__е-йгѴ^І         зйУГГ^-зг/^і  ^Ѵ^_е-^%Ѵ^г 
П.І        -~   ,  И|.    7.  =  Нипроч.]; 


к  какЪ 


йѴ —  і  * 


О.Ѵ  —  I 

"  -=■  —  яя,3« 

іУ  —  і 
и  такЪ  даліэе  > 
ніо  напослѢдокЪ  будегпЪ 

|г  п  й|«я.*  —  Ч-  |я'я.3&  —  |і/я.4*  +  и  проч.]. 

Естьли  положимЪ  то  замптйЕЪ,  что  5/«.2Л.о  — 0  и 

ш.(2А  4- і)  о  ~  ~Ь  і  ,гдЬ  зерхній  знакЪ  имЪетЪ  мйсто ,  когда  Чйсло  Л 
есть  четное ,  а  нижній,  когд-а  нечетное,  получимЪ 

~  —  П.[і  —  |  -+-  |  — •  |  4-  и  проч.]  * 
хакЪ  то  нашли  и  выше  (ч.  із5). 


ГЛАВА  V. 


О  лрияоженш  лрсдЪидущаго  преобразованы  трансцендснтныхЪ 
фцнЩШ  х5  сысканію  жнож.нтея&іі  какЬ  алісбрамъескнхЪ ,  так'б 
п  самыхЬ  оныхЬ  трансцендентныхЬ  фцчкцш. 

(17З.)  ИзвЬсшно,  что  простые  или  первой  степени  множите- 
ли всякой  нЪлой  функціи  сыскиваю^  ся  посредствомЪ  разрітденія 
уравненій.    ТакЪ  пусть  предложена  цЬлая  функнДя 

й'4_^с_ьсѴ_|_ЭѴ  +  е'х+-г-    .    .    .    •  4-Ь'хт, 
которой    требуется    сыскать    множителей  первой  степени  вида  : 

сс      Сх  ;  явно  ,  что  естьли  ее  -7-  бх  будетЪ  множитель  оной  функціи  , 

а 

то  положивЪ  ое-4-ьх~о,  и  потому  х  ~2 —  —  ,  функція  сія  сделает- 
ся такЪ  же  ~  о  ,  то  есть  будетЪ 

,       Ъ'а    .    с'а?        Э'аЗ         е'аЛ  _  І>'ат   

а       ^"т-^        ёз     '     І4~        '   *   *   *   —         —  °* 
СлЬдовательно  и  обратно  ,  когда  составится  уравненіе 

а  -+-  Ь'х  -+-  сх2  Н-  Э'х3      /х4  -Ь  .  .    .  <  .    -.  •  Н-  Ь'хт  —  о 

и  сыщутся  онаго  всЪ  корни  X  —  - — ,  коихЪ  число,  какЪ  известно, 
равно  указателю  я  вышшей  степени   количества  х  ,  то  найдутся  и 
всЬ  первой  степени  множители  сс  -\~  ?х  предложенной  функціи 
а'  _н  Ь'х  -[-У*2      д'х*     /х4  -+-    ....  -ьп'хт. 

Но  естьли  множители  первой  степени  будутЪ  мнимые  ,  то 
СимЪ  образомЪ  найти  ихЪ  часто  трудно  бываетЪ  ;  чего  ради  зд"Ьсь 
предлагается  особый  способЪ ,  основанный  на  предложенномЪ  вЪ 
предЪидущей  главЬ ,  посредствомЪ  котораго  во  многихЪ  случаяхЪ 
таковые  множиптели  найдены  быть  могутЪ.  И  какЪ  извЪстно,  что 
мнимые  множители  по  свойству  своему  суть  таковы  ,  что  перемно- 
женные между  собою  по  два  ,  даютЪ  вЪ  произведеніи  действительное 
количество  второй  степени  ,  которое  такЪ  же  будетЪ  множитель 
предложенной  функціи  ,  то  оные  мнимые  множители  удобно  найдут- 
ся,  когда  сыщутся  действительные  второй  степени  множители. 

И  такЪ  іюложимЪ,  что  сс  \-Сх~\-ух2  есть  одинЪ  изЪ  таковыхЪ 
второй  степени  множип.елей  предложенной  функіііи;  явно,  что  его 
можно  представить  такЪ  : 


какЪ  известно,  что 


*(«ч-7»+ѵ)г 


*  7  =  Ы  ^у— Л«  +  -  ^  )> 

то  будетЪ 

*+  С*  -}-у**  =  (*Уу  +-  — ^ — Д*Уу  +  — ^ — > 

Пусть  ,  для  большей  удобности,  сь~р*  и  у  ~  </2  ;  сдЬлается 

—     б^Уе2  —  4а'Ѵ    _        ,   €  ± Ув2^"^2^* 

*Уу  +  ^  3=3   ч  * 

И  дабы  множители  сіи  были  мнимые  ,   то  надлежитЬ,  чтобы 

ё 

было  С<^2/)^,  и  слЬдовательно  <^  і  ;  а  какЪ  косинусЪ  какой  ни- 
есть  дуги  0  есть  всегда  <^  і  ,  то  ,  для  содЬланія  тЬхЪ  множителей 

мнимыми  ,  стоитЪ  токмо  положить  -г-  ~  соі.$  ;  и  тогда  сдЬлается 

Л  +  ЬХ  Н-  ух2  ГГ/>2  +  2р<]ХС05  V  4~  ^2^2  и 

#х  І  ^   <7  X  Н  —  '  1 

ткЪ  что  будетЪ 

ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  всякой  дЬйствительный  второй  сте- 
пени множитель  «  +  бх.  +  ух2',  состоящий  изЪ  двухЪ  мнимыхЪ  первой 
степени  множителей,  всегда  представить  можно  чрезЪ  формулу 

р*  ~\г  2р<]ХС05.$        ^2Л2  ,. 

и  вЪ  слЬдствіе  того  оные  мнимые  первой  степени  множители  будутЪ 

Iх  Н"  р(і'0!.$     У — и  ух  +•  р(с05.$ — У—  иіп.$у. 
ТГоелику  же  а  [  б*  Н~  у*2  по  положенію  есть  какой  ниесть  действи- 
тельный второй,  степени  множитель  функціи 

а  -И      +  /х2  +  Эх3  +       Ч-    .—    ...+  Ь  хта  , 
то'  представляющая  его  формула 

/>2  +  ърухсоз.Ѳ  +  я2*21 
будетЪ  общійі  видЪ  всЬхЪ  таковыхЪ  множителей-  сей  функцшу  и  сле- 
довательно такЪ  же  составляющее  ея  множители 


$х  -\-  р{Ш.$Ц^  У'—и'т.О)  и  цх  -\-  р(со$Л—  У — иіп.$) 
будутЪ  общіе  виды  всЬхЪ  мнимыхЪ  первой  степени  множителей'  той* 
же  самой  функцДи. 
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И  какЪ  одинЪ  изЪ  множителей  всякой  функціи  уравненный 
нулю,  додженЪ  учинить  нулемЪ  и  самую  сію  функцію,  то  явдшвуетЪ, 
что  каждая  изЪ  величинЪ  количества  х 

X  —         -  (С0$.$  -)-  У  —  1МП.&)    их  -  —  ~(С0!,$  —  У — \$іп$) , 

поставленная  попеременно  вмЬсяіо  онаго  вЪ  предложенную  функцію 

#М  -Ь'х-\-с'х2-+-д'Х3  +    .    .    .    .  Н-ЬУ*, 
должна  обратить  ее  вЪ  нудь.  Чего  ради ,  есшьли  совершим^  еамымЪ 

дЬломЪ  сіе  постановленіе,  то,  полагая  — \~~г  и  пРимЬчая ,  что 
{ш$  ±  У  —  і//'«.0)3  =:  ср$  30  ±  Ѵ^іш.ЪЪ , 


(ом^  ±  У  —  —  т.ю0  ±  у  —  иіи.тф, 

прлучимЪ  два  уравненія 

Я-і-[>,гсо5.$-\-сг2со;.2Ѳ  +  д'г3ш.$$-\-  .......  +  ЬУѴоГ.?я0  >   

/ Ч-  Ь'гсы4+/г*ш.^  +  Э'Ао.г.30-}-,  ,  ,  .  4І'Ѵ>ш.*|  >  _ 

~—(Ъ'піп .0  -+- сѴяи.зН-  д'г3ш.3$  -Ь  .  .  ,  .  4-ЬѴт,/'я.»70)уЗГ75   ■  °* 
пои  ,  по  сложеніи  одного  сЪ  другимЪ  и  ощнягщи  одного  отЪ  другаго, 
даютЪ  два  другія  уравненія 

(X)  .  ,  .  ,  а  -г-Ъ'гш.Ъ^гсг2соз.2$  +  д'г*со$;д§-{-  -  *  •  .  -+  Ъ'гтш.т$  ~  о , 

(У)  Н-  /^/'».2^-+-3'Л/й.З^Ч-  •     •  «  Ч-пѴт*/'и  я/0  —  о  > 

на  коихЪ  основано  ріэшеніе  вопроса  о  сысканіи  множителей  какой 
ниесть  цЬлой  функціи. 

При  чемЪ  небезполезно  аамЪтить  ,    что  когда  предложенная 
фуякція  будетЪ  принадлежать  кЬ  сему  виду  : 

аІ^гѴх-^сх2  +  -  •  •  -  іЬ'хя-Н"хт+І+/'^+Ч  •  .  •  ■  Ч-Ь'Ѵт, 
то  послЬднія  два  уравненія  (X)  и  (У)  будутЪ  таковы  : 

+  .  .  .  .  тЬѴЯШ.2«Ьо, 
+  .   .  .   .  -г-  ЬѴтЯЙ.27И0—  о, 

я  такЪ  даліге. 

ПоступимЪ    теперь  кЪ  приложенію  сей  общей  ѳеоріи  кЪ  осо- 
беннымЪ  случаямЪ. 

^іу^)  Пусть  требуется  сыскать  множителей  функціи  А±ВхЛ. 


Поелику  функція  сія  А  ±  Вхш  ~  в(в- ±  хт)  ,  то  полагая  ^~ат, 
находимЪ  чшо  все  д"Ьло  сосшоигпЪ   токыо    вЪ   сысканіи  множителей 
или  функціи  йт-(-хт  или  фунн.ціи  аш~хт.    И  такЪ: 
I.  СразнивЪ  функцію  а"1  \~хт  сЪ  общею 

а  -+-Ь'х  і-сх2  ^гд  х3  -Н    •    •     •     •  -4-Ь'хт, 
имЪемЪ  а'~ат ,  Ь'~оу  с  ~  о,  Э'— ~о  ....  Ъ'~і,  и  потому  уравнгнія 
(X)  и  (V)  сделаются 

йт  +  гтсо5.т§  —  о  я  гтігп:т&  —  о. 
Явно,  чгпо  второе  изЪ  сихЪ  уравненій  даетЪ  ш.т&  ~  о  ,  чего  ради  т& 
не  иное  что  быть  можегаЪ,  какЪ  кратная  величина  полуокружности 
7Г  ;  почему  будетЪ  или  т§  ~  2Ѵ7Г  или  т§  ~  (2\  +  і)тг  ,  такЪ  что 
*го5.>и$  ~  :±  і  ?  и  потому  первое  изЪ  преднаписанныхЪ  уравненій 
сделается 

или  ат  +  гт  =  о  или  лт  —  гт  -  о  ; 
поелику  же  ураЕненіе  дт  +  гт  —  о  вЪ  случаЬ  числа  да  четнаго  даетЪ 
для  г  мнимую  величину,  а  вЪ  случай  нечешнаго  отрицательную  ,  то 
возмем'Ь  уравненіе  ат — гт~о,  которое  даетЪ  для  г  вЪ  томЪ  и  дру- 
гомЪ  случай  одну  и  туже  действительную  и  положительную  величину 
д;  и  какЪ  вЪ  предложенной  функціи  ап  -\-  хп  предстоящее  вытшей 
степени  количества  х,—  \,  то  и  вЪ  общей  формула  р2-\-о.рухсоі /2*2 
множителей  второй  степени  оной  функціи  будетЪ  ,  и  потому, 

р  .      '  * 

поелику  г~а  и  — —  —  г,  найдется  р~ — г~  —  л,  и  формула  сія  сде- 
лается 

а1  —  й'ахс05.$  -+-  х2  ; 
сверхЪ  того,  поелику  взято  нами  уравненіе  ат  —  гт,  принадлежащее 

кЪ  случаю  тЬ  ~  (2Л  -Ь  1)7?     то  будетЪ  $~  ,  и   потому  оная 

формула  приметЪ  слЪдующій  видЪ  : 

'  а2~Ъахсо^^±^!1  4-  х2 

г  ■     .    і  ■       т  * 

И  такЪ  естьли  положимЪ  попеременно  Л~о  ,  ~  і  ,  ~  2,  ~  3 
и  проч.  ,  то  получимЪ  различные  второй  степени  множители  функ- 
ции ат  \-  хт.  Но  здЬсь  надлежитЪ  различить  два  случая:  или  т  есть 
число  четное  или  нечетное. 

і)    Пусть  т  число  четное;  вЪ  семЪ  случаЬ  не  можно  положишь 
т  • — ■  і 

2Л  -+"  1  ИГ  т  или  Л  ~  — —  ,  но  между  томЪ  вмЬсто  т  вездЬ  поста- 
вить можно  2«  і    отЪ  чего  предложенная    функція  приметЪ    видЪ  : 

60 
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*2В  -р  х2П,  и  общая  формула  ея  множителей  второй  степени  сделается 


а   —  О.ахс05.    


271  '   л    »  .?г< 

изЪ  которой,  полагая  попеременно  /.~о,~і;~й,~3,  . 

~  п  —  3,  ~  п  —  2,  ~п  —  і,     получатся    г.сЪ    множители  функціи 

а"п  ~р  х"71,  такЪ  что  будетЪ 

в|п  -р  х*п  ~      —  ъахсо$.—тс  -;- 


X 


х  (а2  —  ^ахсо$.^~1я  -Ь  х2) 
х  (^2  —  ^.ахсоі.2^^!-^  -(-  х2^ 
х  [а2  —  яахсо&:"!:~~2ъ  -\~  Х2Ѵ 

И  что  кромЬ  сихЪ  никакихЪ-  другихЪ  множишелеіі  быть  не  мо- 
жетЪ  ,  то  сіе  явстзуетЪ  изЪ  того  ,   что    полагая    д  ~  я  ,  ~  п  -\-  і  > 

~  И  -|-  2,  ~  И  ПрСЧ.,   —  2«          I  ,  ~  2?/,   —  Ш  -р  1  ,    И  2.Ѵ  -р  2,  ~  И  ПрОЧ.* 

мы  будемЪ  имоть: 

в  271  — )—  I  .        о   2  2  Я         1  ■  г\ 

277.  — I—  3 

а2  —  9,ах  о  .— Г -я-  -|-  х2  ~  й2  —  глхѵоі  ^ИІз  4-х2. 

21  о»  '  '  . 


«г  —  адхсоі.^— ^ід1  4~  х2  ~  а2  —  аахсоі^- 




271 

и  проч. 


 ЗЛХС-СІ.2^-—    +      —  й2  2ЛХС05.(27Г—  —  )  "  Х22^ГЛ*~ —  2.ТХ;Г(Н.  —7Т~]  X*  * 

271  V        -        271/  271 

<г — 2іхш.^р^ 7Г-Ьх2Пй2—  авжт.(-*И-Д]|  I  х2— /Г—  йаХС05,А.-Я -|  х2  , 

Д2—  2ЛХШ.?^^— 5'7Гт  Х2Ц.^2  2ДХЛ/*У2з*4  —  ркх2  —  ^2  -  <2сіХС0$.  А*Н-  х2 

а»  V         2ге>  -  2ті  т 

Д?— %Д^0».а^К Л2— й2— 2ДХт  ѴН  Х~й2  2в*«*.-Ітг-г  X2 

271  V  271/  ад. 

и  проч.  , 

іго  есть  тЪже  самые  множители,  которые  и  предЪ  симЪ  нашли, 
полагая  Л  —  о  .  —  і  ,  ~  9,  ,    ..    ..         —  л  —  3  ,  ~  ;/  —  2,  ~  п  —  і . 

2)  Пусть  вЪ  функніи.  лт-р  хт  число  т  нечетное;.  зЪ  семЪ  случай- 


—  395  — 

т  —  і  _. 

можно  положить  йХ  +  1  —  т  или  А  Ш — - — »  и  отЪ  того  изЪ  общей 
формулы  с-я  множителей  второй  степени 

(аХ  -+-  і)тг 

й —  ъахш.  ~  Н  х  у 

получится  слЪдугоіцій  множитель  второй  степени 

а2  —  2  ахса.77  Ч~  х2  ~  а2  +  2-д.ѵ  4-  х2  —  (а  4-  ж)*  , 
который  состоитЪ  изЪ  двухЪ  действителъныхЪ  и  равныхЪ  между 
собою  первой  степени  множителей ;  что  противно  положенію ,  по 
поему  всякой  множитель  второй  степени  состоять  дслженЪ  изЪ 
двухЪ  мнимыхЪ  и  неразныхЪ  между  собою  первой  степени  множи- 
телей ;  и  действительно  (л 4-х)2  не  есть  множитель  функціи  атт~хт* 
Между  тТэмЪ  однакожЪ  одинЪ  изЪ  его  множителей  первой  степени 
е  _|_  х  есть  истинный  множитель  сей  функціи  ,  какЪ  то  чрезЪ  про- 
стое дЪленіе  удостовериться  можно.    ВЪ  прочемЪ  сіе  самое    и  изЪ 

того  ясствуетЬ,  что  полагая  ч\-\~1~т^  имВемЪ  $  ~  -  ~7Г> 

и  слЪдоьательно  тЬмЪ  два  мнимые  ц  неразные  между  собою  множителя 
первой  степени  х- — г(со$.§  — ют,і))-их — г(со5.$ — у — іііп,&)  сливаемЪ 
вЪ  одинЪ  действительный  гпаковый  множитель  х — гсо5.7ітх  ч-гц:а  -Кѵ> 
.который  теряетЪ  уже  то  свойство  ,  какое  имблЪ  ,  бывЪ  мнимымЪ 
первой  степени  множителемЪ  ;  ибо  изЪ  ѳеоріи  урасненій  извЪсшно, 
что  естьди  первая  часть  уразненія  ,  или  все  тоже  ,  какая  ниесгпь 
цЬлая  фуикція  имЪетЪ  мнимаго  первой  степени  множителя  вида 
х — г((ГОі-0  \-~Ѵ  —  И  й-?).  шо  непременно  имЬетЪ  и  другаго  мнимаго  пер- 
вой степени  множителя  вида  х,—г[ш$  —  У  —  ііігі.О),  и  слЬдовагпельно 
такЪ  же  мепремТэнно  имЪетЪ  дЪйсшЕительнаго  второй  степени  мно- 
жителя вида  г7 — цгхш4  г  х-;  чего  вЪ  случае  дЪйствительнаго  первой 
степени  множиигеля  быть  не  можетЪ  ,  разве  когда  функція  сама  по 
себе  имЬетЪ  многихЪ  равны хЪ  перзой  степени  'множителей;  следо- 
вательно ,  естьли  функція  имЪетЪ  множителя  а  4-  х,  то  изЪ  того 
нимало  не  следуетЪ,  чтобы  о_на  имела  множителя  х)2.  И  такЪ 
функція  ат  4~  хт  имеетЪ  токмо  однлго  первой  степени  множителя 
а-\-  х. 

ПотоыЪ  ,  поелику  здЬсь  полагаемЪ  число.,  т  нечетнымЪ  ,  то 
вместо  его  везде  поставить  можно  чп-\~\  ;  отЪ  чего  предложенная 
фунгщія  приметЪ  видЪ  ;  а7п'^~1  4-  х271"^1  5  и  общая  формула  ея  множи- 
телей второй  степени  сделается 
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271  +  I  '  ' 

мзЪ  которой,  полагая  попеременно  Л  ~  о,  —  і ,  —  2,  —  3, .  .  .  .  ~~п — 3, 

~  п  —  2,  ~п  —  1,  получатся  ,  сЪ  присоЕокупленіемЪ  найденнаго  уже 
множителя  а  +  х  ,  всЬ  множители  функціи  л271-1-1  -+  х2п^~1  ,  такЪ  что 
будетЪ 

V  271  +•  1  / 

у  (а2  —  ъахсои — I.  —ц  +-  х2\ 

\  271  -+-  1  / 

х  (а2-~-  <2.ахсо5. — I — тг  -\-  х2) 

V  271  +-  I  / 


х  (а2  —  ъахсоі.— — Ітг  4~  х2) 

*  271-)-  I  / 

V  271  -+-  I  / 

х  (а2  — ■  ъахсо!.2?^—^  +  х2\ 

\  2  71  4- .і  /* 

И  что  кромЬ  сихЪ  никакихЪ  другихЪ  множителей  быть  не  мо- 
жетЪ,  то  сіе  явствуетЪ  изЪ  того,  что  полагая  \~я,  ~я  +  і,  — »  г  2>  — 
и  проч.  ~2« ,  ~2«+-і,  ~2я+2,  — 28  ~гЗ,  ~  и  проч.,  мы  будемЪ  имЪть 
й2 — чахсо$.2ГІ-"^~^-7і  \  х2 — а2--у  о.ах-\-х2,  или  вместо  сего  а  -+-  х> 

271  — (—  I 

а2— зах^.і^тг+х2— й2—  2^ш,^ГІтгН-ха  , 

2П+І  2Я-Ьі 

л5—  2вхт.35±.5^-і  х2— л2—  алхт.^=3тИ-*а  э 

271+1  •  271+1 

и  проч. 

4й—  ЗЛХСО^Л^^-ТТ+Х2^2— 2ДХПМ.(27Г  -Е-  )  •■{-  Ха— Да_  .2дХ(  дХ,    •*     ^-(-у2  ' 

271+1  4  271+1/  271+1 

«2, — 2йхго*.2і2'Иі3-?7  +  х2— л2 — яахсо*.( 2.7Т+--^—)  -\-х2~а2-  2ахсоі  1_  —  ■ . х2 

2И+-І  V  ав-Ы/  271+1^*» 

*2  2ДУС0і.Д  а?1+5Я'4  Х2=Й2  2ЯХС0і.(27Г-\--Щ-  Н  Х2~ Л2~  2ДХП?*  

271  +--І  V  271-+.І/  271+1 

271 +-  I  *  271+1/  271+1 

и  проч. , 

'Зпо  есть  шЬ  же  самые  множители,  которые  и  гредЪ  симЪ  сЪ  мно- 
жителемЪ  а  +,х  нашли  ,  полагая  Л  —  о  ,  ~  і ,  ^_  2  ,  ~  3  ,  


КЪ  поясяенію  формулЪ  й2Ч+х2?1  и  д2пЧ_х  +  х271^т ,  разложен- 
ныхЪ  на  множители  ,  разсмоптримЪ  некоторые  частные  случаи  : 

Пусть  »  ~.і  ,  будетЪ 
формула  я»  -4-х2  и  формула  а3 -\- х3 

им'Ёшь  множителемЪ  имЬть  множителями 

а  ч-  х, 

Д2         2,аХС05.І7Г  +  х2. 

3 


Пусть  и      о.  ,  будетЪ 


формула  д*  -{-  х4 
имЬть  множителями 


й2           2ЙХ<Г0І.І7Г  , 

4 

л2  ■ — ■  '2сіхсо$.І7і  -4-х2 
4 


1  и  формула  а5  -+-  х* 
имЬть  множителями 

й2  —  2йхсо.г.17т  +Х2, 


формула  д  --)-  хб 
импть  множителями 


Д2 


2ДХт.*Т 
6 


X2 


д2  —  адхсо^.ітг  +  х2. 

Пусть  я  ~  3,  будетЪ 

и  формула      _|_  х7 
имЬть  множителями 

а2  —  о,ахс05 17Г  ~\-  х2  , 


й2  —  2<?хсо$Лѵ  ~г"  *2  > 

#  6 

й2  —  2ахі0і-І7г  -|-  х2 
6 


чах  с  о  $. 1-я  -4-  х: 

7. 

2ЛХГ0.5..І/7  -Ь  X" 
7 


И  такЪ  далЬе 

Но  изЪ  всЬхЪ  частныхЪ  случаевЪ  наипаче  тотЪ  достоинЪ  при- 
мЬчанія,  вЪ  котором!)  полагается  х  ~  а  —~  г . 

ВЪ  самомЪ  дялЬ ,  вЪ  СлЬдствіе  положенія  х~д~і  изЪ  фор- 
мулы й?п'+  х2пЧ  разложенной  на  множители  второй  степени,  коихЪ 
число,  какЪ  то  явно,  ~  я  >  получимЪ  сіе  достопримЬчательное  урав- 
нение 


2  *  7Г,;М2  3 


Т  2П  2 

и  оттуда 


[ш2.А 


ш22^-1Ъ\п22П'г  п 


2П  2        2)1  -        2П  2  '  * 

ТакЪ  же  вЪ  слЬдсшвіе  того  же  положенія  х~а~х    изЪ  фор- 


271      2  271 
•     271—4  7Г  ■     271—1  -гг 

ПН.  -  -%\П  _ 

2П      -  21Х  2* 


*  2  9 


МуЛЫ  й 


271-4-1 


х2ин-і^  разложенной  на  множители  второй  степени  ? 


—  5/8  — 

коихЪ  число ,  какЪ  то  явно,  ~я,  и  купно   одинЪ  множитель  первой 

степени,  мы  будемЪ  имЪть  не  менЪе  достопримечательное  уравненіе 

-со5.~-  -тіЛМ  і  —  со  а(  і — со!.—*-   тт)..М  і  —  соз.2^?т:)'(і — ірі^^уг) 

— а.4™і/йа._і_?,.«яа.-І-  ?Ы«2._І_.  5  .  ... 
и  оттуда 

2!І-(-І    3  2        2П+2  ^  *  2Л-+-1    -  2И.~Н"2 

II,     СравнивЪ  теперь  функціго  ат — хт  сЪ  общею 

а'-\-  Ь'х  +  /х2  -Ь  Эх3  -Ь-    .    .     /  .    .    +  Ъ'*т,  щ 
имЪемЪ  а  —  лт,  Ь'  —  о  ,  </  :г  о  >  о  ,    .    .    .    .    Ь'  —  —  і  ,  и  пото- 

му уравненія  (X)  и  (У)  сделаются 

а*.  —  гщсѵ.т$  —  о  и  —  ^ЫжЪ  ~  о. 
Явно,  что  второе  изЪ  сихЪ  уравнен  *  даетЪ  щ,т$  ~  о,  чегэ  ради  т§ 
не  иное  что  быть  можетЪ,  какЪ  кратнач  величина  полуокружности 
7!  ;  почему  будетЪ  или  п$  ~  зАтг  или  ?я0  ~  (2Л  ~|-  0^>  такЪ  что 
со$.т§  —  1  ?  и  потому  первое  изЪ  преднаііисанныхЪ  уравненій  сде- 
лается 

или  лта  —  гѴІ  —  о  или  лт  4-  гп  —  о  ; 
поелику  же  уравненіе  ат  -\-  гт  ~  о  еЪ  случае  числа  т  четнаго  даетЪ 
для  г  мнимую  величину ,  а  вЪ  случае  нечетнаго  отрицательную  ,  то 
возмемЪ  уравненіе  ат — гш  ~  о  ,  которое  даетЪ  для  г  вЪ  томЪ  и  дру- 
гомЪ  случае  одну  и  туже  действительную  и  положительную  вели- 
чину "~  а\  и  какЪ  вЪ  предложенной  функціи  аш  —  хт  предстоящее 
вышшей  степени  количества  х  ,  ~  і  ,  то  и  вЪ  общей  формуле 
р1  -\-  2.р^xс0и§  -\-  х2  множителей  второй  степени  оной  функціи  будетЪ 

_                                           _  Р  ~  _ 

^  ~  і  >  и  потому,  поелику  г  а  и  — ~~  ~  г ,  найдется  <?~  —  г~~  а, 

и  формула  сія  сделается 

а" — %ахс05.$  -(-  х2  ; 

сверхЪ  пюго  ,  поелику  взято   уравненіе  дт  —  гт       о  ,  принадлежащее 

л  ?    1'"  л*    зХ-тг  *•  ^•'<*ЛР-'І 

ко  случаю  п.у  ~  2Лтг,  то  будѳтЪ  V  ~  -^-  ,    и  потому   оная  формула 

приметЪ  слгдующій  видЪ  : 

А    •  а  *зХтГ  - 

И  такЪ  естьли  положиліЪ  поперемЪнно  Л~о,  ~і  ,  3 
й  проч.,  то  цолучимЪ  различные  второй  степени  множители  функціи 


ат —  (ст.  Но  здЬсь  ,  какЪ  и  предЪ  симЪ,  надлежитЪ  различить  два 
случая  :  или  т  есть  число'  четное  или  нечетное. 

і)  Пусть  т  число  четное  ;    вЪ  семЪ   случаЬ    можно  положить 

т 

2Л  ~  т  или  Л  ~  —  >  и  есгпьли  сверхЪ  того  положимЪ  Л  —  о  ,  то  изЪ 
общей  формулы  ея  множителей  второй  степени  получатся  слЪдуто- 
щіе  два  множителя  второй  степени  : 

а2,  —  2  іхш.уг      х2  —  а2^г  ялх  -}-  х2  ~  (а      х)2  и 

а2  —  ъахсох.ог,-^  х2  ~  а2  —  2лх  х2  ~ ;  (а  —  х)2  , 
которые  состоятЪ  изЪ  двухЪ  дБйствительныхЪ  и  раЕныхЪ  между 
собою  первой  степени  множителей  ,  и  вмЬсто  которыхЪ  ,  по  изЪяс" 
ненному  вЪ  послвди'емЪ  изЪ  пред'ЬидущихЪ  двухЪ  случаевЪ ,  надле- 
житЪ взять  токмо  одни  изЪ  сихЪ  первой  степени  множителей 
и  а  —  х  ,  кои,  будучи  перемножены  .между  собою,  даютЪ  одного  мно- 
жителя второй  степени  а2  —  х2, 

ПотомЪ  ,  поелику  полагаемЪ  число  м  четнымЪ ,  то  вміэст^ 
его  вездЬ  поставишь  можно  2«  ;  ошЪ  чего  предложенная  функція 
приметЬ  видЪ  :  а2п —  х2ТІ,  и  общая  формула  еа  множителей  второй 
степени  сдЪлаеглся 

а2  —ъахсо*.2^.  +  х2  , 
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язЪ  которой,  полагая  попеременно  Л~  і,  .  .  .       ~п — 5, 

т  я  —  2  ,  ~  п  —  1  ,  получатся,  сЪ  присовокупленіемЪ  найденнаго  уже 
множителя  а2  —  х~ ,  всЬ  множители  функціи  а2П — х2'1  ,  такЪ  что 
будетЪ 

М     х'п  —  ^      хху(д2  —  ^ахссй^-тг  +  *•*) 
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х  (а*  —  яахсоі.^  77  -)-:  х2  \ 
^  -еіг  / 


/  і  2П — б      |      г>  ѵ 

х  (л  —  аахсоз.  —^—ъ.  +  л  і 


(2                               Я» — 4  і  л, 

Й    —  ЧйХСО!  Н-  Л"2> 

/    9  2.71 — 2        ,        о  ч 

X  (V  ті  Л-  X  ) 

V  2И.  /•■ 


—  400  — 

И  что  кромп  сихЪ  никакихЪ  другихЪ  множителей  быть  не 
можетЪ,  то  сіе  докажется  подобно  ,  какЪ  доказали  вЪ  предЪидущих'Ь 
двухЪ  случаяхЪ. 

2)  Пусть  вЪ  функціи  ат — хт  число  т  нечетное  ;  вЪ  семЪ  случаЪ 

не  можно  положить  2Л  т  или  Л  ~  ~  >  но  естьли  положимЪ  Л~о  , 
то  изЪ  общей  формулы  ея  множителей  второй  степени 

а2 —  йахт.—  ~Н  х2 
т 

получится  слЬдующій  множитель  второй  степени 

а2  —  о,ахсоі.с7Г  +  х2  ~  а2  —  чах  -4-  х2  ни  (л  —  х)% 
который  состоитЪ  изЪ  двухЪ   действительны  хЪ   и  равныхЪ  между 
собою  первой  степени  множителей,  и  вмЬсто  котораго,  по  изЪяснен- 
ному  выше,  надлежитЪ  взять  токмо  одного  изЪ  сихЪ  первой  степени 
множителей  а  —  л\ 

ПотомЪ  ,  поелику  полагаемЪ  число  т  нечетнымЪ ,  то  вмЬсто 
его  вездЬ  доставить  можно  2/;-)-1?  отЪ  чего  предложенная  функція 
приметЪ  видЪ  :  д2п+І — х2П"^\  и  общая  формула  ея  множителей  сде- 
лается 

а2 —  о.ахсо$.  ^Е—  _і_  ѵ2 

2Я+І     1     Л  » 

изЪ  которой  ,  полагая  попеременно  л  —I  1,  ~  2,  ІЗ 3  .  .  .  • »  ~п— -я, 
п  —  і  ,  ~п  ,   получатся,    сЪ  присовокупленіемЪ    найденнаго  уже 
множителя  а  —  х,  всЬ  множители  функціи  л271-1-1 — х271""1-1.,  такЪ  что 
будегпЪ 

в«Н-х._х«Н-і  —  (а  —  х)(а2  —  йахсои—ѵ  +  х11) 

4  'У  2П+1  / 

х  (а2  —  ъахсоі.  — - — тг  +  х2) 

V  2Д+І  / 

х  (а2  —  аахсоі.  — —  7і  +  х2) 

\  2714-1  ' 


(2           _               2ГС  А.  2  \ 

а  — о.ахсо$  ~_+-.х  ) 
2п+і  ^ 


2ГС+І 

21  2 

2П4-І 

х  Лг2  —  іахсоі,  — _і_  х2  У 

V  2П+І  / 


(2                                 2ГС  2  -О  \ 

а  —  2ахсоі.  Н*  ) 


( 


  /{01  — 


И  что  кромЪ  сихЪ  никакихЪ  другихЪ  множителей  быть  не  мо- 
жетЪ,  то  докажется  сіе  какЪ  и  прежде. 

КЪ  поясненію  формулЪ  а2П  —  х2п  и  д27'4"1  —  х2П_Ьі ,  разложен ныхЪ 
на  множители  ,  разсмотримЪ  нЬкоторые  частные  случаи. 


формула  а2  —  х 
имЬгаь  множителями 
а  —  х  и  а  -\г  х , 
или      д2  —  х2 


Пусть  п  ~  і  ,  будетЪ 

и  формула  л3  —  х^ 
имЪшь  множителями 
а  —  х  , 


формула  л4 — ѵ4 
имЬть  множителями 
а2  —  -ѵ2, 

Л*  —  ъахса.Чт:  -+-  х2, 
4 


а2          2ЛХС05  -71  4-  х2. 

з  ' 


Пусть  я  ~  2  будетЪ 

и  формула      —  х^ 
имЬть  множителями 
л  —  X  у 

а2  — ъахсозЯ 


формула  «  —  х 
имЬть  множителями 

а2  —  х2  , 
а1  —  яахсохЛк      х2  > 


чахсоіАті 
б 


л"  —  Щхт.іті  +  х' 


Пусть  я  —  3  ,  будетЪ 

и  формула  л-7 — х-7 

имЬть  множителями 

'  а  —  х  , 

а1  —  йахсоз-  2  я-  +  х2  , 
7 

л2  —  о.ахсо$Аъ  4-  х% 
7 

Д2  - —  2<7Х^0і.бя'  +  X2. 
7 


И  такЪ  далЬе. 

Но  и  здЬсь  изЪ  частныхЪ  с.іучаевЪ  наипаче  примЪчанія  достоинЪ 
тотЪ  ,  вЪ  которомЪ  полагается  х  —  а  ~  і. 

ВЪ  самомЪ  дЪлЬ  ,  естьли  формулу  а2П —  х2п  ,  разложенную  на 
множителей  второй  степени  ,  коихЪ  число  со  иножителемЪ  а2  —  х  » 
какЪ  то  яено  ,  ~  я  ,  раздЬлимЪ  на  сего  послЬдняго  множителя  д2 — X2' 
шо  получимЪ  вЪ  частномЪ 
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х  (а2 
х(й2 


2ДХШ  

га 


7Г 


*а*ш~-п  -V  х2) 
6 


^ахсо%.°^Лті  -+  х2) 


Чахсоі. 


271 
2П— 2 


и  опппуда >  полагая  х~  а  '^—  1»  будемЪ  имЬть  сіе  достопримЪчатель- 
ное  уравненіе 


2  1  ТГ 


3  т 


71  2'  п  2  П  2 


•   2  П  —  2ТГ    »■  2    П  ' — '  I  1Г 

ЗШ  .  №  .  


ИЛИ 
У»  ~  2Я_1 


I    7Г  2    7Г    •       Ч  ТГ 

ЛИ.  -І1П.—  —ШІ.-  

71    2  71    2  П  2 


2  ТГ   •  П 




2 


ТакЪ  же  есптьли  формулу  л271"1"1  —  х271"4"1,  разложенную  на  множи- 
тели второй  степени,  коихЪ  число  безЪ  множителя  периой  степени 
л  какЪ  то  явно,  ~  и,  разд"ЬлимЪ  на  сего  послЪдняго  множителя 

а  —  ху  то  получимЪ  вЪ  частномЪ 


.2ТІ — I 


4-л271~ахн-аап^"3лл-+-  ~\-йх 


2П — 2  I    „271 — I 


■к- 


2ХС01.- 


2  71+1 


7Г  +  Х2) 


х  (а2 — 2,ахсо$. 
х  (Ь 


х2) 

271+1  / 

2аХС05  —  7Г  -+-  X2) 

271+1  / 


х  (V—  2ахш.^--йтг  +хй) 

г      V  271+1  / 

х  ( а2 — ъахсоі.-—  тт  ч-  х2\ . 

V  271+1  /' 

я  оттуда,  полагая  х  ~  я  ~  і  ,  будемЪ  имЪть  не  менЬе  достопримеча- 
тельное уравненіе 

ей  +■  і  —  ^/я2.-2-  ^і/«2._і-  *^«*  .Д-        .  лй2.2^2^^5.-2^. 

2П+І    2  2П+І   2  271+1  2  2П+1    2  271+1    2  ' 

ИЛИ 

ѴаіГ+І  =  аж«*._і_  5іи._І_*  ....  ІмЖ?  *ил_^-  * 

а»+і  а      ап+і  а      2п+і  а  вп+і  а      ап+і  а  • 


—  405 


Сі75.)  ИзЪ  формулЪ  ат~-ь-хш  и  ат — хш,  разложенныхЪ  на  мно- 
жители, непосредственно  произходитЪ  Когпезіева  ѳеорема  ,  которая 
обыкновенно  предлагается  такЪ: 

Естьли  окружность   круга  АМВЫ  ,    коего  центрЪ  пусть  точка  Черта.  2і» 

С  и  діаметрЪ  прямая  АВ  ,  разделится   на  число  2дй  равныхЪ  частей 

АММ  А1М,,  АМ„,  АЫ2,  АМ?,  АКТ  »   АМ4,   АЫ4  и  проч.,   и  отЪ  какой 

ниесть  точки  О,  взятой  на  томЪ  діаметрЬ  АВ,  проведутся  ко  всЬмЪ 

гпочкамЪ  дЪленія  прямыя  ОМ^Оі^,  0М2,  О^,  ОМ3,  ОЫ3,  ОМ4,  ОЫ^ 

и  проч.;  то  будетЪ 
— т.       — т 

СА   -+-СО  =ОМг.ОМІ  хОМ3.ОК3  хОМ5.ОК5  и  пороч.  и 

СА™  —  СОт  ГЦ  ОА  у.  0М2.0М2  х  ОМ  .(Ж    и  проч. , 
гдЪ  ОВ  находиться  будетЪ  вЪ  томЪ  или  другомЪ  ряду  множителей, 
а  именно  :  вЪ  случай  числа  т  нечетнаго  вЪ  первомЪ,  а  вЪ  случаЪ  чега- 
наго  во  второмЪ  изЪ  сихЪ  ДЕухЪ  рядовЪ. 

ВЪ  самомЪ  дЪлЬ  ,  взявЪ  какую  ниесть  дугу  АМ  и  проведши  ра- 
діусЪ  СМ,  опустимЪ  изЪ  точки  М  на  діаметрЪ  АВ  перпендикулярную 
прямую  МР  ,  и  продолживЪ  оную  до  пресЬченія  сЪ  окружкостію  круга 
вЪ  точке  N  ,  проведемЪ  прямыя  ОМ  и  0N  ;  по  сдЪланіи  чего  поло- 
жимЪ  радіусЪ  СА  —  СМ  —  л  ,  прямую  СО  ~  х  и  соответствующие 
дугЬ  АМ  уг.  ОСМ~0,  и  мы  будем'Ь  имЬть 

МР  гг  аш.§  и  ОР  —  ±  аса  0  +  х  , 

и  следовательно 

ОМ  ~  ОК  — :  у  а2—  аахсоі.$  +  хг. 
И  такЪ  будетЪ  произведеніе 

ОМ.ОЫ  =  й2  —  &4ХС0І.&  —  х2  , 
то  есть  оное  будетЪ  общій  второй  степени  множитель  функцій 
сТѴсот  =  й™  +  *-  и  СА^-СОт-й™_хт. 
Чего  ради  ,   поелику  вЪ  первомЪ   случае   Котезіевой  ѳеоремьт , 
полагая  попеременно  АМ  —  АМ, ,  ~  АМ3 ,  —  АМ5  —  и  проч.  ,  имЪемЪ 
0  —  ~,  ~         —  5~  и  вообще  —  г^Г-ітг,  а   вЪ  другомЪ,  полагая 

попеременно  АМ  —  АМ2,  —  АМ4  ~  и  проч.  ,  имЪемЪ  0  —  2^  —  ф—  и 

вообще  —  -^- ,  оная  ѳеорема  изЪ  предЪидущаго  очевидно  явствуетЪ. 

КЪ  разложенію  функцій  ап  -+-  хп  и  ап  —  хп  на  множители ,  и 
Следовательно  такЪ  же  кЪ  ѳеореме  Котезіевой ,  можно  достигнуть 
еще  другимЬ  просгаЪйшимЪ  путемЪ;  что  вЪ  крагшіЪ  здесь  и  покажемЪ. 

51  * 


^  404  — 


-те 


X""  \ 

Поелику  функція  ат  ±  хт  ~  ±  «т(-т  ±  і )  ,  то  полагая  х~  лу  , 
все  дЪло  ,  для  сысканія  множителей  оной,  обращается  вЪ  разрЬше- 
ніе  уравненія 

ут  :±  і  ~  о  или  ^т  ~  і. 

На  сей  конецЪ  положимЪ  у  ~  соі.$  -■(-  у —  іі/й.0  ,  будетЪ 

.    у™  ~  (гсі  0  4-  У  -'хлп.Ѳ)т  —  см.яі0  +  У—  \$ін.т$  ; 

но  явно  ,  что   дабы  сіе  последнее  уравненіе  сходствовало  сЪ  предЪи- 

дущимЪ  ут  ~      і  ,  надлежитЪ  токмо  положить 

т§  Ш  ^2Л  -Н  і)л-  или  да0  —  2Лтх  ; 

чего  ради  положивЪ  сіе,  будемЪ  имЬть 

л  (аХН-  Отг  д   гХтг 

0  —  ■  или  0  —    . 

и  следовательно 

вЪ  случаЬ  ут  —  —  і  ,  и  вЪ  случая  уш  ~  4"  1  > 

2Х  -4-  і      I    -  /         •    2Х  -4-  і 


  2Л  — (—  і       ,    _  /  •    2Л  — )—  і 

^  —  со$.~  — 7І  +  У —  и/л          — 7Г, 

т  го 


зХ      I     /             2Х  _ 
у  ~  С05  71  -4-  у         И/Я  7Х  5 

т  т 


и  какЪ  у —  і  имЬетЪ  двоякую  величину  :  -\-  у  -  і  и  —  у — і  ,  те 
сверхЪ  того  будемЪ  имоть  : 

вЪ  первомЪ  случаЬ  1  и  вЪ  другомЪ  случаЬ 


  2Х  — Ь  і  _  /  •    2Х  +  і    2Х  _       ^  /  •    2Х  _ 

  —   71   У —  1Ш  7Г. 

т  т 

И  такЪ  множители  первой  степени,  вЪ  общемЪ  виДЬ , 

функціи  ут-{~  і  будутЪ  :  и  функнДи  ут  —  і  будетЪ 


2Х  +  і  ,         •   аХ  -4-  і 

у  —  с  о;  ! — 7і  —  у —  і  т.    ЛИ»  и 

т  щ 

у  —  ш*Ь±±*  -Ь  У— ~і  йп.^-іт:  , 
го  те 


2Х7Г      а.  /         •  гХ 
у   СОі  У        \ІЩ  7Г  и 

т  го 

V   СОі.—Я  +У —  1 5/й.  ^'ЯГ. 

те  го 


Чего  ради,  естьли  перемножимЪ  между  собою  однихЪ  изЪ  сихЪ 
множителей  ,  то  получимЪ  произведете 

2  2Х  I  I 

У  —  2уС05.-  — !  7Г -\~  1  , 


го 


которое  будетЪ  общая  формула  множителей  второй   степени  функ- 


ции ут^г  і. 


И  естьли  перемножимЪ  между  собою  другихЪ  изЪ  тЬхЪ  мно- 
жителей ,  то  найдемЪ  произведете 


у2  —  О.ус05\—  71  +  1  , 
ГО 


которое  будетЪ  общая  формула  множителей  второй  степени  функ- 


цт  ут —  і. 
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И  чтобы  посредствомЪ  сихЪ  общихЪ  формулЪ  сыскать  всЪхЪ 
множителей  какЪ  первой,  такЪ  и  второй  степени  функцій  ут  -)-  і  и 
ут  —  і  ,  то  заметить  надлежитЪ  следующее  : 

1)  Когда  требуются  всЪ  множители  функціи  ут  -ь-  і ,  то  вЪ  об- 
щихЪ формулахЪ  ея  множителей,  вЪ  случай  числа  т  четнаго  ,  долж- 

'  т  —  2 

но   попеременно    полагать   Л   токмо    отЪ    Л~о   до   Л  ~ — *■ —  или 

2л  +  і  ~  гя  —  і  ,  а  вЪ  случаЬ  числа  т  нечетнаго  ,  отЪ  Л  ~  о'до  Л~ 
т  —  і 

— - —  или  2А  +  і         т  ;   ибо  естьли   положимЪ  л   вЪ  первомЪ  случай 

т — 2  .  т— і 

отЪ  Л  —  ~2 —  до  \  ~т  —  і  и  далЬе  ,  а  вЬ  другомЪ  *отЪ  Л  ~  до 

Л  —  т  и  далЬе  ,  то  достигнемЪ  кЪ  тЬмЪ  же  самымЪ  мкожителямЪ, 
каковые  найдутся  и  отЪ  первыхЪ  положеній,  какЪ  то  всякой  удобно 
удостовериться  можетЪ.  ч 

При  чемЪ  достойно  примЪчанія  ,  что  помощію  одной  изЪ  об- 
щихЪ'формулЪ  множителей  первой  степени  функціи  ут  — ь  і,  полагая 

771         2  771  —  I 

попеременно  Л  отЪ  Л  И~ — ~  или  Я  ' — —         до  Д      т — і  или  А  т, 

достигнемЪ  до  тТэхЪ  же     частныхЪ     формулЪ  ,      какія  ііайдутся 

и    посредствомЪ    другой ,    полагая    попеременно    Л    отЪ   Л  ~  — ~ — 

т  — - 1  . 

или  Л  —  — — —  до  Л  ~  о  ,  такЪ  что  одна  изЪ  сихЪ  формулЪ  ио  необ- 
ходимости даетЪ  другую. 

2)  Когда  же  требуются  всЪ  множители  функціи  ут  —  і ,  то  вЪ 

общихЪ  формулахЪ  ея  множителей,  вЪ  случае  числа  т  четнаго,  долж- 

'  т  - 

но  попеременно  полагать  л  отЪ  Л~о  до  ~——  ,  а  вЪ  случае  нечетнаго 

токмо  отЪ  Л  ~  о  до  Л  ~  — - —  ;  ибо  ,  сіе  явствуетЪ  изЪ  подобныхЪ 
причине  ,  каковыя   приведены   при  пред'Ьидущей  функціи  _ут-н  і. 

При  чемЪ  имеетЪ  мІЬспю  и  подобное  предЪидущему  примЬчаніе. 
НаконецЪ,  чтобы  отсюда  сыскать  множителей  функцДй  йтн-хт 

ОС 

лш — хтг  то,  полагая  х  ~  ау  или  у  ~  — ,  будемЪ  иметь 

  і  і    а 

и  полагая  еще  у  ~  — ,  или         —  —  получимЪ 

/±х™-йт(і±~)  —  ат±п(гт± 
а  какЪ  мы  нашли   уже ,  что   множитель  второй   степени  функціи 
йт  ±:  і  есть 


—  406  — 

*,а  — •  ЪЫОЗ.^^—Я       I  ИЛИ       —  йЫО!.—  7Р  +  1  ) 
т  т 

и  само    по  себЬ  видно,    что  множители  второй  же  степени  коли- 

чествЪ  йт  и  — щ  суть  л2,  и  —5 ,  то  явствуетЪ,  что  произведете  сихЪ 
множителей  : 

я2\  то  /  V  г         т  г,2/ 

2  /  гх      2Х  -4-  і  х2\ 

 Д  (  1  -с  ОХ  —  —  7Г  -4-  —  ) 

V  а  га  а2/ 

О  2л  — і —  I  О 

— —  й    2ЯХС0*.  -І^Г— 7Г         X  , 

га 

или  аг—(%?  —<&%С05.—7Г  -4-  0  —  Д2  —  іахсо$.—  -п  +  х2 
г2Ѵ  га  /  га 

будетЪ  множитель  второіі  степени  функціи 

И  такимЪ  образомЪ  то ,  что  показать  себЪ  предположили , 
здЪсь  показано  ,  поелику  все  прочее ,  до  того  относящееся ,  изЪ 
предЪидущаго  явствуетЪ. 

(176.)  Пусть  теперь  требуется  сыскать  множителей  функ- 
ции А  ±  Вхт  +  Сх2т. 

Поелику  функпдя  сія  А  ±  Вхт  -4-  Сх2т :~  С         -хт  -4-  .\-2т)  ,  то 

А.  В 

полагая  —  ^3  а2т  и  —       2<Л  ,  находимЪ,  что  все   дЪло  состоитЪ  вЪ 

С/  с 

сысканіи  множителей  функціи  а2т  ±  2йтххт  х2т,  которая,  какЪ  то 
явно,  представлена  быть  можетЪ  такЪ  : 


(хто  ±  Л  —  дту^2  —  і  )(хт  ±  Л  +  йш>/і2—  і)  , 
или  еще  такимЪ  образомЪ  : 

(ат(і  —  УЛ^-_і)  ±  хт)(ат{з  4-  У*2—  і)  і  хт). 

Но  естьли  у$2  —  і  будетЪ  количество  действительное  ,  или 
все  тоже,  будетЪ  х^>і,  то,  полагая  ат{з — У*2 —  і)— Ьт  и  'ат(_і-\-Уі2 — і) 
—  ст,  вопросЪ  обратится  вЪ  сысканіе  множителей  функцій  Ьт  ±:  хт  и 
ст  ±  хт  ,  то  есть  вЪ  вопросЪ  предЪидущДй  ;  чего  ради  надлежитЪ 
разсмотрЪть  функцію  а2т±:2атіхш-\-х2т  токмо  вЪ  случаЬ,  когда  і<^іі 
то  есть  когда  она  не  разрЬшается  на  два  действительные,  или  все 
тоже^  разрЬшается  на  два  мнимые  множителя  степени  т. 

На  сей  конепЪ  примЬчая ,  что  косинусЪ  какой  ниесть  дуги  ф 
есть  всегда  <^  і,  находимЪ,  что  естьли  положимЪ  5~со*.ф,  то  функ- 
ция наша  ,  принявЪ  видЪ  :  а2т  ±г  о.атхтсоі.ф  -\~  л.-2171,  будетЪ  всегда  при- 
надлежать кЪ  упомянутому  случаю.    Поелику  же  со$,ф   изЪ  положи- 
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шельнаго  дЬлается  отрицательнымЪ  ,  когда  ф  сделается  >>  гае 
здесь    довольно    разсмотрЬшь    сію    фуккцію    токмо    вЪ  видЪ  : 

И  шакЪ  сравнивЪ  сіе  последнее  выраженіе  сЪ  общею  функціею 

х-р  с  х  -{—    •     .     .  •       и  х  -рр  х  Т  -+-<:  л    ^  -г     ...     -г  п  х  > 
ммЪемЪ 

а'— *'~о,  <:/  —  п  ,~.  ■  -  Ъ':г —  ЪіРіОі.ф,  У'~о,  с"~о  ....  Ь"~ і, 
и  потому  уравненія  (X)  и  (У),  принадлежащая  кЪ  сей  общей  функции, 
сделаются 

л2™  —  &/?лгпсОі.<рс<}5.пй  -\-  г2тсо;.ътд  —  о  и 
—  <іатгтсо!.<р)!П.тЭ  -+-  гітй>і.ът$  —  о  , 
кзЪ   коихЪ  когда  первое  умноживЪ   на  5Ін.2гя$  ,    а  другое   на  еві*зт0а 
оганимемЪ  одно  отЪ  другаго ,  то  получимЪ  третіе 

а~тііпчт§  —  о.атгтсо*.ф(іі>і.2т&іо:.т$  —  соі.ът§ііп.ѣ$)  ~  о  , 
которое  обращается  вЪ  следующее  : 

л2Пііп.ът$  —  2ітгтсо!.ф5:п.т$  —  о  ; 
и  естьли  сіе  последнее  уравнение  ошнимемЪ  отЪ  втораго,  то  будемЪ 
имЬшь  четвертое 

ггтіін.2т$  —  а2Шші.2т$  ~  о  ,  х 
которое  даетЪ  г  ~  а. 

И  какЪ  вЪ  предложенной  функціи  а1т  —  2атхтсо$.ф  —  х2та  пред- 
стоящее вышшей  степени  количества  х,  ~  і  ,  то  и  вЪ  общей  фор- 
муле р2  -у-  ар:}со!.д  -р  #2х2  множителей  второй  степени   оной  функціи 

будетЪ  д  —  і  ?  и  потому,  поелику  г  ~  а  и  —  —  г,  найдется  р — ~-<г 
—  —  а}  и  формула  сія  сделается 

а2  —  яахсоі.ф  -\-  х2  ; 
сверхЪ  того  ,  поелику   отЪ   постановленія  вместе  количества  г  егв 
величины  а  во  второе  уравненіе,  оное  сдЬлается 

ііп.ътд  ~  2со$.фйп.т$  , 
и  по  причине  что  ііп.ътд  ~  2іін.т§:от$  ,  обращается  вЪ 

шо  будетЪ  да0гг2Л/Т±:  ^,  где  Л  всякое  целое  число,  и  потому  полу- 
чится  с?~       ^ — ,  и  оная  формула  приметЪ  следую  щій  видЪ  : 

2Х-7Г  ±  ф 

—  іахсоі. — —  Н-  х". 
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И  птакЪ,  естпьли  положимЪ  попеременно  Л  ~  о,  —  і>  ~  я,  ~  3 
и  проч.,  шо  получимЪ  различные  второй  степени  множители  функціи 
а2т  —  аатхтсо5.ф  +  х2т.  Но  здЪсь  надлежитЪ  различить  два  случая  : 
или  т  есть  число  четное  или  нечетное.  ' 

і)  Пусть  т  число  четное  ;  вЪ  семЪ  случаЬ  вместо  т  вездо  по- 
ставить можно  о.п ;  отЪ  чего  предложенная  функція  приметЪ  видЪ : 
а^п  —  2а2Пх2Пс05.ф  -\-  х4П  и  общая  формула  ея  множителей  второй  сте- 
пени сделается 

2       л  „         эХтг  -+-  ф  2 

а  —  йахсоі.  — -х  _|_  х  , 

271 

изЪ  которой,  полагая  попеременно  Л~о,  ~і>  ~2  .  .  .  •  ~я — і» 
—  п  і  получатся  всЬ  множители  функціи  а^п  —  2«'пх~псо5.(р  х*п  , 
ігіакЪ  что  будетЪ 


271 

X  (л2  —  2ЯХС03.  ІІ^-7_Ф      .     ѵ2  ) 

х  (а2  —  де«м!  ?5±Ф  1ь  х2>) 

V  271  .         -  / 

х  (а  —  2,ахс05.  х  4_  х2  ) 

\  да  ѵ 

/2        _  (зП  ф  ..2  4 

Х(Л  2ПХС05.-  Х-_і_Х    \  , 

ѵ  гЛ  / 

/2        „  (271  2І7Г+Ф  ,2\ 

X       — 2сіХС0$.-  — Хх_^Х  ^ 

/   2                          2Я7Г  ■ —  ф  2  \ 

X  (  Я —  2ЯХС05.  X  -4-  X  ). 

V  271  / 

И  что  кроміэ  сихЪ  никакихЪ  другихЪ  множителей  быть  не 
можетЪ  ,  то  сіе  во  первыхЪ  явствуетЪ  изЪ  того,  что  полагая  Д ; — ;  о 
н  Л  ~  п ,  имЬемЪ 

2  —  ф  '  2    2  Ф  2 

а  —  2ахс05. — -  -+-  х  ~  а  —  2ахсо$.~       х  и 

га  .     ,ѵ     ап  .-  - 

а2  —  2ахт^±А  ^х2  —  а2—  ъахш.*™  ~  <*>  ,  х2 

271  271 

ПошомЪ  явствуетЪ  изЪ  того,  что  полагая  д  ~  п  -\-  іТ  —  и  -}-  2> 
т  и  проч.,  находимЪ 


\ 
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г  —  о.ѵепЛ™±Л*^1      х*  =  а*~  йаШІ^±^±^  +  х2 


271 

(271 

-|-2)1Т 

+ф. 

271 

(4п 

-ф 

271 

(471 

+  4> 

-Ьф 

іп 

271 

(271  — 

■  о.)-тг 

-Ф 

271 

(4*- 

4)тг- 

4-Ф 

271 

.  [41  — 

-4> 

о.ахсо$Х^і — 1^: — .  х2 
«2  —  2ашіЛЛ1^Ж±В  +  х2~а2  —  2ахс<нМп-*>-$  -4-  х2 

271  211 

и  проч., 

то  есть  тЪже  самые  множители  ,  которые  и  пред'Ь  симЪ  нашли. 

2)  Пусть  гп  число  нечетное;  вЪ  семЪ  случаЪ  вместо  пг  вездЬ  поста- 
вить можно  2и       і;  отЪ  чего  предложенная  функція  приметЪ  видЪ 
а4п-і-2  —  ъа2П~>г1х2П~л~1  со$.ф  -\-  х4П,-Ь2,    и  общая   формула   ея  множителей 
второй  степени  сдЪлается 

а~  —  ъахш2^:±А  +  х2 

2Ѵ.  -4-  1       '  ' 

изЪ  которой,  полагая  поперемЪнно  Л  ~  о,  — 1,~  2,  ....  ~п  —  і,  ; — ?г? 
получатся  всЬ  множители  функціи  д4п~і~2 — 2л2пн-1  х2П~*~1соі.ф  ~і  х^п~*~2, 
такЪ  что  будетЪ 


Срі-ф  +  Х4ПЧ~2— | 

—  ъахсоз  ®—  -\~  хй\ 

2)1  -4-  I  / 

X 

— -  2ЙХС05.^ІІГФ  -|-  \-2\ 

2П-+-  I  / 

»'{ 

—  кахсоь^^-  -Ь  х2) 

2П  -+-  I  / 

271  +  I  / 

—  гдхт.^^Ф-нх2') 

га  -4-  і  / 

V  2П  -4- 1  / 


2  а  +  і 

2П  4"  I 
2ИЛГ-4-ф 


х(Ѵ  —  алхад.=Г^  ^х2} 


х  (V  —  злхш  .^ІН^  +  х2). 

И  что  кромі»  сихЪ  никакихЪ  другихЪ  множителей  быть  не  мо- 
жетЪ,  то  сіе  докажется  подобно ,  какЪ  доказали  вЪ  предЪидущ^мЪ 
случая. 

52 
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КЪ     поясненію    формулЪ    д4П  —  2а*пхіпсО!.ф  -|-  х4*  и 
в^Іаа^^Ѵ^Ѵо^ф  +  *47И-2  ,  разложенныхЪ  на  множители,  разсмсип« 
римЪ  некоторые  частные  случаи. 

Пусть  п~\у  будетЪ 


формула  л4 — ісРх^соі.ф  -\-  х4 
имйть  множителями. 

Ф 


а  —  О.С.ХС05. 
или 


2 

27Г  • 


"Г 


д2-}-  йахса.—  -1-х2,  у 

2 

Пусть  я. 

формула  а8  —  2д4.\4іОі.$  4~  х8 
ммЬть  множителями. 


и  формула  «г  —  ъс&х'^соь.ф 

имЬть  множителями 

д2  —  2лх<г0.ь  -  .-)_  х2, 
з 


л" 


д' 


2ДХС0І. 


2-7Г'  —  ф 


х2  и 


ЛвХСЛі. 


21Г  ■ 


Ф 


д2— 

ф 

2йХ<:0*.— _ 

4- 

4- 

27Г 

Ф_ 

д2— 

2ДХС0І. 

4 

Л"  

йДХСОі. 

-+ 

-Ф 

4 

Ф 

д2  — 

4. 

или. 

X4  и 

.2 


Дг  +  2ДХГ0І.5  +  х\ 


4, 


~  2  >  будетЪ 
и  формула  діа —  2а9х*со$.ф  ~\- 
имЪть  множителями 
а2  —  захсоі.^.  -  х2  , 

5    -  : 
л*—  ах»дц.а7Г-"Ф  +  х% 

5 

Я2—  2ДХ^^.2^_Ф-|-  х2  * 


ю- 


а  —  Омхсоі 


47Г  —  ф 


Н-  х2  ИЗ 


д*—  гдх^і.4^-^  +  х3. 

5  ■  '  -  ■ 

И  такЪ  далЪе. 

Но  изЪ  частныхЪ  случаевЪ  здЪсь  ,  какЪ  и  предЪ  симЪ  ,  наипаче 
достоинЪ  примЬчанія  тотЪ,  вЪ  котором!)  полагается  х  —  а —  ь. 

ВЪ  самомЪ  дЪлЪ  ,  вЪ  слЪдствІе  сего  положенія  х  ~  а  ~  і  изЪ 
формулы  д+п- — яа^х^соі.ф х4  ,  разложенной  на.  множители,  второй* 
степени.,   коихЪ  число,  какЪ  то  явно,  ~  2и,  будемЪ  имЪть 


4  >/»*  — я.й"Ѵ- 

2П.  2.М 

Я:  оттуда 

о 

2П  т  •    5ф   •     ТГ— іф 


і  а  СН-і)іг-5ф  ■  2  (гс-О-Кф  -„і  птг-іфГ 


2.71 . 


2.ГХ. 


2Л-: 


2П. 


зга 


ал. 


2  П.: 


2Л 
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ТакЪ  же  вЪ  слЪдсптвіе  того  же  положенія  х  ~  а  ~  і  изЪ  фор- 
мулы <г4ПЧ~2 —  о.а2П~+~1  х2П~~*~1(05.ф  х4'14"2,  разломленной  на  множители 
второй   степени,  коихЪ  число,  какЪ  то  явно,  ~  28  -+-  і,  получимЪ 

2П.+І  271+1  2М  271+1  271-4-*  271+1  271+1  2Ц-+-І  * 

и  оттуда 

ІЗ'*'  271+1         2  71+1         271+1  271+1  2Й,+І  2К+І  2ГС+І.  271+-1 

Естьли  положимЪ  ф  ~  2<и  ,  то  найденныя  теперь  нами  форму- 
лы примутЪ  слЬдующій  видЪ .: 

 „271 — I    •      и     •  Ш,*.„  Т+СО   •  27Г— И   •     27Г+С0        „■     Г М —  1  )тГ — СО   •     (я— I  "УгГ+00  -     Т2ТГ— СО  „ 

5/Я.Л>~2  *Ш  Н«  НИ  5Щ  51П  - — ...5ІПЛ  ;  УН.К  ;  ' — 5112  и 

СП  277,  271  271  271  2П  271  271 

 „271  :         СО        •      ТГ — СО     •      7Г+С0   •     2-7Г— СО   •     27Г+СО  •     Г 71—  I  )тГ+Ы   •     77.ТГ — СО   •  ТСТГ+Ы 

$ІН.О0~2     51П  $1П  -  Я»,  511  5Ш  !— .  .  .  .  51П>  } — —  517}  5Ш.—~—  . 

271+1         277.+І  271+1         271+1         271-+І  2  71+1  271  +  1  271+1 

(177.)  ИзЪ  формулы  а2т  —  2.атхтс05.ф  +  х2т,  разложенной  на 
множители ,  произходитЪ  другая  ѳеорема  ,  относящаяся  до  круга , 
которую  первый  примЬтилЪ  г.  МоаЕрЪ ,  и  которая  обыкновенно  пред- 
лагается такЪ  : 

Естьли.  на  окружности  круга  АМВЫ,  коего  центрЪ  пусть  точ-Черга.  23 
ка  С  и  діаметрЪ  прямая  А  В  ,  возмеіпся  дуга  АВ  ,  соответствующая 

углу  АСБ  ~  ф  ,  и  оной  дуги  т  частная  АЕ  ,  соответствующая  углу 

Ф 

АСЕ  ~  —  ,  и  естьли  потомЪ  окружность  разделится,  начиная  отЬ  точ- 
ки Е  ,  на  число  т  равкыхЪ  частей,  и  отЪ  какой  ниесть  точки  О, 
на  діамешрЪ  АВ  взятой,  протянутся  козсЬмЪ  точкамЪ  дЪлчзнія  пря- 
мыя  ОЕ,  ОР,  ОР',  06,  00',  ОН,  ОН'  и  проч.  ;  то  будетЪ 

СА2т  —  2САт.сдтш.ф^С02т— 6^^01;^6Т,^0С^С^2.0Н3.01?2  и  проч. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЪ,  взявЪ  какую  ниесть  дугу  АМ,  содержащую- 
ся между  А  и  одною  изЪ  точекЪ  дЪленія  М,  и  проведши  радіусЪ  СМ, 
опустимЪ  изЪ  точки  М  на  діаметрЪ  АВ  перпендикулярную  прямую 
МР  ,  и  проведемЪ  прямую  ОМ  ;  по  сд/Ьланіи  чего  положимЪ  радіусЪ 
СА~СМ~д.  прямую  СО  ~  х  и  соотвЬтствующій  дугЬ  АМ  уг, 
ОСМ~0?  и  мы  будетЪ  имЪть  М-Р  ~ ~  аяіги§  и  ОР  —  ±-  асоід  +  х  9 
и  следовательно 

—  -2 

ОМ  ~  аг  —  ыхс(НчЧ  -\~  х2  , 

 2 

то  есть  ОМ    будетЪ  общій  второй  степени  множитель  функціи 
САГт  —  аСГІСО™^^  +  С0"т—  а2т  —  ълѴсоз.ф  +  л2Т* 

5' 
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Чего  ради  ,  поелику   полагая   попеременно  АМ  ~  АЕ  ,  т  АР 
— АР',  =:  АС,  =гАС,  =2  АН,  ~  АН'  и  проч.,  имоемЪ  -—^  +  Ф 

771  771  * 

27Г  —  ф  47Г  Н~  ф  47Г  ф  6ТГ  Н-  Ф  67Г  -Ь-  ф  < 

—  —  ~ "~- — —  ,  щ-  —  — г,  ~- — 1—    и  проч.  ,  оная 

т    д  1    ,  та  та  т 

ѳеорема  изЪ  предЪидущаго  очевидно  явствуешЪ. 

КЪ  разложенію  функціи  д2т — аатхтсоз.ф  +  х2Ш  на  множители, 
и  слЬдовательно  шакЪ  же  кЪ  веоремТэ  Моавровой  ,  мояшо  достигнуть 
еще  другимЪ  путемЪ;  о  чемЪ  здЬсь  вЪ  кратцЬ  предложить  не  безпо- 
лезно  будетЪ. 

Поелику  функція  д2т-2Л%(».ф+х2Ш=:й2т(^_2^оі^  + 

шо,  полагая  х~ауу  все  дЪло  ,  для  сысканія  множителей  оной,  обра- 
щается вЪ  разрЬшеніе  уравнения 

у2т  —  2уПС0і.ф-+-1  ПО. 

На  сей  коненЪ  сыскавЪ  сперва  изЪ  внаго  уравнения 

уш  —  соз.ф  ±  у—  іш  ф  , 

положимЪ  у  т  см.®  4-  У —  1-Я*  Ф  і 

будетЪ 

ут  ~         +  У~іШу*  —  т.т&  4-  у~ііІн.т9  , 
и  оттуда,  по  сравненіи  двухЪ  величинЪ  степени  ут,  получится 
со$.т§  ~соі.ф  и  $іп.т§  ~  ±  і/я.<р. 
СимЪ  уравненіямЪ  вообще  удовлетворимЪ,  полагая  тя^паЛ^іікр, 
гдЪ  Л  какое  ниесть  цЪлое  число,  ибо,  какЪ  известно,  будетЪ 
Г05.(2ЛТГ  ±:  0)  —  и  п:  ~ф)  —~  ііи.фі 

чего  ради  будемЪ  имЬть  $  ~  2^-±Ф    и  потому 

т 

  І „аХтг-Ьф  /     ,  -  2Х-7Г-+-Ф 

ѵ  ~  <?о.г  _і_  у  —  і5/й  

Поелику  же  произведете  {у711 — соз.ф — у — игп.ф)(ут~ соз.ф  -\-  У~~  хз'т.ф) 
составляешь  функцию  у2т —  %ут  соз.ф  -\-  і,  то  количество 

л.  2\ТТ  Ч-  ф        _  /  -    2^7Г  -+-  ф 

У   СОі-  г=-1.  —  у  13 Щ.  

т  та 

будетЪ  множитель  первой  степени  сей  функціи;  и  какЪ  у~~*і  имЪешЪ 

двоякую  величину:  ~\~У — і   и  - — у — то  и  количество 

У  СО*  — —         У  —  ІШ.  =_Г 

т  та 

будетЪ  множитель  же  первой  степени  той  же  самой  фуввщіи.  И 
шахЬ.  произведеніе  сихЪ  множителей 


»  аХтг  -+-  ф  , 

ЗудетЪ  общая  формула  множителей  второй  степени  оной  функцш.  ^ 
НаконецЪ  ,  чтобы  отсюда  найти  общую  формулу  множителей 
второй   степени   функціи  а2т  —  о.ятхт,о$.(р  -\-  х2т  ,  то  полагая  х~  ау 

или  у  т  — ,  будемЪ  имЬть 

а  < 

й™—ъапхпсО!.ф-{-х2Ш~а*т(і~ъх^ш.ф-\-  |Щ)  —  я2т(і  —  &упсо:.ф  +  Г™)» 
и  полагая  еще  у  ~  —   или  ц  ~  —       — ,  получимЪ 

а  какЪ  мьг  нашли  уже  ,  что  множитель  второй  степени  функши; 
Ъ2т  —  %ьтсоі.(р      1  есть 

и  само  по  себЪ  видно,  что  множители  второй  же  степени  количеств!* 

а2т  и  -і-    сугаь  Г  и  1,  то  явствуетЪ  ,  что  произведете  сихЪ  мно- 
жат. 22 

жителей  : 


21/2        „         гХтг-Ьф   .      \  4/  2    л    гХтг-Ьф         і  \ 

а  —[%,  —  2%<:<».  +  1 }  — ~  аЦ  1  со$  ~—  ч  й ) 

а2\  та  /  \    „     г  та  г-/ 

2/            2Х          2Х-^-7Г  Х2х 
—  й   (  1           —  СОІ  —  1  5  ) 

V         а  т 

2Х-ГГ  ±  ф      ,  2 


іахсоі. 


т 


будетЪ  множитель  второй  степени  функцш  а^-^^ф^і  '  яът*о$.ф-}-і) 

(178.)    ПослЬ  разсмотрЪнныхЪ  нами  функцій  А±Вхт  и  А±Вхт 
Ч-  Сх2т  естественно  представляются  слЬдующія  функціи  г 
А±Ъхт-{-Сх2Ш±Ѵхзт> 
А±Вхт+Сх2т±ЬхЗт-|  Ех*т , 
А±Вхт-ЬСх2т±Бхзт^  Ех^тЧ:рх5« 
и  такЪ  далЬё. 

И  такЪ  возмемЪ  сперва  функцію  А±ВхтН-Сх2т-|-  их3™,  и  поло- 
жимЪ  хт — г, ,  отЪ  чего  оная  сдЬлаешся  АіВя:  і-С^^ЩЙ*3  ;  явно  ,  что 
для  сысканія  множителей  сего  количества  все  дЪло  состоитЪ  вЪ  раз- 
рЪшеніи  уравненія 

А  ±  В*  +  Сг2  ±  Бі>3  =  о  ; 
и  какЪ    уравненіе  третьей   степени  всегда  имЬетЪ  действительный 
корень,  то  явствуетЪ  ,  что  посредствомЪ   извЬстнаго  способа  раз- 


—  — 

рошать  сіи  уравиенія,  количество  А±В^+С^2±Бг5  всегда  можетЪ 
разрешишься  на  два  действительные  множителя  вида: 

М4-       и  Р-і-      -г  К-*2» 
к  следовательно  поставляя   вмЬсто   ъ  его  величину  хт,  гаакЪ  же  и 
функція  А  ±  Вхт  н-  Сх2ТП  ±  Охзто  можетЪ  разрешиться  на  два  дЬистви* 
тельные  множителя  вида : 

М  +  ^т  иР  +  0хп  +  Кх2т. 

Но  оные  чрезЪ  предЪидущіе  способы  всегда  могутЪ  разрешить- 
ся на  действительные  множители  второй  степени  и  одинЪ  или  два 
первой  степени.,  чего  ради  такЪ  же  и  оная  функція  всегда  на  сіи 
множители  разрешиться  можетЪ, 

ПотомЪ  возмемЪ  функцію  А  ±  Вхт  +  Сх2т  ±  Бзт  +  Ех4Ш  ;  здЪсь 
разеуждая  подобнымЪ  образомЪ  ,  найдемЪ  ,  что  посредствомЪ  разрЬ- 
шенія  уравненій  четвертой  степени  оная  всегда  можетЪ  разрешить- 
ся на  два  действительные  множителя  вида: 

м  ч-  Ихт  +  0х2т  и  Р  +  (^лт  +  Кх2т, 
и  следственно  чрезЪ  предЪидущіе  способы  всегда  можетЪ  разрешишь- 
ся на  множители  второй  степени} 

Теперь  естьли  возмется  функція  А  ±  Вхто  -{-Сх2т  ±  Вхзт±Рх5т, 
то  )  не  имея  общаго  способа  разрешать  уравненія  пятой  степени , 
мы  должны  довольствоваться  вЪ  семЪ  случае  или  способами  частны- 
ми или  приближеніемЪ. 

ТакимЪ  образомЪ  приведши  разложеніе  алгебраическихЪ  функ- 
ціи  на  множители  кЪ  симЪ  последнимЪ  способамЪ  изчисленія,  посшу- 
пимЪ  кЪ  разложенію  трансцендентныхЪ  функцій  на  множители. 

^ерт.  24*  С1 79')  Пусть  на  неопределенной  прямой  ЕБ"  изЪ  какой  ниесть  ед 

точки  А  и  другой  С  ,  отстоящей  отЪ  первой  вЪ  разстояніи  АС  — :  і  , 
поставлены  перпендикуляркыя  прямыя  АВ~  і  и  СВ  ~  а,  гдб  а^>\,  и  по 
симЪ  даннымЪ  описана  логариѳмика  СН;  возмемЪ  какую  ниесть  абсциссу 
АР  ~  х,  -и  проведемЪ  соответствующую  ординату  РМ  —  у  ,  будетЪ  , 
какЪ  известно  (ч.  54-)»  лх  —  У\  потомЪ  проведши  чрезЪ  точку  В  пря- 
мую ІК  параллельную  оси  ЕР  и  пресЬкающую  ординату  РМ  —  у  вЪ 
точкЪ  О,  получитЬя  РМ  ~  РО  +  ОМ  ~  АВ  -]-  ОМ,  и  потому  ,  естьли 
цоложится  ОМ  —      то  будетЪ  Чего  ради  ,  естьли  раз. 

делив'Ь  абсциссу  АР  на  какое  ниесть  число  т  частей  равныхЪ  Ар  — г. 


лроведемЪ  ординату  рту  пресекающую  ІК  вЪ  точкЪ  о ,  и  положимЪ" 

9т  ~  и  ,  то  будетЪ  разнишЪ  образомЪ  й*~і-{-и>  и  следовательно  9 

поелику  I  ~  — ,  будетЪ 
та 

х 

лт  —  !  _|_  и  и  /-(1+  и)т. 

ПоложивЪ  же  т-  -~±  -  ~  ^  ,  будемЪ  имЪшь  и  ш  ?<г/  ~  —  >  и  но- 
во       ^  та 

■тому  последнее  уравненіе  сделается 

V  Ж  I 

ПроведемЪ  теперь  чрезЪ  точку  В  касательную  ЗТ  кЪ  'логарив- 
мдкЪ  СН  ,  пресекающую  ординату  -рт  вЪ  точке  г,  и  положимЪ  ошно* 

ніеніе  —  ~к;  будет'Ь,  какЪ  известно  (ч,  5ф),  оное  предЬлЪ  отноше- 

Во 

вія  ^  —  !і—       и  изЪ  того  слЬдуетЪ,  что  количество  ах(—( Г-р— ч  ) 
Во  ~  і  V   \        та  /  / 

будетЪ  лредЪлЪ  степени  -}- — ^  ,  изменяющейся  по  шЪрЬ  увеличи- 
ванія  числа  т. 


ВЪ   самомЪ  дЪлб  ,   пусть  і  -|-  2^  ~  А  и  і  _і_      —  В  ,  будетЪ 

га  .га 

А — В  —  0°  -"  ^)*, .  и  пусть     —  и  чрезЪ  увеличичиваніе  числа  яг 

.  ,   ж"  •  :  , • 

да  сделается  1~"о  —  —  ^  <^  і    (ч.   іЗ),    и  следовательно* 

<^<і   и  тѢшЬ  паче  < В/  —  і  4г  — Ъ  будетЪ  А  — В——  иА:=В-Ь**  ;. 

V              га/  та                  та  ^ 

почему  нолучится 

Ат_-Вт      гавт-і5х      т(т-г)вт_ 2гГ2х2  га(т-і)(га-2)вт— 3$ЗхЗ        д  проч 

і           та         і-з-              га2  1.2.3  тЗ 

и  оттуда 

Ага_вт    вга^  /  і      т-і  6*  ^  ^   и  проч.Ѵ 

Ѵіі^  ага  В2^       2т.3та  ВЗ    \           г  /» 

Но  явно,,  что  Л 1І "^І^  .  (^Хга-^З^      и  ^ 
В        от    В  ат-з-та  ВЗ 

*  і  52х2 

<Г  —  Нг-  ~-  -4  Ь-    и  проч.  г 

^  В        В2  Ві 

И'  такЪ  же  явно  ,  что  сумма  сей  геометрической  прогрессіи  меньше 
і 

евэего'  предЪла-  — — — г—  *  г  следовательно  тЪмЪ  паче  Ат — дта  зВ™5*^ 

&с    В  —  $я  *  В— <5х 

В  •-  ѵ  •  .  , 

Пусть    Б  по  произволенш    данная  ве личина,    и- пусть  сделается 

$     — . —  иди  ° —  ,  будетЪ    по  причинЬ  что  В  Ь>  і  ,  паче 


—  4і6  — 

}х  <•  ,  и  по  причине  что  В  <?  А  ,   іпЪмЪ  паче  <Ух  <*  _ — —  ,  й 

следовательно  будетЪ  Вт<&  +  Б<Ух  <^  ВБ  ,  Вт<}х  <^  {В  —  <$х)Т>  и  нанослЬ- 

И  такЪ  /(гА™)  есть  истинный  предЬлЪ  степени        —\  (р3^у 
изменяющейся  по  ыЪрѢ  увеличиванія  числа  т. 

Естьли  возмемЪ  х  отрицательно,  то  будетЪ  а  Л"!^  \ 

предЪлЪ  степени  ~-—^т  ,  изменяющейся  по  мЪро  увеличиванія 
числа  т. 


X 


ВЪ  самомЪ  д"ЬлЬ  ,  положивЪ  і  —  — Г~  а  т)  ~~  А  и  і  —  _  —  В  , 
ІіемЪ  А — В~^г  ~  ^х  у  и  когда  положивЪ  еще  к — сдЪлаемЪ 


~(=2*п)  —  А  и  і~Щ 

шіэёІіЪ  А — В     І^-Г ' 

иі:т}  'х 
Или   ^«^ВЛ^і  —        и  следовательно  <?  і,  что  всегда  возможно,  по- 

тому  что  по  мІѴрЪ  увеличиванія  числа  т  количество  В  такЪ  же  уве- 
личивается, то  получивЪ  А  —  В  ~  ^и  А~В-г/-— _  докажемЪ,  какЪ  и 

т  т  ' 

прежде,  что  а  *(  ~  Ат )  есть  предЬлЪ  степени  (і  —  —  )т(п  Вт) ,  измЬ- 

\  т.' 

няющейся  по  мЬрЬ  увеличиванія  числа  т. 

И  естьли  положимЪ  а  ~  е  ,  гдЪ  е  основаніе  натуральныхЪ  ло- 
гариѳмовЪ,  то  будетЪ,  какЪ  известно,  к  щ  і,  и  потому  неопредЪлен- 
но-степённыя  количества  е*  и  с  Х  будутЪ  пределы  степеней 

ѵ  771' 

и  (1  )  ,  или,  поставляя   вмЬсгпо    т  четное  число   йп  ,  степеней 

и     —  _|   ,  измЬняющихся  по  мерЪ  увеличиванія  числа  щ 
(і8о.)   Пусть    теперь   требуется  разложить    на  множители 
функцію  ех  ±  е  ,    которая  вЪ  следствіе    доказаннаго    предЪ  симЪ  и 
алгебраическихЪ  началЪ  ѳеоріи  пределовЪ ,  есть  пределЪ  функціи 

/'і  н-— )2П  —  Л  —)2П , 

\  йГі'  \  271/  * 

ИзЪ  функціи  л^л1±:лйп,  разложенной  на  множители  (ч*  174))  поставивЪ 

«место  лих  количества   і  — —  и  і  —  —  ,  мы  имеемЪ  : 
"  ~п  га 


х((.+  «)3_2(1+5)(і-іу«.3-*+(і-^)2) 

ЧѴ  271/  \  271'Л  271/         271  V  271/  / 

  2/^  1—  СОи  —  7Г  "Г"  --г/  I  Т-СО!.—  яХ) 

V  2П        4ті2\  га  // 

X  2^  1 — со$^7Г—  -Х-лі±СО$.*-7і\\ 

X  2^1—  СО^.І  7Г+— ^І+^.  — Л")) 
V  27і       4?г2\  га  // 

..•"'*  •     •     •  і 

/  271' —  I  _^  і      X2  /      ,  271' —  I  \ 

X  2(  1  Ш  7Г-|  'Л1+с0і  7!)  , 

\  271.  4П.2Ѵ  21         /  3 

которое  уравненіе ,  по  причинЬ  что  вообще  • 
сделается 

2П-  2,71  2  277,2  2П       *       \  4П2  271  2/ 

V  4?і2  2п~/ 

V  П    4Па  27і2/ 

/  Я2     _  .2  271— I  ТТЛ 

и  по  причинЪ  что  выше  нашли 

іЪ&%*м#,1~ЯяЛІ* *  ....    і;и2.2^-=і!г—  2  , 

271  -  '2П  2  271  2  2,4       2  ' 

оное  уравненіе  напослЪдокЪ  приметЪ  слЬдующій  видЪ : 


Л       Т    4І13  2П2/ 

V  4П2  271  2/ 

X  (  1  ~ь —  '-) 

V  4П1  271  2/ 


—  41$  х— 

V       271/         V       2  га/  ^ 

( 1        27і)   )((1_^2П.)         2(І~^*2Ті)(1        2.п)С0$' 2.Т1*  (  27і)  ^ 

\\  2П/  ѵ  371/ V  271/         2П  \  271'  * 

х  /(ц-*\а-9(і+±уІ-- +  -)в) 

ѴЛ  271/  V  277.А  271/         271  N  277./  / 

2Х  /  2        I      Я2  /  2  \\ 

 _Х2(1   СО*. — 7Г1-  (  Ш  7г)) 

71  V  2П  47!,2\  271  // 

Х2(  1   С05.—7Г-\-  С0$Л  7г)) 

V  277,  4,71^  V  271  // 

ХО.(  1   С05.—7С+  — ,( І-Ь  '«*  7Г))  . 

\  йЪ  4П2Ѵ  271  // 

• '         •  •  '  ф      •  ** 

/  „    271— 2_  ,     X2  /.    і     „,  271—2  \Ѵ 

X  2(  1  Л»  Я-Н-  — (  1+Л>*  71)) 

V  27Ь  4.71 2\  271        '/  9 

которое  уравненіе,  по  приведенной  причине  вЪ  первом>  случай  ,  сде- 
лается 

<і+=)"-е-=г= 

»Т      ,  2Ц  И  »  В»  V  4Т7.2  ,         271  / 

X  Л       — ^/2.І-тг> 

V  4га2        2га  / 

X  (і  -+-  —  СОГ.АтгУ 

V  4П.2-        зга  / 

/        ■     X2     „.2  И— I  \ 
X  (1  -СОІ  77] 

V  4га2         аѣ  і* 

и  по  причине  что  выше  нашли 

±^гтК±-ъіт\±*йплЛ*    .....  ш*.1^'*—*,- 

271  "     271  271  271. 

оное  уравненіе  напоследокЪ  приметЪ  слЪдуюшш  вид'Ь 
Ѵ       ™}        Ѵ  2Л1_  —  х(і 

2,  '  4^2  271  / 

X  (і  4-  —Ш2.—  7г) 

V  4П2        2«.  ' 

V  4га2         27і  / 

/        .      X2       .-71    IV 

X  I  і  -Ь  —СОІ*.   71  ). 

\       '    4712"  271  / 


Поелику    же  означая  чрезЪ  /л  вообще  какую  ниесть  дугу  круга, 
коего  радіуеЪ  ~  і  ,  находимЪ  ,  что  ипіап^.^  есть  не  иное  что,  какЪ 

'  2П 

,длина  ломаной  линіи,  описанной  около  сея  дуги  проведенными  кЪ  ней 
касательными  ^чрезЪ  средины  ея  частей  .  изЪ  коихЪ  каждая  ~  — ;  то, 

какЪ  изЪ  геометріи  известно  ,  предолЪ  длины  сей  ломаной  линіи  бу- 
.детЪ  самая  оная  дуга  ^  ;  почему  вЪ  слЬдствіе  алгебраическихЪ  на- 
•налЪ  ѳеоріи  предЬловЪ,  количества   ^1соі2.—у  какЪ  равнаго   х1  . 

4 и 2        ш  _  и. 

.      -  *  .  2* 

,  предЪлЪ  будетЪ  количество  — .    Й  шакЪ  ,  поставляя 


\  2П' 

этоперемЬнно   вмЪсто  /л  ,  вЪ  первомЪ  случай  1.  ^  и  проч.,  а  вЪ 

^ругомЪ  7г,  27і"?  Зтг  и  проч.>  мы  будемЪ  имЬшь  предЪлы  множителей, 
«еоставляющихЪ  функціи 

/       х\'ш  *    г-.      х\ап       Л   ,   х  /,  ЯѴ 


271 


2  2 

іи  примечая,  что  по  доказанному  предЪ  симЪ  (ч,  179)  пределы  оныхЪ 
.функцій  суть 


.   И  . 


шЪ  слЬдствіе  перваго  изЪ  двухЪ  главныхЪ  началЪ  оеоріи  предЬловЪ  , 
мы  получимЪ 

^(і+^Ѵі4-1^)(і+^2)(і+^)  и  проч.  я 

2  \        7Г~'\        97г^/\         25/4        49 ' 

—X 


— X 

ех  -+-  е 


ЗдЬсь  замЬшить  надежитЪ,  что  число  множителей  ,  содержа- 
щихся вЪ  сихЪ  уравненіяхЪ ,   простирается   до  безконечности.  Ибо 

+  ±(г—  -) 

вЪ  формулЪ   —  :  — —  ,  разложенной  на  множители  ,  уве- 

2 

личивая  число  п  безпредЬльно  ,  купно  сЪ  тЪмЪ  будемЪ  увеличивать 
'  безпредюльно  и  число  ея  множителей  ;  и  какЪ  сколь  бы  число  п  уве- 

ОС    \  - 

личено  ни  было,  формула  сія  до  своего  предЬла    е  — ,  какЬ  и  мно- 

2. 

жители  ея  до  своихЪ  лредоловЪ,  ;или  все  то  же,  до  множителей  сего 
•ея  предала,  никогда  не  достигнутЪ,  то  явствуегаЪ,  что  число  сихЪ 
лослюднихЪ  -множителей  превозходигпЪ  всякое  возможное  число. 

55  * 


$181.)    ПосредсптвомЪ  двухЪ  формулЪ  ****У    и        е  9  на  мно- 

2  а 

жители  разрЪшенныхЪ,  могугаЪ  разрешиться  еще  другія,  каковы  суть; 

,-Ъ-х  +  е±У   •  . 
 .  Ибо  имЬемЪ  : 

2 

X; — у  Л— "У 


2)  _  

2 

«—7 


1 


3 

X  г— у      _  к — у 


х-+-у  х-+-у 


*>  —  =  •  *    Г  1) 


Естьли  вЪ  сихЪ  формулахЪ  положится  у  ~  о  ,  то  получимЪ 


2.    2\       47ггЛ       Ібтг2Д       збтг2./  - 

ЧУ 


Перемножая  же  между  собою  количества  (Г  ±  е Х  и  сУ±:  е  >  будем-Ъ 
ймІэшь  : 

я      -х.,у      -у.        х,у       х—у  .  -{х—ух    .  ~(х-+-у) 

3)  (в*  _  7*%сУ  -       =  е*+У-  еХ  ~у  -  е  +  7(Х^  , 

и  .следовательно,  полагая  х~\-у~ц  и  х  —  у  ~  находимЪ,  что  вы- 
раженія  ; 


—  42  1 


и       --и  ч#', 
г  —  с   —  е  ~г~  е  а 

и  .  —и        ѵ     ,  —ѵ  •  -      ,  • 

б'  -|~  е    —  е    —  е 

могугпЪ  по  предЪидущимЪ  формуламЪ  разрЬшиться  на  множители. 

(182.)    МожетЪ  еще    разрешиться    на  множители    и  функція 
ех  —  псоз.ъф  4~  еХ. 

ВЪ  самомЪ  дЪлЪ  изЪ  формулы  а*71—  <2а2Г1х2Псо5.ъф-\-х4П,  разложенной 
на  множители,  поставивЪ  вмЪсто  а  и  хч  количества  и  і  — -  —  > 

имЬемЪ 

\        471/  V        4д/     V       471/  \  4П/ 

-  (( 1  4-  * )*  -  а ( .  +  -'-)( !  -  Д)^4  +(!--/) 

\\         4?і/  V         4?г/\         471/       2И       V        471/  / 

х  (С1 + -  У  -  Ч1  +  -X1  -  -  V"— — + (і  --/') 

ѴѴ         471/  \         471/Ѵ         471/  271  V        477,/  / 

X  ((ІННІІ*  -2(1  4-Д)(1~^>5.^^+(«  --Л 
>\        4Я/  V        471/  V        471/  ал         ^\        471/  / 


х  (( і  4-  -)2  -  2(1  +  » )( і  -  * +  (*--)2) 

\\  471/  \  471/Ѵ  471/  271  V  471/  / 

гв      1      1бП2\       -  271/  ' 

И  1   СО 5  (  1  4-  сОі,—  -П ,1 

*  271  іб712Ѵ  271  // 

*  2П  1       іб712\  271  / 
•  '.».....•..,.• 

х  2(  1  —  ^.2-П!!1-=^Ф   і  ^!_7»  +  соі.*п'*-*Ъ') 

V  2Л  *^іб712\  271  // 

Х  2П  1      іб712Ѵ  271  /  9 

которое  уравненіе  ,  по  причинЪ  что  вообще 

а( ,  _  Ш4  ш.О))  —  2(1  -  лм.0)  (і  -+. 

сделается 


271  ЯЛ  21  2П.  .271     \  ібті2  271' 

/     "  ,      X2        .2  ТГ— ф. 

V  10712  271  / 

*>  ібті2  271  / 

V  ібті2  271  / 

хГі+^с^7"^); 

Л  ібТІ2  -271  /* 

и  какЪ  выше  нашли ,  что 

^пт2.Ьіп\^.ш*  Ш  .....  ш2^*ш*^1—&т2ф  ,  ж 

271  271  271  271  .271 

по  причинЬ  что  вообще  соі  .4— —  : ;  —  , -нахо- 

дбп2  .271  '  '    .  ,  IX  /  р.  \2 

■-     ,  /  271  V  2П' 

димЪ ,   по   изЪясненному   предЪ  ^симЪ ,    что    предЬлЪ    сего  количе- 

х2  *  '  п      /  х  /  х  4^ 

ства  есть    —  ,  то,    лоелику    количество  _/}   ^      — __|  и 

X  X 

(X  \ 2^     /              «С  \  271  +-  ^  о"         —  "о~"       п  ,  в 

і  -4-  — )     (і  )     пределы  суть  е  ,  е      и  е  ,    е  ,  вЪ  сльдствіе  на- 

чалЪ  ,  алгебраическихЪ  и  перваго  ^изЪ  двухЪ  хлавныхЪ  ,  ѳеоріи  нредЬ- 
ловЪ  мы  будемЪ  имЬть  /  » 

ех  —  2со5.яф  -\-еХ  ~- 

*      ^  V  ~4фаД  ^4(тг-ф)2Л  ТР^-ф^Д  ^4(27Г_ф)2Д  ^ати-ф)2/  Р 

При  чемЪ  достойно  приміэчанія  ,  что  таже  формула,  написан- 
ная  вЪ  семЪ  видЬ  е  —  ясоз.йф  -)-  е  ,  подлежитЪ  еще  другому  раз- 
рошенію  на  множители  ,  какЪ  изЪ  слЬдующаго  явствуетЪ : 

2Я  _   2Х  2Х   2Х  „ 

«    — С05.2ф-і-.е     ~с  — •Эт.Мрф.*  {со$.<2ф-^$іп.2.ф} 


~  (с  — е   соз.о.фУ — (е   у — ілп.яф) 


х       — х    „ 

~(е  — .г   (соъ.ъф -\- у — и'т.яфУ) 
х  (с  —  е   (соі.іф  —  У — іш.ъф)) 

—{х  ~  2ф/-  г )  — (х+гфІ^Г) 

~{ех-е  )(«*—■«  )  (ч.ібб), 


и  вЪ  сліэдствіе  разложения  функпДи  — ^ —  (ч.  і8і)  , 


и  проч., 

(*-е  і,       (2*-3(ру-і)(і  +  ^^Х^^-'Г-)  и  про,., 

почему 

( 1  ^ ^і-Ф2)  (*2+Ф2)Ч 


X 

4-тг2        '  4: 
А  +,<^-Фа); С^-ИР2)^-. 

\  97Г2  '  927г4  / 
и  проч. 


V  47Г2  *  47Г2  ) 


X  >*2+(37г+Ф)2  *2-+-(37г— ф)2ч 

'  97Г2  97Г2  / 

и  проч. 

аг   —  х        х      — х 
(і83.)^    Теперь  естпъли"  вЪ  срормулахЪ  — —  І^  и  е       е    у  разло- 

женныхЪ  на  множители ,  положимЪ  х  ~  %у — і,   то  оныя  сделаются 
аѴ— і    —г/— г 

аѴ— і    — аУ— и 


%                        а/— і     -аУ-і  гУ-і     -аУ— і 

и  какЪ  мы  видЬлиг 5ц что  —  А  р  —  ^о^.^г  и  е       — е  — 

*  "    2"/   I 

(ч.  ібб)  ,  то  разделяя  второе  уравнекіе  на  ,  получимЪ- 

*.<  =  «(.  -|!)(  ,  -  _  ^ )(,  ж  проч.  и, 

ч       «,,  =  (.  -^(.  -!-)(■  -  -||)  «  про.  ,. 

или  разрЁшая  на  простые  множители,  будемЪ  имЪть 

""л=<1~-Л1  +  ^(1~й)('+Ш'-~)(1+^ ****  и 
««=(._2Х,  +  |Х'-І)('+і)-"ро-  ' 

Первое  изЪ   сихЪ-  выраженій  показываетЪ ,   что   синусЪ  изче- 
заетЪ  всякой-  разЪ,  когда  дуга  сделается  равна  какой  нкесшь  крат- 


—  4«4  — 

ной  величине  полуокружности  7Г,  взятой  положительно  или  отрица- 
тельно ,  потому  что  множители  ,  выраженіе  сіе  составляющіе,  по- 
переменно уничтожактся,  когда  положится 

г  ~  ±  7г  ,  —  ±  2тг ,  ~±3ті  ,  и  Еообще  —  ±  Лт. 
ТакЪ  же  и  второе  изЪ  тЬхЪ  выраженій  показываетЪ ,  что  косинусЪ 
изчезаетЪ  всякой  разЪ  ,  когда  дуга  сделается  равна  половинЪ  какой 
ниесть  нечетной  кратной  величины  полуокружности  7г  ,  взятой  по- 
ложительно или  отрицательно  ,  потому  что  множители  ,  выраженіе 
сіе  составляющіе,  попеременно  уничтожаются,  когда  положится 
*  —  ±*,  =±^,  5?±Н  и  вообще  —ч^Н-'Отг 

ИзЪ  чего  явствуетЪ,  что  выраженія  сіи  могутЪ  быть  выведены  изЪ 
сего  самаго  свойства  синусовЪ  и  косинусовЪ  ,  какЪ  то  и  действи- 
тельно некоторые  ихЪ  оттуда  производятЪ. 

Полагая  к,  іи.  —  —  ,   мы  изЪ  предЪидущихЪ  выраженій  будемЪ 

71  2 

иметь 

*  =™?/1!^уа*±І?У^^^  и  проч.  и 

П.   -Я  П  -\     271    А    2771    Л    4П     'V    41     А    о»  / 

т. -  Е  —  «=*ЙЙЗ!Ѵё=^  и  проч. , 

71    2     '   V.  ал  А  2п  А    зп.    А    371   А   571  А  571  / 

и  естьли  вместо  т  поставимЪ  п  —  т  ,   то  замЬтивЪ ,   что  - — —  — 

71  2 

,      771    7Г        7Г  •     71—771    7Г  .     771    7Г     „      ■  „  71—771  7Г  -      771  ТГ 

— 1  —  — -  ,  и  что  потому   ап  —  —  со*  и  сои  —  ип   . 

7122  712  П2  Л        2  71    *  -г 

получимЪ 

ш.™  ^Ѵ^Ѵ^-т)^^уі^у5П+т)  и  проч.  и 

77.     2  V     п      2  А    2В  А     2П.    /V    471     Л     471    А    бті  / 


471     /  V  471 

т  7Г  7Д/2П— т\/27і-Ь7п\ /471-тяч  ^п-йп-ч  /бті— ш\  и  ПрОЧ> 

71   2  71  \    71      А     зп     А    371    А1    571     А     571  / 

771  ТГ 


Откуда,  сравнивая  между  собою  две  величины  $іп.—  — ,  мы  найдемЪ 

71  2 

 1  I  3  3  5  |  7  7  _9_  _9_    II  и  проч.  , 

и  потому  будетЪ 

7Г   12.2.4.4.6.6.8 8-10.10.  12    и    проч.  ш 

2         І-3-3-5-5-7-7-9  •  9  •  9-ч   и   проч.  > 
кЪ  каковому  выраженію  достигнемЪ    и  сравнивая  между  собою  две 

771  7Г 

величины  со*.—  — 

^    2  * 

Выражение  сіе,  ведущее  кЪ  определенно  окружности  круга,  пер- 
вый нашелЪ  г.  ВалисЪ;  но  посредствомЪ  перваго  выраженія,  найденнаго 


для  ми.  ^5.  ,  мы  можемЪ  найти  безчисленное  множество  подсбныхЪ 

П  2. 

выраженій  для  того  же  самаго  предмета.  ВЪ  самомЪ  дЬлЬ  изЪ  онагз 
выражения  ,  найденнаго  для         —  ,  имЬемЪ 

-  — ^'«.-^-2"  У—  -V  4"  ѴДП_Ѵ— *  )  и  проч. 
2        т      п  ~  \2п—  та-  Ѵгп-Нтп-'  Ѵ471-  ѵи  Ѵ4П-і-т/  Ѵбп— т' 

вЪ  котопомЪ  естьли  положи.мЪ  _  —  і  ,  или  т  ~п  ,  то  полУчимЪ  Вал- 
лисобо  выра-женіе. 

ПоіпомЪ  полагая  —  и  примЪчая  ,  что  5//7.І7Г  ги:  -4=  і  будемЪ 

имЬть  "  4        у  2 

—  1  2  4  4  3  3  12  12  Іб  16   и  ППОЧ. 

2         і  *3*5,7*9"Ті*іЗ'И  І7  .  ' 

Полагая  же  —  -г-1  и  примЬчая  ,  что  ипЛлг-^-  і.  \  найдемЪ 
к       3  6  2 

?1  1  б  б  12  12  18  13  24  и  прОЧ.  , 

2  2'5'7'іі'іі'і7*і9'23 

и  такЪ  далЪе. 

Достойно  примЪчанія ,  что  раздЪляя  Баллисово  выражение  на 
другое.  вЪ  которомЪ  —      I ,  мы  будемЪ  имЬть 

71  2 

■у^  2.2.6.6.10.10.14.14  и  проч. 

1.3.5.7  9 . 1 1.13.15   и  проч. 
мы  эдЪсъ  замЬтимЪ,  что  общее  выраженіе  найденное  для  %у  по  при- 

чинЬ  что 

271  і  771  271  ТО  471  .      ,  771 

-—-  —  1  -і  — ■  1  ,  — — — т  1  ~\  и  проч., 

2П— та  1    г«  —  та  3  2П -+-ѵі  2в  +  та'  4Я — та  1    4л — та 

можетЪ  быть  преобразовано  вЪ  сіе 

У-ІЙ^Уі-р   П  Ш  --Ѵі4    "    УД  ™_Ѵі-Ь  — -  )ипроч., 

2     та      и  2  V       2п  —  7П/Ѵ        2л—|—  та/  V       4Е — т/Ч       4П-}-таА       6п— та/ 

та 

И  потому,  полагая  —  ~  і ,  получится 

I— 2('-|)(1+  IX'  —  тХ'  ■+ !)('-?) и  проч-> или 
^Ч'-ЙС'-зХ'-й) "  П[,°4-' 

какЪ  то  явствуетЪ  и  изЪ  Валлисова  выраженія,  представленнаго  такЪг 
_  —  2  2  4  4  6  6  и  проч. 

(184)  Что  бы  разложить  теперь  на  множители  другхя  круго- 
выя  функціи ,  то  стоишЪ  токмо  привести  себЪ  на  память  выраже- 
нія  ,  которымЪ  вЪ  синусахЪ  и  косинусахЪ  равняются  тангенсЪ  ,  ко- 
«пдыгенЛ  5    секаысЪ  и  косекансЪ  какой  ниесть  дуги.  )    и  мы  будемЪ 
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—  /|Л6  — 

имЪть  изЪ  первой  и  второй  величинЪ,  найденныхЪ  для  соз.™  И  и  $'іп.—  ? і 

11   -  71  - 

іапі  —  (• — )(  )(  — )(-  )(- — ~— Л   и  проч. 

п  -       \п—  т/ ѵ  п  -4  т/ѵзп  ■ — т/ )зп-\-ѵі/\ <;п  —  т/ 

_  —  (  )(_ )(і  )\— —  )(  )  и  проч.  , 

іі  2         ѵ  т  / \ 2 п —  т/ \ 2 п~\-т /      — т/^%п-\-т' 

ш.™  %  —  ѵЛ^\(Лі  Ѵ_?!і_)/_і?„  \  и  проч.  и 

я  -         Ѵтг — ѵи\п-+-т'\1п  —  т/  371— {-тА^п —  т' 

С0$ес —  —  (  )( — ±-  )( —  )( — — —  ]  и  проч. 

п  т\2п  -  т/ ^гтіН-т/^71 — тА^тг-т-т/ 

ВзявЪ  же  обЬ  первыя  ,  потомЪ  обЬ  вторыя  и  напослЬдокЪ  пер- 
вую и  вторую  изЪ  величинЪ,  найденныхЪ  для  $іп.™%>  и  сен.— ,"-  ,  мы 

п  -  п  *  - 

получимЪ 

.  ••    "ттг  тг    т    Т  (271— т)  5  Гга+т)  я  ("4М — то)  „ 

іапк —  -  —  I   г ѵ          ;  1  Ѵл —    '  и  проч.  . 

п  2       2ц_иі(іі+и)2(  п— то)  4  (зп-ьт) 

соіш^Л_.  *      то  і  (д+т)  3  Сза~ то)  3  (з"+"0  и  проч< 

п  2        2    т    2(271 — т)2^27і-+-т)4(4П  —  то)  "  ' 

ш.  ™  *-=  Л(^у^у^_у^_у_±л_,)  и  проч.  и 
п  2       -тЛті — тАп-Нп/ \зп — т / ^зпЦ-т/А^л  —  т< 

т  7Г        2    и/    :іі     \/   2И     х/    4П    \/    471    \  _____ 

<?0і^ —   (  — )(  —)(~  )(— 1 — )  и  проч. 

п  2        7Г  т  \2?г — т  / ^271-т-т/^471  —  т/\4тг-)-т' 

Естьли  вмЬсто  т  поставимЪ  к  и  опредЬлимЪ  подобнымЪ  обра- 
зомЪ  синусЪ  и  косинусЪ  дуги  —  и  потомЪ  первыя  выраженія  раздЬ- 

димЪ  на  сіи  послЬднія  ,  то  получимЪ  : 

•  тотг 
$711  

✓      2п  то 


211 
■  11)17 

%т  


СОі 

211 
ТОТГ 


(^3)(»}±т\(*п-™)(^™)  и  проч., 

— 

-Н.  (^^^±^Ѵ4»І15Ѵ47!±51   и  проч. 
йтг        71  —  ІІЛ71-І-  й/^зп  —  Й/Ѵ321-+-  Ь,Ѵ5тг  —  У 


«(^Ѵ^У^Ѵ^]  и  проч.  и 
ш.кж       Ѵп  —  й/Ѵп-г-й/Ѵзті  —  *Азо+й/\5»— й/ 


271 


Й7Г  V   й     /Ѵ271—  Й/\2П-+-Й/Ѵ47і—  Й/Ѵ4П -|г-  Й/ 


271. 

Й7Г 


И  такЪ  взявЪ  для  Л.  дугуг  которой  синусЪ  и  косинусЪ  извЬст- 

271 

вы  ,  мы  можемЪ  помощію  ихЪ  опредЬлить  синусЪ  и  косинусЪ  всякой 


другой  дую*  т-# 

2^ 


Между  тпЪмЪ  заметить  надлежитЪ  ,  что  таковыя  выраженія 
мало  способны  кЪ  приближенному  опредоленію  величинЪ  какЪ  самой 
полуокружности  77>  такЪ  и  самыхЪ  синусовЪ  и  косинусозЪ  дугЪ  ™1Г- 
потому  что  хотя  безЪ  трудности  можно  перемножать  между-  со- 
бою ,  на  примЪрЪ  сихЪ  множителей  ~  —  —  гу)(1  —  ' 
употребіівЪ  десятичныя  дроби  ,  однако  надлежитЪ  взять  ихЪ  чрез- 
вычайно много  ,  чтобы  получить  величину  полуокружности  ті  хотя 
вЪ  десятомЪ  знакЬ  десятичной  дроби  вЬрнуго. 

Но  наяротизЪ  того  выраженія  сіи,  хотя  и  безконечныя,  весь- 
ма полезны  для  сысканія  логариѳмовЪ  сихЪ  количествЪ ,  такЪ  что 
безЪ  помощи  ихЪ  крайне  бы  трудно  было  сочинишь  таблицы  логариѳ- 
мовЪ  тригонометрическихЪ  линій.  И  чтобы  еще  болЬе  облегчить  сей 
трудЪ ,  то  надлежитЪ  определить  суммы  нЬкошорыхЪ  рядовЪ  ,  кЪ 
чему  тоже  самыя  начала  ,  на  которыхЪ  и  выраженія  сіи  основаны  , 
служатЪ  ,  и  о  чемЪ  вЪ  слЬдугощемЪ  прибавленіи  кЪ  сей  главЬ  мы 
предложимЪ, 
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П  Р  II  Б  А  В  Л  Е  Н  I  Е    къ  Главѣ  Vй. 

О  приложат  найдетшхЪ  множителей  к5  сыскашю  сцлімЪ 

безконеіныхЬ  рядоеЬ. 

(і85.)    Есгаьли  имІэемЪ  следующее 'уравненіе  : 
1-4-  А*  -:  Вс2Ч  О.3-;-  Б^4-4-  и  проч.  п(і-|-«")(іН-о?)(і-+ -«у*)(і4-<^)и  проч., 
то  сіи  множители,   перемноженные   между  собою,  должны  произве- 
сти предложенный  р^д^,  такЪ  чгпо  будешЪ 

А—  се  \;й-\-у±<$  г  и  проч., 

В~аёЧ-«у  1  «<У4~  •  •  .  •  Ч-Су+б^-Ь  и  проч., 
С~«бу-Ь*6$4-  ....  -ь&у<?  ....  +сеуб'4-  и  проч., 
Б— «бу<У+-  и  проч. 
и  проч. 

ВозмемЪ  изі»  частей  предЪидущаго  уравненія  логариѳмы ,  и  потомЪ 
дифференціалы,  мы  будемЪ  им"Ьть,  по  раздпленіи  на  уравненіе 

_о  е_      _У_  У      .    и  проч  _.А-|-аВ2+3С8а-4-РгЗЧ-  и  проч.  . 

!+аг      і+ёг-1"  1-1-7 а  '       і-ьАа+Б:г2-|-СгЗ-ь0244-  и  проч.  -» 

и  естьли  примЬчая,  что 


_  —  х  —  «2я  4~  а3^2 —  се4*,3  4-  и  проч.  , 
г  —  Г*  4-  ^3*2  —        4-  и  проч.  , 


7 


у —  у2«  +  У3*;2- —  у4^3  4"  и  проч.  , 


з-Ьуг" 

—  §  —  Я2*  +  <Р*Я  —  №*>3      и  проч. 

и  проч. , 
жодожимЪ  ,  краткости  ради  , 

а  4-         у  +  <І  4-  и  проч.  =г  8, , 

«2Ч-Г-Ьу2+^-+-  и  проч  =Зй, 
а3  4  ^3-Ь  У34~  ^34"  и  проч.  —  53 , 

-  «4  4  €44-  у44-         проч.  —  84 

и  проч.  , 

то  уравнение  наше  сделается 

8  _  8  *4                            проч.  —  А-4-2Вг-4-3С^:-К4^3+  «  • 
і        2^  г  ^з4,  4    ^  "   іН_Аа-Н-В22-+-СгЗ-}-Оа4-+-  и  проч.  * 

или  по  умноженіи  на  знаменателя  второй  чаѵти  сего  уравненія,  будетЪ 


8,  —  §2«  +  5^2  —  54г1  +  и  проч."] 

4А5  г — А8пг2-4-А8,г3—  и  проч.  |  ял  _  ,  .  ' 

.        а \с    ч  ?~ А-*-2В^|-Зе^+^3+  и  проч.; 

Н-ВЗг2 — В5„^+-ипроч.    ^  '  т  г 

Ч-СЗ^3—  и  проч  ^ 

откуда  имЬемЪ 

8  —А  ,  Ч  которыя   Л§  —А  , 

1  уравнэнія  I     1  _ 

— Зд-Н-АЗ^аВ  ,  даютЪ  :      |  З^АЗ,— аВ  , 

83— АЗа~нВ8І=: ЗС,  ^  <!  З^— А32—  ВЗ^  ЗС  , 

_84-'~А53^-В32  ,  03,-40  I  I  84пА83— ВЗ^З,—  р 

и  проч.*,  ^  I  и  проч. 

ИзЪ  чего  законЪ,  по  коему  определяются  суммы  степеней  предстоя- 
щихЪ  «,  С,  7)  <І  и  проч. ,  находящихся  во  множителяхЪ  предложенная 
уравненія  ,  очевидно  явствуетЪ. 

Сія  Нюшонова  ѳеорема  служитЪ  основатемЪ  кЪ  опредЪленію 
предІэловЪ  суммЪ  безчисленнаго  множества  рядовЪ ,  какЪ  изЪ  следу- 
ющего увидимЪ.  « 

(186.)    Зная  разложенія  неопредЪленно-стеаенныхЪ  количествЪ 
—  х 

ех  и  с     (ч.  12З) ,  мы  находимЪ 

^-~х(і  -±Ж-  н  ХЛ — ,  ^Цг-Ф  ипрвч.Ѵ 

2  V  1.2. 3  І.2.3.4.5         1.2  ..  .   6.7  /■* 

и  какЪ  выше  нашли  (ч.  180),  что  такЪ  же 


е  — в   


«О +»Х.'  +^Х1'+Й)  « 


2  \  ІГ*/\         47Г^/Ѵ         971-ѵ  \  іотг"/^  257Г" 

то  будемЪ  имвть  уравненіе 

і+— . н  1  * — - — |  —  —  Н-  и  проч. 

1.2. .3         1.2.3.4.5         1.2  .     .   ■   П. 7  12....   8  9 

=0  +5Х'       +ЙХ'        +^) и  -р^. 

которое  уравненіе  ,  полагая  х2  :п:  яг2*.  >  сделается 

і  _  ?±_*а  +  2*  +  *5  *4-Ь  ипроч. 

1.2.3  і-2-3-4-5  1.2  ...  .  6.7  і.2  ...  .  8-9 

=  (1  +  0(1  І^Х1  +  |*)(*  и  проч. 

Почему  сравнивая  сіе  уравненіе  сЪ  общимЪ  ,  вЪ  предЪидущемЪ  членй 
нами  разсмотрЬнномЪ,  мы  получимЪ 

А-ЛІ,  В-_^і_,  ^  ,  Б-  ^         и  проч., 

1.2.3  1.2.3*4. 5  1.2  ...  6.7  1.2  ...  .  8-9 

и     а  ~  1  ?  С  ~  - ,  7  — і  >  <?  —  і  ,  *  —  і  и  проч. , 
А  9  16  1  25 


я  потому  будемЪ  иметь 

8  ~  1+І  +  1  +  44.І  +  и  проч.  , 
1  4       9    1    Іб       25    ^         1  1 

3.~  1 _^ —      и  проч. 

и  проч.  ; 
и  какЪ  имЪемЪ  вообще  (ч.  і85) 
3,  =='  А, 

82  =  А8і  -  2В  > 

83  =  А82  —  В«і  -+-  ЗС  , 

84  =  А33  —  В§2  +  03^—4.0 
и  проч., 

то  будетЪ  : 

предЬлЪ  суммы  перваго  ряда  8,  —  —  — ^—Ъпѣ  ' 

6  І.2.3  1 

.      .      .      .      втораго  .  .  .  .'8а~  ^І  —  — ?!  і*4, 

9^        і  2.3.4  5  3 

,      .      третьяго  . .  .  8  —  —  —  —  .Ік6  у 

•*       945        і.2  ...  .  6.7  3 

чепівертаго  .  .  8   ~  —  

4      9450        і.2  .  ...  8-9*5 

и  проч.  и  проч. 

Откуда  явствуетЪ ,  что  посредстЕОмЪ  полуокружности  я* 
можно  имЬпіь  пределы  суммЪ  всЬхЪ  рядовЪ  ,  содержащихся  вЪ  фор- 
муле : 

8*~  1  -Ь  р  Чг  ~§і  -Ь  ^  -Ь  и  проч.-,  или 

ИзЪ  тЪхЪ  же  разложеній  неопредЪленно-степенныхЪ  количествЪ  ех  и 

- — у* 

е    ,  мы  имЬемЪ 

ех-\-е  Х   г  х2        гс4  -  х% 

— !  —  1  4~  1  н  '  ■  -4_  и  проч-  ; 

2  1.2         1.2.3.4»       1,2    •  •  •  •    5-6         1.2  ...   .  7.8 

и  какЪ  выше  нашли  (ч.  і8о)>  что  такЪ  же 
то  будемЪ  имЬть  уравненіе 


—  451 


я2        *4       .  х& 


которое  уравнеиіе  ,    полагая    х2  т  — _  ,  сдЪлается 

і      7Г2  "7г4  2  1Г  ?  7Г°  л  і 

1  4-       _ь  ——5 *2  ^  —  у-л3  н  — г-^4+  и  ПР0Т> 

1.2-4  І.2.3.4.42  1.2  ...   .  5.6.4З  1.2  ...  .  7.&^4 

~  с*  ^^Х1      и  пр°ч- 

Почему  сравнивая  сіе  уравненіе   сЪ  общимЪ ,  вЪ  предЪидущемЪ 
членЬ  нами  разсмогпрЬннымЪ  ,  мы  получимЪ 

—  ,  В  —  _  ,  С  —   ,  Б  —  .   и  проч. , 

1-2-4  1.2.3.4.4я  і.2  ...  .  5.6.4З  і.2  •  .  .  .  7-8-44 

и  «  ~  і  ,  С  ~  І  ,  -у  ~  X  >  (51  ~  і  и  проч. ,  ■ 
и  потому  будемЪ  имЪть 

^  =  і  +  и  пр04-» 

92      252  492 

'    -    §4  =  4-^4-^4-^+  «проч. 

и  проч.  ; 
и  какЪ  имЬемЪ  вообще  (ч.  і85) 

§,  =  а  ; 

82  =  А5Г  —  2В, 

83  =  А§2  —  ВЗГ  -4-  ЗС  , 

84  =  А8з~  В82-ГС5х— 40 
и  проч.  , 

піо  будетЪ  : 

предплЪ  суммы  перваго    ряда  31  ^  | .  ^  э 

•    «...    зтораго ....  3  ~  а 

1.8.3' 2-^  ■* 


третьяго.  .  .  8  —  —  .Щ* 

*       1.2.3.4  5*  2Т  * 


 четвертого . .  34  —  а?2 

4       1.2.3  4  •  .  .  .  7  "а9 

и  проч.  и  проч. 


Оттуда  явсптвуетЪ ,  что  посредствомЪ  полуокружности  тг  мы  мо- 
жемЪ  имЪть  еще  предЬлы  суммЪ  всЬхЪ  рядовЪ ,  содержащихся  вЪ 
формулЪ  : 

3  —  і4-  «  +      4-  Л.  +  и  проч.,  или 
8  —  і  +  і_4-і_  +  _і.+  и  проч. 

П   1    32П    1  і2П 

Сіи  самые  предЬлы  суммЪ  степеней  дробныхЪ  единицЪ  ,  коихЪ 
знаменатели  суть  числа  нечешныя  ,  можно  произвести  и  изЪ  предЬ- 
ловЪ  суммЪ  степеней  предЪидущихЪ  дробныхЪ  единицЪ  ,  коихЪ  зна- 
менатели суть  всЬ  естественныя  числа.  ВЪ  самомЪ  д ЬлЬ  >  естьли 
уравненіе 

2  -  і     X  4-  -1-  4-  ІІі  +  —  -Ь  —  4-  и  проч." 
'  I      22Л      з2ТІ      4а71      52П  62ГІ 

умножимЪ  на  ~_  ,  то  получимЪ 

2271  ~Н  ^271  "Т"  52Й  ~Ь  ^271 И    ПР°4,  > 

и  по  отпнятіи  сего  послЬдняго  уравнеиія  отЪ  перваго,  будемЪ  имЪть 
 *2  —  і  .  .  г  и  проч. 

3,2.71   I  "Г-  3277.Т^  52ПНГ  ^ІП     1  ^ 

И  такЪ  симЪ  образомЪ  опредЬляются  ііредЪлы  суммЪ  степеней 

дробныхЪ  единицЪ,  коихЪ  знаменатели  суть  числа  четныя  и  нечетныя. 

— У 

(187.)  формулы  ех  -+-  е  й  г  +  і,  разложенныя  выше  на  мно- 
жители (ч.  181),  ведутЪ  такЪ  же  кЪ  опредЪленію  суммЪ  рядовЪ  весь- 
ма достопримЬчашельныхЪ.  ВЪ  самолЪ  дЪлЬ  изЪ  сихЪ  формулЪ  имЬемЪ 

^-У        Щ  +^)(-  Н-ед.  ЪШ)  и  про,. 


  V   тгз-і-^г    Д    97Г2_|_Л2    Д  а$%2  4.  ха   )         Г  * 

_^ 

  е  ~(і  +*хУ±У1)(х  +™У+-У\?х  +  2^-+>2  )  и  проч., 

у 

которое  уравненіе  ,  по  умноженіи  на  е~у  сдЬлается 

^_2±'__—  (і  +2Л2±^ЛЛ  +>Х1±УІ\(Х  +  2^Т2\  и  проч. 
Но  примЬчая,  что 


—  433  — 


#Ну  -\У  г~\У  хЛ-\У^г  -*\  -\У  \У  хА-\у  --х—ІУ 
е       -\-е   ѵе  -4-е  ,Ді-4-е  )  е    -4-е  -4-  е  -4-е 


(е*-4-і)(і-і-е  *)  2-4-ех-+-е 


—х  * 


я  полагая  х  —  іс\/ — і  и  Іу  ~ — •&  і/ — і  ,  находимЪ 

х-\-ЬУ  ~\У         ЧЯ? — і  —ѵѴ—г     (и — ѵ)Ѵ — і  —  (и— ѵ)Ѵ ~ г 
в        -4-е   в      -4-  е  е  -4-  е 

еХЧ~ 1  иѴ-~і  —иѴ—і. 

2-4-е      -+-  е 
 2С05-Ѵ  -4-  2сов.(и  —  чз) 

2  — (—  2СѴ5.П 

со$.ѵ  -4-  со$.исо5.т;  -4-  $іп.из'п.ѵ 


і  -+-сох.гі 
,  '«'п.гш'п.о; 


и  шакЪ  же 

аху  -Ь  .у2  ~  4"^  —  4г/3» 

тг24-х2— ^2— и2,  97г2+х2— дя-  —  й%  25л-3+х2— 25^*— и2  и  проч. 
Чего  ради  будешЪ 

Ш.Ѵ^-Ш^.Шп.-Ѵ-и  4.іЙЫ^Ѵі  +4^4^уд  +4^-4^ч 

2  V         тг2~  гі2А         97Г2— гг2Д      1    257т2— и2/  Г 

.  /тг2-(ц-20;)2\/97Г2-(;ц-2^2и2?7Г2— (ц-атр^ 

 V   тг2-и2)    Л    9^2-"2     Д    25-тг2  — и2_^  Р 

— /^+ц~2^Ѵ^~ц+2^)/3и+ц~27;уЗ^-^4-2^\/5^+ц-2^\  И  прОЧ. 
ТЛ  7Г-+-Ц  А  7Г  —  и  А  З7г-|-и  А  37т  —  м  А  57т -|- и  / 

-(1+^)(1_^)(і+^)Л__^_у1+_^)ипроч. 
\       -7Г— ц/ѵ       7г4-и/\      37г— «Л       з7г-4-иА  57т—- и/ 

И  какЪ  пн.-г/  ~  і  —  - — і  40—  ,  -б —       и  проч. 

1.2  1.2  3.4  І.2.3.4.5.6 

іапк.Іініп.ѵ  ~  ѵіапр.Ъи  —  ^1-{апк.Ъи  А-  — — — — іапк.Ъи  —  и  проч. 

2  °  2       1.2.3  2         1-2.3.4.5  2  * 

и  ^0.5.1?  +  іап&.Ъиш.ѵ  ~ 

а  Нр-  ѵш&.Іи  — ~  ^^-іап&.Іи  +  -^4  ——іапеЛи  —  и  проч.  : 

2         1.2       1.2.3  2  І.2.3.4       І.2.3.4.5  2 

то,  полагая  или  и  г>~—  ,     предЪидуіцее  уравненіе 

сдЪлается 

1-Н — Іапі   іапъ — — !  -4-  и  проч. 

2/1  2П        2.4П2         2.4.6П.З  2Ѣ    1  2.4.6.8і4 

= (і4-_^Ѵх  Ѵі^-_^_)Л  5__у!-|1_5-_)  и  проч. 

\        я — т/Ч  зл — АЛ       з?н-тЛ  — т/ 
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Почему  сравнивая  сіе  уравненіе  сЪ  общимЪ  (ч.  і85),  мы  найдемЪ 
А — —  Ш&  ,  В —  —  С — — ; — ,  Б~  и  проч.,  и 

271  271  2.4П2  2.4.6ПІ  271  2.4.6. 8П4  А 

и  —  ,  ь  —  ,  у  —  ,  д  —  и  проч., 

п—т  п-\~т  371 — т  3714-т 

и  потому  будемЪ  иметь 

^           і  і  і  і  іі 

ц  і          ,        і  і  ,         і  і         .  і 

Ь^  —  (п—т)2  *Г (п-И»/  +  (зг^-тУ2      (зтН^)2  Т~  (Т^т)2      (Іп+т)2       И  ПР04- 
и  проч. 

ИзЪ  перваго  уравненія,  поелику  31:цА,  непосредственно  имЪемЪ 

ЧГ  .  Т717Г  I  I  I  .  1,1  I 

—іап&-     ~    =  -|-  ь  и  Пгюч 

аѣ         га  п- — т      п-\-т  1   зп—  т      зп-4-т  1  571 — т      571-Ьт  '  " 

—у  „ 

НаконецЪ  формулы  е  —  е  не  —  і  >  разложенныя  выше  на 
множители  (ч.  181),  приводятЪ  насЪ  кЪ  опредЬленію  суммЪ  рядовЪ 
такЪ  же  весьма  достопримЬчательныхЪ,  ВЪ  самомЪ  дплЬ  изЪ  сихЪ 
формулЪ  имЬемЪ 


-У 


^М4*  -н^Х1  н-Тб^Х1  н-іб^)  и  пр°ч- 

  ^         V  «    А     47Г2_|_э;2      Л      іб7Г2Н-Ж2       А     3б7Г2-ЬХ2        '  ^ 

которое  уравненіе,  по  умноженіи  на  с5-^,  сделается 

 — =(і  +  «Л*  "+■  4^2Н=^Д 1  +  і6тг2-нМ  1  Н-^б^ір^^  И  ПР°Ч- 

Не  примЪчая  ,  что 

р         — е  [е        — е      Ді — с    у   р        -4-е         — е — е 


и  полагая  х~ — і  и  Іу  —  —  г>У — і  ,  находимЪ 


—  435  — 

я-4-|7  —  \У  (и—ѵ)Ѵ—і  —(и — ѵ)Ѵ — і  — гУ—  і  ѵѴ—і 

*    '  —  е  е  -+-  е  — е       — е 


иѴ — і   — и-/— і 
2 — е      —  е 

2С0$.(гі — ѵ) — асо$.г> 

2  —  2С05.Ц 

спз.ѵ  • — '  со!.(и  — і^) 
і  —  со5.и 
$іп.и$іп.ѵ 


С05.Ѣ 


соі.ѵ  —  соі^иш.ѵ  у 


и  шакЪ  же 

і  +  -  —  і  —      2*у  4-  у*  —      —  №  > 
^  +  х^  —  і^—и^  і6*2+х3:=  ібя2—  а2,  Зб^+х^Зб*2— ^  и  проч. 
Чего  ради  будетЪ 

 /        2гл /4тг2— (к— 2г>)2\ /іб7Г2— ("7і— 2Т')2\ /367т2— 2г>)2\ 

 V1      ІГД    4тг2-и2    Л    іб7г2_^Л    36тг2-и2      /  ИІфОЧ. 

 у  2ТЛ  /27Г+Ц  2ТА  /27Г  Ц-4-217\  /47Г-М*— 21Л  /4ТГ— 14+2174 

—V—      К  .  ш+и.  Л^Г-^Л Аъ + и  А  ^ и]  и  ПР°4' 

И  какЪ  =  і— Ь  +  ,.2  5.б  +  и  пР°ч-> 

т    •  т  т     .  х 

соі.^ішп.ѵ  —  щощи  —  —^соЩи  +  І-23-4,5^-о«  —  и  проч.  и 

т    .  т      'и2  .    ѵЗ       !    ,      і>4       , .  «в*  т 

соиѵ—соі  рш.ѵ—  і  —  <оШ.§і—  —  -Н  7^4^0/-2"— и  ИР04' , 

то  полагая  и  =—  иди  ~и~—  ѵі  -о~ —  —  ,  предЪ идущее  уравненіе 

сделается 

тгг;      тп-тт     7г2г2        тгЗгЗ        То7г  тт4г4 
*  +  7*"*'  м  -  2.4*2  —  Ц**??*  2а  +  7*6^74        И  ПР°Ч- 

=  (1+1)(1-2^ж)(1  +  2^)(1--4^тХ1  +  4^  И  ПР°Ч" 

Почему  сравнивая  сіе  уравненіе  сЪ  общимЪ  (ч.  і85),  мы  найдемЪ 

А~  — соі.    ,  В — —  ,  С_-— —  —соі.—  ,  -О   : — — — -  и  проч.  ?  и 

271         277,  2.4П2  2.4.671З  277,  2.4.6.8Г14 

«  =  -  ,  — —  ,  7 ~  — ,  <$'  —  —  — —  и  проч. , 

777.  2П—ТѢ  271-|-т  4п — т 

к  потому  будемЪ  имЬгаь 
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— ь 


ТО  271  —  ТО 
I  I 


271  -+-  ТО        4П  —  ТО        471  +  ТО  б 


т7^  +  и  пр°*-> 


8а ~ то2  +  (гті-то)2  +  (271+та)2  +  (4п-то>  +  (41+то)2 +  (бті— т)2  +  и  ПР04' 
и  проч. 

ИзЪ  перваго  уравненія}  поелику  8^ — А  у  непосредственно  имЬемЪ 

К         ТО7Г         III  і  і  I 

апС0*'  27і     т  27і— то  +  27г+т      471— то  +  471-4-то      бгг— то  "I-  И  ПР04' 

Мы  здЬсь  замЬтиыЪ ,  что  полагая  Гляг.—  —  &  >     получатся  посред- 

2  71 

ствомЪ  весьма  легкаго  изчисленія  слЬдующія  опредЬленія  : 


вЪ  первыхЪ  рядахЪ : 
$   — ~  » 

1        271  > 

8   _  (йН-і>а  _(а#Ч-а>гга 

а  4712  2.4-712  3 

_  (ЬЗ-4-/г)тгЗ  _  (б*3+бк)тгЗ 

Ь„    -~~л    ■*  угг,  


3  —      8пЗ       —  2.4.671З 
48Д4 

и  проч. 


84  = 


2.4.6.5П:4 


и  во  вшорыхЪ  рядахЪ  : 
  тг 

_  (Ь2+І>й_(2-4-2Йа)7Га 


83  = 

84  = 


8тіЗ/гЗ         24.6тіЗ/гЗ  ' 
(И+4?г2+3>4  —  (24+3- Ь2+8И>г4- 


4б7і4й+ 

и  проч. 

И  естьли  положимЪ  т  —  і  и  и~2»  так'Ь  чтобы  было  к—іапі.И—-, 

"  4  * 

то  изЪ  тІэхЪ  и  другихЪ  общихЪ  рядовЪ  произойду  тЪ  одни  и  тЬже 
частные  ряды ,  и  мы  будемЪ  иметь 


—  г—Ъ  +  ^—  7  +  9     П+  и  пРоч-> 


4  5   '  5 

■я2   і  і 

*~   Т1  —1—   _  5 

тгЗ  і        і  і 

'Тз  —  тЗ 


14-^4-^+^2+^+775+  и  проч., 


Г7з  +  и  пР0Ч-> 


З.2        1      3.3+53      7З  +  9З' 

тх^   I         I         I         I  і 

^—1  +  74  +  51  +  74+^  +  1^+  И  ПР°Ч* 


56 - 
и  проч. 

Первый  рядЪ  намЪ  уже  извЪстенЬ ,  такЪ  же  и  тЬ  ,.  вЪ  коихЪ 
указатели  суть  четной  степени ,  предЪ  симЪ  были  изчислены  ;  по- 
чему токмо  то  ряды,  вЪ  коихЪ  указатели  суть,  нечетной  степени  % 
представляются  здЬсь  вЪ  первый  разЪ. 

Естли  же  положимЪ  ш~\    и  й~3,  такЪ   чтобы  было  к  ~ 

§  —  ~7=  >  то  ИЗЬ  первыхЪ  обіцихЬ  рядовТа  получатся  слЬдуюпуе 

маетные  ря$м 


—  457  — 

37=  ==І  ~  5  -Н  —  й ■■-+■  Й     іі+  и  ПР°Ч-  > 

о  У  з 

1Т2  I  III  I  I 

—  —  -о      ~о  *+"     Н  а-Ь^^^ТзН-"  и  проч., 

22  22      42       8        іо        142      іо2    1  г  7 

<7іЗ  I  I  I  I  I  I  , 

 ГШ  —=  -^-Кг5  о-Ь — о  79+  И  ПрОЧ. 

ібпу-  23      43гтіаЗ      юЗ^^З      ібЗ    1  г 

и  проч.  ,  или 

^=  =  і-1-ь|-|  +         и  пРоч. 

4-ТгЗ    I  I  III 

—  _1^^-4-?-Ь-2-  +  ^+^+  И  проч., 

47ГЗ'      _             I           I           I           I  I 
 — —  1 —  И  ПрОЧ. 

8і/3  23      43      53  83  «* 

ИзЪ  другихЪ  же  общихЪ  рядовЪ  найдутся  сіи  частные  ряды 
-^—  і—  |  +•  1  —  І  4-  Й  —  Й      і|—  к  проч., 

•|    =1+^  +  ^+^+^  +  ^  +  ^+  И  ПрОЧ., 

тгЗ                 ііі  ііі 
  ИПі  "Г +~5  ! — о  Н- — 5  г-Ь — 5          И  ПрОЧ. 

и  проч. 

(і88.)    Естьли  найденные  ряды,   коихЪ  суммы  суть  ^Л-іап^У^ 
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и  —сйі.ѵпгК--)  сложимЪ  или  вычтемЪ  одинЪ  изЪ  другаго  ,  та  получимЪ 

другіе  ряды  равно  достопримечательные. 
БопервыхЪ,  по  причинЬ  что 

7Г       .  ТО7Г     ,  7717Г  7Г  I  7Г 

-сох.      -А  іапі.  ■ —  —  

I  '    О  ГГ.        '       0?1  071.  ОТ1  • 


271  2  71      1     2)1  271  271*   •      ШТТ         ТОТ  ■  771 

ип.^-соі  пип.—ті 

271  271  71 


мы  находимЪ 

—  -    -4  

•     ТО  771     1  71 — ТО  714-771:  271— ТО     '  2714-771 


пи}и   -п  --    -  2П-ГТО     1     371— ТО        ЗП.-7П.         471— то 

71 


 1  и  проч.  , 

4П.4-ТО   1    571 — то  5П4-ТО 


и  оттуда 


ТГ 


  I      1         2ТО  2ТО'  ..  2771  2771  ,,  ,ж 

 — з;  — ■ — .  —  — і  -4—  и  проч.  , 


т~  71  — ТО2  4712— ТО.2     1     ОН' — ТО2  ібті2- — ТО2 


Ѣ 


которое  уравнение,  по  раздЪлети  на  цжг  сделается 

^  1  I  I  .  I  г 

•  о~~я  I  . — ■  -4-  И  ПрОЧ. 

аяишя.-ж  нЛ-то2      4п2-то2-~2"2-7/і2      ібп2-то2^  г 

ѣ 


ПотомЪ,  поелику 

>  271      У  ,71 

им'ЬемЪ 

г^с0^ш   Т         1   \  1  __  і  „  *  |   і__  ;  і  |   і_  

п.       п        т      п — т      п-\-т      за — т  2п-\-т      $п — т  зті-нп      4;: — тті  471-^-771 


і 


 .  и  проч, 


5  п- — т  $п-\-т 
и  оттуда 

ТГ        771  I  2771  2Ш  2Ш  '  2171 

—С0І.-7Г  И  ПРОЧ.. 

тг       71         т      ті2— та2      4П-  ■ — та"-      9л2 — т2      ібта2^— а2 

которое  уравненіе ,  по  раздЪленіи  на  2#г  и  перенесеніи  членовЪ  сЪ 
одной  стороны  на  другую ,  сдЬлается 

2Т712      27па      ?!        ті2 — та2      4л2— та2      9  п.2 — т~      іЬч2 — та2 
И  естьли  "сіе  уравненіе  приложится  кЪ  кредЪидущему,  то,  по  раздЬле- 
ніи  на  2  ,  получится 

271  1,1,1  , 

 - — •  1—   — —  и  проч.  , 

4771П  и 2 — т2    1    дп2 — я*        25ц2 — т2  1 

каковое  уравненіе  и  непосредственно  слЬдуетЪ  изЪ  найденнаго  выра- 

ТГ  7717Г 

жетя  для  —іая%  . 

271  271 

Естьли  вЪ  семЪ  уравненіи  положится  п  ~  і  и  т~  чХ  ^  гдЪ  Л 
всякое  цЬлое  число,  то,  по  причина  что  ілп$,)\7Г  —  о,  всегда  будетЪ» 
буде  Л  не  есть  нуль  , 

-I  -  1  *  1_  і  (_  и  проч.  —  о. 

^9-4Х2~2у-4\2~49    4Х2  ' 
Но  естьли    вЪ  предЪидущемЪ    урагненіи    положится   я  ~  2  и 
т  ~  2Л  Н-  і  »   гдЬ  л  так'Ь  же  всякое    цЬлое  число,   шо1    по  причинЪ 
что  соГ.—7Г~со?.(2А-г  і)~  — о,  будетЪ 


і 

і— 4Х2 


71 

I  1,1,, 

 1—  —4—  И  ПРОЧ. 

(2Х+1)2        4-(аХ-н)=~  іб—  (2Х-т-02~Зб-С2Х-т-02~ 

умноживЪ  найденныя  здіэсь  обіція  уравненія  на  п'2  и   положивЪ  —~~р\ 

а 

мы  получимЪ 

ТГ  I  I  1,1  I  , 

  _ —  1_  и  проч.  и 

ърйп.р-к        ір2        і—р2       4~~Р2        9~~Р2       іб—р2  1 

-I  -  —  _і_        -1  1_  -1  1   и  и  проч.  : 

ар2       грГап^.ртг         і-р2    »Т  4-р2    !    д-р2    1    іб-р2  1 


459  — 


почему,  полагая  р*  ~  а  ,  найдемЪ 


ТГУС  I  I  1,1  т 


04.  и 


-1  :  1_     К  Юф 

жіп.ъѴа      ^а         г-*        4-а    '    9-а  іб-а 

Л  2^-4  —       _]_._!_  Ц_  и  проч.  , 

2а       авМля/тгУа  4~«         9~«  ^-а 

іпо  есть  дга  ряда,  коихЪ  суммы  опредЬлены  быть  могутЪ>  лишь  бы 
только  л  не  было  ни  отрицательное,  ниже  цЪлое  квадрашное  число^ 
Между  "тЪмЪ  посредствомЪ   неопределенно  степенныхЪ  коли- 
чествЪ   можно  опредЬлить   сумму  сихЪ  рядовЪ  и  еЪ  случаЬ  числа  а 

отрицательнаго.    ВЪ  самомЪ  дЬлЬ  ,  взявЪ  выраженіе  Н  — 

•   т  2тп2 
2.МПІ1П — 7Г 
  п 

и  положивЪ  вЪ  ономЪ  п  '~  і  и  т  ~  —  р~\/ — і  ,  мы  находимЪ   (ч.  і65) 

тпѴ—і  —тттѴ — і  ртт  —ук 
 е   е                     е    —  <? 

ш»тті  — 


2Ѵ—1  ,  2Ѵ—1  5 

и  потому  будетЪ 

ТГ  I    I  7Г 


і~Н>2      4+Р2  і6Ч-^>3 
и  следовательно  ,  полагая  р2  ~  Ь  ,  получится 

і  -згУб  і  і.і 


и  проч.  , 


и  проч. 


Ъ        —  е 

ТакЪ  же,  взявЪ  выраженіе  —  —.соі.—7Г  и  положивЪ  вЪ  ономЪ 

27712        2ШП  П 


и  ~  1  и  тп  ~ — рУ — 1  ,  мы  находимЪ  (ч.  іб5) 

С0І.ГП7Г  1 


 /  2ГП1ТѴ  —  I  \ 

Ѵ—і \е  -+-  г) 


2ттсѴ*-і 
е  — і 


2рп  \        е    —  і 

е  —  і 

-  у — ,  -г 

2р1Г  * 


) 


е     —  і 

и  потому  будетЪ 


I  е  -4-1/1 


ат3        277Ш         71  2|)2        2р  *  5]37Г      ч  V  2р7Г  2^2 

?  V      —     ./  2^Л?    I  * 

:  ?  ,  і  _      _  _9  і  і 


—  440  — 

и  следовательно,  полагая  р1  ~Ь ,  получится 

/  ТѵѴ  Ъ     — 7гУ&-ѵ  _ 

[е     -+-<?        )ттѴЪ  і 


аК*     —  е  ) 

I  7Г 

МыздЪсь  замЪтимЪ,  что  естьли  вЪ  выраженіяхЪ  — 5  соі.тті 

/  2^7Г  \ 

-I-  і/тг  і 


и  $2 — —  — ,  или  все  тоже,  —  -         и  Йі.  1  _и  *   , 

г  2^7Г  ч        2^>а  277і2       ьтіап&.ттт       ар2      '        -  2р7Г  \ 

Б5іЬсто  ;»  и      поставимЪ  х ,  то  получимЪ  два  уравненія 

•■        ''     .1  7Г    I  І      '^'    '    Щ}"'  I  •  ^ 

—  2Х?апя.7гя    +  +  Тб^3  +  и  ПР04-  И 

7ГЛ — I  7Г    I  I  I  I 

"л***"  ~Ь     27ГХ     —        4-  ^1^2  4-         4-  ТбТ^  4-  и  проч. , 
изЪ  коихЪ   явствуетЪ  ,  почему  вЪ  ІІІй  главЬ  (ч.  ібЗ)    мы  оіпЪ  сихЪ 


двухЪ  различныхЪ  выраженій  ,  вЪ  случаЬ  х  ~  о  ,  достигли  кЪ  одному 
и  тому  же  заключенію,  то  есть  кЪ  ?1  (ч.  186). 

Еще  замЬтимЪ  ,  что  посредствомЪ  выраженія  1 


-7Г 


л771  771 

п 

и  его  разложенія  мы  можемЪ  найти  законЪ  ,  по  коему  определяются 
суммы  рядовЪ  ,  разсмотронныхЪ  вЪ  предЪидущемЪ  членЬ. 

ВЪ  самомЪ  дЬлЬ,  положивЪ  еЪ  ономЪ  выраженіи  т~  і,  мы  имЬемЪ 

^  7Г    I  I  I  I 

п 

потомЪ  примЬчая ,  что 

^н—  — ^4-^4-^4-^4-и  проч. 

^"7  —  ^4-^4-^4-^8  4-  и  проч. 

I    I  I  Т  т 

ч«2    ~Т   пи2  4"  „2„4  4 


9П. 


и  проч. 


і6па— і  іб7і24-1-б2^4  4-і63пбІ-7б478-Ь-  И  ПР°4' 

и  проч. 

и  полагая,  согласно  сЪ  доказаннымЪ  вЪ  предЪидущемЪ  членЬ 
і  4-  |  4-  |  4-  за  4-  о1?  +  и  ПР°Ч-  =  А^ 
і  4-^4-^4-7^4-^4-  и  проч.  —  В774, 


—  44і  — 

и  проч.  , 

яаходимЪ 

япр04-' 

ѣ 

почему  ,    полагая    еще  ~      х  и  примечая ,  -что  тогда  ^ 


2ПШ&,— 

п 


57Л.Х   X  СОУ.Х 


—  ,  будемЪ  имЪтъ 

2  2  ІЮІ&.Х  2ЭТ71.Х  У  1*1 

5171.*    ЭССОГ.Ж  „  _     .     ,      „    <    ,     _     о  . 

 —  Ах2  +  Вх4  Н-  Схь  4-  Ш8  -Ь  и  проч. 

И  какЪ  извЬстно,  что 

хЗ     .      х<5                 х7  . 
ІІП.Х  —  X     — '  7~  "Т-    И  прОЧ.  И 

1.2-3  І.2.3.4.5  1.2.   .  .  .  0-7  г 

х2  х4  х^  . 

со$.х~  1  1  —  -~>  *-р  и  проч.  , 

1.2      !       І.2.3.4  1.2  .  .  .  5-0  4  7 

ало  положивЪ,  краткости  ради,  і  -  т*,  ~Г^^—Уі 
и  проч.,  получится 

йп.х  —  х  со;.х           <>х5  —  йУх$  -4-  з$х7  >—  4ЕДс9  -+-  и  проч.  .# 

а$іпл  ох — &хЗ      7x5  —  бх? -1-й  проч.  > 

■оттуда  составится  тожественное  уравненіе 

-Сх3 — гух* -4- 3&7 — 4.ех9  Н-  и  -проч.—  сеАх34-аВх54-аСх7Н-лВ.ѵН-  и  проч- 

— 6Ах5— * СВх7—  0Сх9  _  и  проч. 
-^--уАх^  +  уВх9-!-  и  проч. 
— <$Ах9  —  и  проч. 

которое  даетЪ  -,}-  и  проч.# 

А  ~  С  >  по  причин!)  что  к  

В  —  С  А  —  , 
С~СВ  — 7А  +  3^, 

в  —  Сс — ув  +  М  —  4* 

и  проч. 

Яі  такЪ  упомянутый  законЪ  явствуетЪ. 

(189.)  ПоступимЪ  теперь  кЪ  определенно  логариѳмовЪ  полу- 
Окружности  и  тригонометрическихЪ  линій. 

Поелику  мы  знаемЪ,  что 

5=^а(і  —  |)(і  -~іф(і  —       и  проч.  (ч.  18З), 

56 


—  44&  — 

ліо  будетЪ 

кё:*  —  Іб$4,-+тІ\  -  |)      &(*  —  8)  +  "Г  $)  +  и  ПР°4' » 

и  потому  каждый  членЪ  второй  части  сего  уравненія  ,  кромЬ  /с#4-,> 
разлагая  вЪ  рядЪ   по  кзвЪстной  формулЬ 

—*у—:--Ъ  —  \  —  -ъ~^--К  ПрОЧ.    (Ч.  122), 

иолучимЪ 


25         2.252      3-253  4-25^" 

І        1       І  I.  I 


и  проч. 


—  ■  - — .  • —  т — и  проч. 

49       2-492     3-493  4-494 
и  проч. 

Почему  ,  полагая  суммы  рядовЪ  : 

З2      5а  7а 

*-Ч--4.ч,І-^4'-Ь  и  проч.  =в 

38  78  „ 

и  проч., 
мы  будемЪ  имЬпхь 

Іо&.я  —  Н-і—  (А  -  О  —  §(В  —  і)  —  §(С  —  г)  -  |ГЬ~  О—  и  проч: 
И  какЪ  количества  А,  В,  С,  Б  и  проч.  намЪ   извЬстны  (ч.  186)  ,  то 
продолживЪ  изчисленіе  до  гЗго  члена  сего  ряда,  найдется 

Хоі.к  —  1,447298868494001 74 >434 2  г 
каковому  натуральному  логариѳму  соотвЬтствуетЪ  слЬдуюшш  обык- 
новенныіі  логариѳмЪ  : 

0,4971498726941^38.5435126. 

,  ттг  тт- 

ПодобнымЪ  образомЪ  изЪ  выраженій,  найденныхЪ  для  т.  —  и  ш.— 
(ч.  18З)  ,  мы  имЪемЪ 

--^)+  и  проч.  „■ 


445  — 


и  потому  каждый  членЪ  вторыхЪ  частей  сихЪ  уравненій  разлагая  вЪ 
рядЪ  ,  по  приведенной  предЪ  симЪ  формулЪ  ,  начавЪ  вЪ  первомЪ  отЪ 

Іо&-(і —  — Л  ,   а  вЪ  другомЪ  отЪ  Іо&. (і  —  — ),  мы  получимЪ 

V  іб2/  ѵ  дп2/ 

ЩііЫ.-~ф.  /о^.тг-Ь  Іо&.т  -\-1о&. (аи  —  да)  +  /о#.(2я  +  /и)  —  /о^.8  -1-  3  /о^.я 
т2  .        т+  т"  т8 

ібті2       2.і62п4       з.ібЗп^       4.164718  Р 

™2            т4             т6  т8 
  .  г  . — і  к           И  ПРОЧ. 

Збп2        2.362п4        З.36З716        4.3б4п8  1 

та2            т4              тб             т8  „ 
.  , — .  _  ?  , —  .  6         и  проч. 

64П2        2.б42п4        3.64З716  4.644тіЬ 

—  и  проч.,  и 

Іо&.соз.-  *Е  —  /о|;.(и  —  пі)  +  /о^.(й  —  да)  —  Ь/о&.я 

т2  т4  т°  т8  „  _ 

—  — -,  — ■  —  -г  .  ^  — .  и  проч. 

9П2І       2..д2гА        3.9З710  4.9471° 

т2            т4               та^  т8 
 *  _  —  и  проч. 

25л.2        2.252.п4        3.25З710  4.254П.8 

т2  т4  т8  „  „„_,„ 

  и  проч. 


'    .  49п2        2.4у2п4        3.494716  4,494718 

—  и  проч. 

Оттуда,  совокупляя  члены  содержащее  вЪ  себя  тЬже  степени  дробй 
—  вЪ  одинЪ  членЪ  ,  мы  будемЪ  имЬть 

71 

—  Іо&.т  +  /оц.(ая  —  да)     Іо$.(йп  +  ж)  —  З/о&.и  — 


7Г 


_  ^  (1.       Л  _4_  Л 

п2Ѵ42  ^  б2  ~  82 

77і4  /  I  I  I 

-      ЩѴр  ~+~  64  "+*  І4 
>  і         і  і 

'    ^пГбѴТб  ~+~  бб  ^б 


777,8 


I 

іо2 

і 

И 

проч.) 

I 

іо4 

+  724  + 

и 

проч.) 

г 

7о§ 

+  713  "+* 

и 

проч.) 

і 

108 

+  7^8  ■+■ 

и 

проч.) 

4ті°\4°        6»  8° 
—  и  проч  ,  и 

Іо&.соз.™  *       #&(я  —  да)  +         —  да)  —  а/о^-.я 

і2/і  ііі  \ 
^  +  ^Н-^-Ь^-Ь  и  проч.) 

±кт?~Ѣ+  и  ПР°Ч  > 


771^/1  I  I  I 

771-4  /-  I  I  г 

27і4^з+    .    54        ^4  ^7-  94 

771^/  I      -        I  I  I  \ 

"5^?  &  16  -ь  7б     й  н-  и  ПР°Ч") 

тая  і         і  .  \ 

-  ^  +•  ^8  +  ?  +  р  -Ь  И  "Р04') 

—  и  проч. 

5б  * 


Ш  какЪ  суммы  сихЪ  послёднихЪ  рядовЪ  дожны  быть  уже  изчислены 

нри  опредЬленіи  Іо&  тг,  то  остается  токаю  изчислить  суммы  предЪ- 
идущлхЪ  рядовЪ,  кои  вЪ  прочемЪ  найдутся  чрезЪ  простое  вычитаніе 
шЪ  извЬсшныхЪ  суммЪ  рядовЪ,  содержащихся  вЪ  форыулЬ 

і  і  і     І     і  і  і 

3>ті       ~іп  ТГ  4ш,-т-  52п  -+-  бШ--і-^йп+  и  проч.  (ч.  і8^>), 

нтЬхЪ  изчисленныхЪ  суммЪ  рядовЪ,  представляемыхЪ  формулою- 

V 

пакЪ  то  удобно  всякой  понять  можетЪ» 
И.  такЪ  полагая,  как-Ъ  и  прежде  , 


-Іг  5,гі  +  7,п  -Ь  ()2П  +  И  ПР°Ч-  * 


К:  сіерхЪ  того 


і    1       1  1 
і'Т^  +  ^  +  ^2  +  и- проч.  —  А,, 

і-  +  р  +  ^  4-  ^ '+  и  проч.  =г  В, 

і       і  і 
ь+  ^І  +  рг  ^5+  и  проч.  —  С 

и  проч., 


2 


+  ^2-Ьр-+-р+и  проч.  А',, 
^Н-^+^  +  ^-І-  и  проч.  =  В', 

^б  +  ^  +  ^  +  ^+  и  проч. г: С 

и  проч., 
мы:  иапослюдокЪ  найдемЪ 

Іо&Ут.~.'1  —  щ.т  -\-  /о^.(2я  — т)  +  Іор{&п  +  да)  —  3?0#.я  —  ^-^" 
т2/         і  \      т4  /■   '      і  \      тй®  /         і  \  „ 

— ^)—  5*  (  в/—  ^;— — б(с  —  -§л —  и  проч. ,  и 

Іорт^  1  —  %.(»  —  г»)  +  /о,?,  (я  +  т)  —  яіо&п 

—  -^(А  —  і }  —  ^(В  —  і)  —  — 6(С  —  д.—  и  проч. 
НаконецЪ  возмемЪ  найденныя  выше  формулы  (ч*  і88) 

 2Т1    I  '  I  *  .  I  , 

4тп   п3  —  та2  "Т"  9П2_та2  Н-  25712_т2  -Г  49Ла_.та."7~  и  проч.  Ж 

аго2- ати     "пП     п2_та^  +  4Л2_то2  +  9п2— т2""   -бп2— т2  ~«~  и  ПР°Ч» 

и  вЪ  последнюю  изЪ    нихЬ    вмЬсто    »  поставимЪ  2И$.  мы.  будемЪ 

ммЬт*. 


_  -(^— ?  4*  "г  ^ІГ^  +  и  проч.)  и 


п'2         7Г  \п^' — т*       9п/' — та-    ■  2571 

«  2          та^г  *~   тг  +  и*  +  Збп2-  т2  +  и    ПР0Ч  Ѵ  ) 

почему,  разлагая  — _і  .  .  — _  — Л  _  и  проч.  вЪ  ряды,  получимі* 

11  г  дп2 — т**  ібп2—  т2'  36и2.-те*        г  г  "   '  * 

л  „   я    тп      4        4/  та  ті  т5  \ 


4/  та  таЗ         тп.5  у 

+  54пЗ  +  5^  +  "  ПР°4'  / 

4/  та  таЗ           та?  ѵ 

-к  да  +  да    и  пр°ч-> 


и  проч.  ,  И 

4/ та         таз  ѵ 
П  Я  та  *тг       4п2— та2*тг  *~"  4^  +  4б^5"~Г  и  проч.  /? 


і&Іт  пТ          та  2  тап       4       4у  т  тЗ     ,  та? 


4  /  та         таЗ  та?  уг 

-  ^(б^  +~  64^  +  6*0  +  и  ПР04  > 

4 /те    ,     таЗ  т.5  ч 

-^Ѵ^+  84ГГІ-  +  Ш  1"  И'  ПР°Ч-  -I 


—  и  проч. 

Но  мзЪ  известной  величины  полуокружности  тг  имЪемЪ 

■5  Г  0,31830988618379067153776792674.5028724  , 
и  потомЪ  встречаются  здЬсь  ряды  ,  коихЪ  суммы  такЪ  же  извест- 
ны (ч.  186)  ;  чего-  ради  означая  оньгя  чрезЪ  А ,  В ,  С",  0  и  проч.  »* 
А',  Ву,  СУ,  І)/  и  проч.,  напослЪдокЪ  будемЪ  имоть 

.„^,„  та  тг     4Г   та  п.        т.  ѣ      .  ,  таЗ   та5_      '     та7  _ 

тех   4Г  я        теге       та/ .  .    і\    таЗ/  та?/        і\    то7>        і\  - 


Г  ЛАВА  VI- 


Ю ' разлояиенін  соизмЪрнмыхЪ  дробныхЬ функцШ  на  дроби  лростыл. 

(190.)  РазрЬшеніе  на  множители  соизмЪрнмыхЪ  цЪлыхЪ  функ- 
ций, о  коемЪ  вЪ  предЪидуіцей  главЪ  мы  предложили  ,  непосредствен- 
но приводить  насЪ  кЪ  разложенію  ооизмЬримыхЪ  дробныхЪ  функцій 
•на  дроби  простыя  ;  почему  теперь  кЪ  сему  разложенію  мы  и  при- 
.ступимЪ. 

Поелику  Бсякая  соизмеримая  пЪлая  функція  пред  ставлена  быть 
можетЪ  такЪ : 

а  +  Ьхсх*  4-  .  .  .  .  -ьЬт, 

ибо  можно  положить,  что  кЪ  ряду  о,  і,  з  ......  т   веб  возможныя 

цЪлыя  числа  содержатся  ;  то  явствуетЪ,  что  и  всякая  соизмЬримая 
дробная  фуннкція  изображена  быть  можетЪ  чрезЪ 

.(Р)  а  +  Ь*  4-сх2-Ь  -4-  Ьхт  . 

(О  )  а'_і_б'Ж4-  с'х2  +  -+г  9 

и  естьли  вЪ  предложенной  дробной  функціи  случатся  степени,  коихЪ 

+  г-.         — 1    — 2  — М- 

указатели  цЪлыя  отрицахпельныя  числа ,  как.и  то  х   ,  х 

то  для  приведенія  оной  вЪ  п-реднанисанный  видЪ>  стоитЪ  токмо  чи- 
слителя и  знаменателя  ея  умножишь  ка  хм- ,  полагая  [л  наибольшимЪ 
изЪ   сихЪ  отрицательных'])  указателей.    ТакЪ,  напримЬрЪ ,  дробная 

функція  ах~+~ 1      по  умноженіи  числителя  и  знаменателя   ея  на  я4 , 
—4  —2 
х  -\-х 

приметЪ  видЪ  : 

ах  х4- 

р 

СверхЪ  того  можетЪ  случиться,  что  вЪ  дробной  -функпш  _ 

указатель    ?п    будетЪ    больше    указателя    т1 ;    тогда  разделяя 
Ъхт  -Н    .    .    .    Н-  сх2  +  Ьх  +  й  на  Мхт'  +    .    .    .    Н-  е'х*  -Ь  а' , 

всегда  можемЪ  соизмеримую  дробную  функцію  разбить  на  дьЬ  части, 
изЪ  коихЪ  одна  будетЪ  цЬлая  соизмЬримая  функція  ,  а  другая  дроб- 
ная, у  которой  наибольший  указатель  степеней  количества  х  вЪ  чи- 
слителя меньше  наибольшаго  указателя  степеней  того  же  количе- 
ства х  вЪ  знзменателЪ,    ТакЪ ,    напримЪрЪ  ,    естьли  предложенная 


—  4ЧТ 


функція  будетЪ  вхН"_*4,  то,  раздЬляя  х4     ах  на*2-Ы,  найдемЪ,  чт»- 

1-\-Х2 


ах  +  «4          2  і  Ч-оя  щ . 


птаяимЪ  же  образомЪ  найдемЪ,  что 

а  4-  Ья"Н-3    д  — 

И  птакЪ   для  разложенія   есякой    соизмеримой  дробной  функцііГ 
на  дроби  простыл,  все  дЬло  обращается  вЪ  разложение  надроби  про- 
стыл соизмеримой  дробной  фун-щіи  сего  вида: 

гР)  .  .  .  .  '".  а  4  Ъх  -+  сх2  -4-  .  ..-..-(-  Ьящ. 


,0,)     •  •  •  яЧ-  с'я--і-    ....  Н-  г'лт"+"1 

гдЪ  числитель  Р  и  знаменатель  ()  полагаются  неиміэющими  общихЪ 
множителей  ,  то  есть  полагаются  количествами  первыми  между  со- 
бою, кЪ  какоЕому  состоянію  вЪ  случав  противномЪ  они  всегда  при- 
ведены быть  могутЪ. 

(19 1.)    Приведши  разсматриваемыя  нами  функціи  кЪ  такоЕОму 
состоянію,  предстазимЪ  себо  число  т &  дробей 

-Ь         -Ь  и  проч. , 

имЬющихЪ   знаменателями  множители  первой  степени  знаменателя 

предложенной  дробной  функціи ■  —  ,  а  числителями^  неопредоленныя  ко- 
личества.   Яі;но,  что  по  приведеніи  ихЪ  кЪ  одному  знаменателю,  про- 
изшедшая  дробь  будетЪ  имЬть  числителемЪ  цЬлую  соизмеримую  сте- 
пени гп  функцію  ,  которая   вЪ  разсужденіи  сея  степени  будетЪ  на»*' 
общая.  щ 
ТакЪ  естьли  возмемЪ^  напримЬрЪ,  три  дроби 
А      1]  г  с 

I       п'-Х-  -Р'-г  I 


то  приведши  ихЪ  кЪ  одному  знаменателю  ,  получимЪ  дробью 

Аа  V  -+-  А(а"Г      а'Ъ")х  Ц-  К$$'х* 

Веса"  Н-  В(  а"%  -Ь  <*.%'  )х  ' 

Сау/  -+-  С(  ъ'%  -+-  оі%')х  -+-  С^'х2 
(а  +  ёхХа'Н-  -+-  %"'х)  ~г 

у  которой  числитель  есть  цЪлая  соизмеримая  наиобщая  второй  сте- 
пени функція. 

При  чемЪ  заметить  надлежит!»,  что  множители  «-+  -Гх,  ее'Ч 
и  се/у  -і  б^'х   полагаются   здЬсь    неравными   и  первыми  между  собою;, 
ибо  ,  естьли  противное-  тому  будешь  ,  какЪ  напримори,.  яі  г"  С'х 


ікц-\- Жх ,  то  получится  «/ —  ксс  и  и  произшедтая  дробь 

сделается 

(А&  4-В)аа" -Ь  (А* 4-  В)(а"ё  4-  ав">  4~  О*  +  В]еб"*а 
Ч~  СЬа2  Ч-  2Ска$х  4-  С^2»2" 

у  которой  числитель  не  можетЪ  уже  представлять  всякой  целой 
соизмеримой  второй  степени  функцДи  ,  потому  что  уравнивЪ  оный 
общей  таковой  функціи  у  -\-  ^x     гх2,  найдешь  сіи  уравненія 

I.  (А*  4- в)««"  й=  р, 

II.  (А^  4- В)(«^-н:«^0  +  аС/^^  и 
Ш.  (А&  +  В)^"  4-  С^2  =  г, 

изЪ  коихЪ  II  х  «С  —  I  х  С2  даете  III  х  ос2,  и  потому  получится  уравненіе 

р€2  — <}сс$-\~  га2—  о , 
определяющее  отношеніе  между  предстоящими  р  ,  ^  и  г  взятой  на-, 
мя  второй  степени  функцДи  р  4-     4"  г*2  5  что  не  совместно  со  все- 
общностію  сея  функціи. 

Но  естьли  изЪ  упомянутыхЪ  первой  степени  множителей  два 
будутЪ  равные  между  собою,  то  неиначе,  какЪ  изЪ  сихЪ  трехЪ  дробей 

А        .       В  с 

•    п  —и  ^  у  і 


(«4-€ж)а    1    «ф&в  Т  а"-ЬЛ'^ 
дір  приведеніи  ихЪ  кЪ  одному  знаменателю,  получишь  дробь 

Аа"  Ч-Ваа"  4-  Со.2  4-  (А€"  4-  В(а"§  4~  аб")  Ч-гДаб  )х  Н-  (ВёГ  Ч-.С62>2 

(а-(-€д:)2Са'''н- б'^)  * 
у  которой  числитель  ^можетЪ  представлять  всякую  соизмеримую  вто- 
рой степени  функцію. 

Тоже  самое  будетЪ ,  естьли   изЪ  трехЪ  равныхЪ  множителей 
составятся  сіи  три  дроби 

А     _4___^  .4_  *с 


(а-Ь-едг^З     '    (ан-€*)2         а  Ч~  б*  » 
ибо  приведши  ихЪ  кЪ  одному  знаменателю,  найдешь  дробь 

АЧ-БаЧ-Са24-  (В|  Ч-  аСа^  )х  4-  €б2зс~ 

(«4-8*33 

у  которой  числитель  представляете  всякую  соизмеримую  второй 
степени  функцію. 

ПредсптавимЪ  себе  теперь  две  слЬдующія  дроби 

Г  Ч- Ох  .  Н  Ч-  Іх 


имоющія  знаменателями  множители  второй  степени  знаменателя 
предложенной  дроби  —  ,  кои  суть  неравные  и  первые  между  собою  ; 


г 


—  449  — 

по  приведеніи  сихЪ  дробей  кЪ  одному  знаменателю,  найдешь  дробь 

■4-      ^Нрдсси.З.д:  Н-  2Ірдсо5.б.х2   

у  которой  числитель  есть  пЬлая  соизмеримая  наиобщая  третьей 
степени  функція. 

ТакЪ  же  естьли  множители  второй  степени  будутЪ  равные 
между  собою  ,  то  надлежитЪ  составить  сіи  двб  дроби 

Р  Ч-  Ох  ,  Н   


(р2-^2рдхсо^Ѳ-\~д2х2)2         р2-\-2.р,2Хсо^.@ -+- ^-x:2 
азЪ  коихЪ,  по  приведеніи  кЪ  одному  знаменателю,  получится  дробь 

г-ннр2-ь(а-(-ір2)х-і-    щ2х2  -ь  ц2хЗ 

Щ-  2\\рдсо5.і.х-\-2Ірдсо$Лх2  

(р2  -(-  2рдхсо$}  -+-  <22х2)2  > 
у  которой  числитель  есть  цЬлая    соизмеримая   наиобщая  третьей 

гшепени  функція. 

Не  продолжая  далЪе  сихЪ  изчисленій ,  удобно  всякой  усмотреть 
можетЪ,  что  для  разложенія  соизмЪримыхЪ  дробныхЪ  функций  на  дро- 
би простыя  ,  всегда  имЬетЪ  мЬсто  следующее  правило : 

Пусть  предложенная  соизмеримая  дробная  функція  изобразит- 
ся чрезЪ 

(Р)  а  -+•  Ъх  -4-  сх2  -4-  Ч-1-хт  , 

 а'-+-  Ъ'х  4-  с'х2-Ѵ-  і'хт-И  ' 

сыщи  множителей  знаменателя  оной  (^,  разрошивЪ  уравненіе 

а'  т-  Ь'х  -4-  с'х2  -і-  +  /"хт_ьі  -±  О  , 

и  изЪ  нихЪ  действительные  первой  степени  множители  пусть  будутЪ 

ос  4~  Сх  ,  л'  г  С'х  и  проч.  ,  и  проч. , 

гд"Ь  осн-Сх,  ре'  -4-  и  проч.,  у  -4-  <?х  и  проч.  суть  неравныя  и  пер- 
гыя  между  собою  количества,  а  мнимые  первой  степени,  или  доя- 
с  пвительные  второй  сяіепени  множители  пусть  будутЪ 
р7~\"2.рухсо:.*-[-у2хд,р'2 -ь-йр^хіОз.О^д^х2  и  проч.  (г?^ДОХі«І«ф-<Н,хв)'  и  проч., 
гдЪ  р2  4-  ар^хссз.О  -|-  о2х2  и  проч.  ,  г2  ч-  о.пхсо$.(р  -+-$2х2  и  проч.  суть 
таѵЪ  же  неравныя  и  первыя  между  собою  количества ;  потомЪ 
положи 
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—  45о  — 

'  Н  +  Іл  '     и  проч. 


р2-\-  2ргіхсо;.9  -+-  я2*3    1    р'2+  2р'^хсо?.$'+  <2'2х2 

Г-КГ«  4-  н/+г*  ь'     4-       М/+Т?/Ж  +ипро,., 

(г2Н-зг5Ж(.05.фЧ-гвх2)ѵ       Гг2-+2?5*с<,5.ф-И2*2)ѵ-1       '  Г2-}-2Г5ХС05..4Н-52Х2 

и  приведи  сіи  проспіыя  дроби  кЪ  одному  знаменателю  ;  отЪ  чего  по- 
лучится дробь  ,  имеющая  числителемЪ  количество 
А^В^^С/Н-    ......  +Ніхт- 

и  какЪ  сіе  количество  можетЪ  представлять  всЬ  цЬлыя  соизмЬримыя 
функціи  степени  тг  то  можно  положить,  что  оное  есть  тожествен- 
.но  сЪ  числителемЪ 

а  +-  Ьх  4-  сх2  Л-  4~  Ьхт  ; 

СимЪ  образомЪ  составятся  уравненія 

\  ~  л,  Вг  —  Ьу  Сі  ~  с    .    .    -    •    .    Нх  —  Ь  > 
которыя  послужатЪ  кЪ  опредЬленію  неопредЬленныхЪ  количествЪ  : 
А,В  и  проч.,  А', В' .  .  .  Е'  и  проч.,  Р^НД  и  проч.  І^Ѳ^Н^І'  . .  .  М^Ы'  и  проч. 
КЪ    поясненію   сегв  правила    пусть   требуется  соизмЪримую- 

дробную  функцію  —     2Х     3x2  разложить  на  дроби  простыя. 

х(і — х)-(і  хЗ) 

Поелику  множители  знаменателя  сей  дробной  функнДи  суть. 
х,,г+х,(і — х)2  и  і — х-\~х2г  то  мы  положимЪ  ,  чте  предложенная 
дробь  равна 

А    .    _В  ,        А'       ■      Б-  ,.-  Т^РО* 

х       і  4-х   1   (і  —  х)2   1    і  «—  х    1    і  —  х  +  х2  * 

ш  приведемЪ   сіи  простыя   дроби   кЪ  одному  знаменателю  ;  отЪ  чего» 

толучимЪ  тожественное  уравненіе 

А — 2 Ах  +  Ах2  +  Ах3  —  2  Ах4  +  Ах5  Л 

—  і  +  вх  —  зв*н  4Вх3  —  авх^  г  в*>  ] 

+  А'х—  В'х2—  Рх34-  А'х4  —  В'х5  1   

4-  В'х  —  Рх2  —  Сх3-  -+-  В'х4      Сх5   Г  —  °  ' 
4-  Рх  4-  Сх2         4-  Рх4  і 
г-  2Х  —  Зх2  —  4х3  —  Сх4  ] 
изЪ  котораго  найдется  А~  і,  В~1Г  А'  —  5,  В'  — і,  Рг  —  "ибг 

6  2  3  3" 

И  такЪ  будетЪ 

1+2ХЧ- зх2+  4*3  Т    ..        ъ  у  #   5  іі  —  4х 

х)2(  і  +  хЗ)       х  ~Т~  б(і  н-  х)    "^(і  —  ж)2    і~  ф— х}~  3(і— х  +  х2),' 
Сей.  способЪ  есть,  самый  первый>;  который  для  опредЬленія;  чж- 
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слитпелей  часгпныхЪ  дробей  представился  АналитикамЪ  ,  и  который 
во  МногихЪ  случанхЪ  сЪ  успЬхомЪ  употребленЪ  быть  можетЪ  ;  но 
между  тЬмЪ  способЪ  сей  не  есть  столь  краткій  и  даже  столь  общій, 
какЪ  тошЪ,  который  изобрЪтенЪ  знаменитымЪ  ЕйлеромЪ  ,  и  кЪ  ко- 
торому мы  теперь  же  приступимЪ. 

(192.)    Пусть  ^предложенная  соизмеримая  дробная  функція  , 

и  пусть  требуется  определить  числителя  частной  дроби.    К  - ,  гдо 

и  -\-  Сх  множитель  знаменателя  ()  предложенной  функціи. 

-  &  Р         к.         к  к 

Положи  С)  ~  («  4~  ьх)8  и  —   (—  _ ,   гдЬ  _  дополнение  дро- 

К  Р  Р 

би  до  предложенной  функціи  — ;  будетЪ,  по  причине  что  -  ^ 

^  ' 

р 


К.  ■         Р  К  Р  — К2 


и  потому 


5        (а+§х)5       (Л+Щ  (а-+-€х)53 
^  Р  —  КЗ 


Но  поелику  К.  есть  цЪлая  функція  ,  то  количество  Р  —  КЗ  на  и  гЬ  »# 
долженствуетЪ   дЬлиться  на  цЬло ;  изЪ   чего   слодуетЪ  ,    что  есть- 

ли  ос  -\-  (оХ~о  или  х  ~  —  — ,  то  должно  быть  такЪ  же  и  Р  —  КЗ  л  О, 

€ 

Р 

и  потому  К  —  — »  то  есть  равняется  количеству,  вЪ  какое  обратится 

Р  н 

дробь  — ,  когда  положится  х  —  — 

При  чемЪ  яено  ,  что  количество  §  не  должно  заключать  вЪ 
себЪ  множителей  равныхЪ  сс-т-Сх;  ибо  положивЪ  тому  протисное, 
найдешь,  что  КЗ  будетЪ  дЪлится  на  « -г  Сх ,  и  потому,  поелику 
Р  —  КЗ  дЬл  ится  на  ос  -\-  Сх  }  будетЪ  и  Р  делиться  на  ос  ~г~  Сх  ,  что 
противно  положенію,  по  коему  количества  Р  и  0.  суть  первыя  между 
собою. 

Чтобы  вЪ  предЪидущемЪ  примере  ,  где  Р  ГГ  і  +  2х  4-  Зхй  Ь  4*3 
и  0.  ^( і  г  —  хУ(і  —  х  -)-  х2)  ,  по  сему  способу  определить  чи- 
слителя простой  дроби  _,  то  положи  8  —  (і-н-х)(і  -  х2)(і  — х  4  х2), 

и  будетЪ   числитель   К  —  А   равенЪ   количеству ,  вЪ  которое  —  гг: 

,    ,    у  _ — гг;  V  — і  обратится,  когда  положится  сс  }-Ьх~Х  — о;  и  какЪ 

^  I    |   X  д  I       X  ^  ^  I  X— г  X  ) 

положеніе  сіе  делаетЪ  ~  ~  і  ,  то  будетЪ  А  ~  і  и  самая  дробь  ~  |, 

57  * 


ТакЪ  же  для   опредЪленія   простой  дроби  _  ,   положи  5  — - 

і— {—ас 

■«(і  —  х)2^        +         ибудетЪ  числитель  К~ В~  1  =  І±^±^1+ _4*? 

5      х(і~:с}'(і — ян-х2)* 

когда  положится   «  +  і+^  —  °  или  *  — —  Ц  и  какЪ  положеніе 

сіе  долаетЪ  _ — і,  то  будетЪ  В~Іи  самая  дробь  ~  _  

5   6'  3"  6  *г  6(і+х) 

Отсюда  видно,  что  вЪ  семЪ  способе  при  опредвленіи  числителя 
каждой  частной  дроби  надлежитЪ  множитель  8  сыскивать,  раздЬляя 
знаменателя  предложенной  дробной  функціи  ва  знаменателя  сс-\-Сх. 
той  частной  дроби.  Но  кЪ  вящшему  совершенству  онаго  способа 
Дифференциальное  Изчисленіе  освобождаешь  отЪ  сего  дойствія,  кото- 
рое часто  бываетЪ  продолжительно  и  трудно,  какЪ  изЪ  следующего 
явствуетЪ. 

Поелику     8~  ,  и  К~  —  ,    когда   положится   «  +  б*  ~  о 

или  х  —  —  "     то  явствуетЪ,  что  К  ; — ;  ,     когда  положится 

се  +  ~  о  или  х  т — '—  :  но  вЪ  семЪ  самомЪ  случае  какЪ  числитель 
Р(а  +  бх),  такЪ    и  знаменатель  0.(  —  (се  +  Сх)8)  дроби  Ж^+І^У  изче- 

заютЪ  ,  чего  ради  надлежитЪ  прибегнуть  кЪ  изЪясненному  выше 
правилу  (ч.  ібо),  и  мы  бѵдемЪ  иметь 

К  =  (±]±&)М  +  Щ*     когда  положится  х  =  -~  "  ; 

и  какЪ  явно,  что  вЪ  семЪ  случай  (а -4- &0'-/р  —  °>  то  будетЪ 

К-  СЮ' 

Еетьли  сію  формулу  приложить  кЪ  предЪидущему  примеру ,  где 
Р  ~  1  -г-  2Х  И-  Зх2      4х3  и  0 _  —  х(і  —  х).2(1-4-х3),  то  получится  К  —  -щ-  — 

 €(  і  Ч-     -Ь  з*2  -Ь  4**)  когда  положится  х~—  —  ; 

(і — х)2(і-+-х1)—2х(і — х)(і  -+-*3)4- зяЗ(і  —  х)2>  е* 
и  еетьли  требуется    определить   числителя  частной   дроби  — ,  то. 

положивЪ   сс  ~  о   в  С  ~  1  .  и-  следовательно  х~о,  найдешь  К~А~і; 

В 

еетьли  же  надобно  найти  числителя  частной  дроби  ,  то  поло^ 

п  і  -4-х 

живЪ  ос.  ~.  і  и  С~  \,  и  следовательно  х  ~ —  і)  получишь  К~ В— ^ 

яакЪ  то  и  предЪ  симЪ  нашли. 

КЪ  поясненію  сего  предложимЪ  еще  некоторые  примеры. 
I.    Пусть  требуется  разложишь  на  дроби,  простыя  дрооную  функ- 

тііЮ   


г 
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Ш&Ъсъ  Ѵ~  1  }  и  фз*— -.ѵ'з:х(і  —  »)0  -I-  *>|  почему  вадлежи-ітіЪ 
определишь  числителей  сихЪ  проспіыхЪ  дробей  —  ,  —  и  И 
такЪ  г 

ПоложимЪ  §  —  (і  —  х)(і  -4-  х^  ,  и  будетЪ,  уравнивая  «  +     —  х  п  а» 

К-А  =  і==     '*хЯ-     —  і, 
іготомЪ  положимЪ  8  ~  х(  і-}-х),  и  будетЪ,  уравнивая  #-г-Сх~  і— -х~о 

ИЛИ  X  ~  1  % 

к  —  В  =  І—  1+51—  1. 
5  х(і-}-х) 

И  наконецЪ  положимЪ  8~х(і-— х)>  и  будетЪ,  уравнивая 

і  ~{-  х  ~  о  и  ли  х  - —  —  і  , 

К— С  -  1—  ±±^-  — 
5        х(і  — х)  " 

Посему  будемЪ  имЬть    І"~>~—  — ? і  |  і- 

II.  Пусть  предложена  сія  дробная  функція  — — —  ,    и  требуется 

определишь  простую  дробь  соответственную  множителю  і  +  х  ея 

знаменателя. 

ЗдЬсь  Р  ~х9  и      п  і  -}-  х.1^,  и  потому 

8=-^-==^— — і  -*-}-х2_х^+     •    .         •  +хг6? 
а~Ь€х  і  -Ь-  х 

почему,  полагая  сс  -\-  бх  ^21  г      х  ПГ  о  или  х  ~  —  і  ,  получится 

  Р     _х9   г 

К       "5:       ~Г—-  х      х2  —  хЗ  -+-   .    .    .    ~   .  .    .  -4-х1 6   И 5- 

такЪ   что  к  — —  .  1 

а+бх"  д  7С 1  -Ь-я)" 

Но  изчисленіе  будетЪ  простое,  когда  возмемЪ  формулу  К  —       »  которая1, 

поелику  С~  і  ,  Р~х9  и  /^— іул^Лх,  даетЪ  тошчасЪ,  полагая  і~о 

х9  *  К  і 

или  х  —  —  і  ,  к  ™  ,  — -  4.,  и  следовательно  —  

,7хіб-   іГ  а-4-вх. —  і7.;і-+-х)* 

III.  Пусть  предложена  дробная  функція  -х — _,  и  требуется  опреде- 
лить простую  дробь,  соответственную  множителю  г—  х  ея  знаменателя', 

ЗдЬсь  Р  —  хт,(^—  і  —  х2п  и  я  4-  Сх  ~  і  —  х  ,   такЪ  чшо  *  ш  * 

и  С~ —  і    почему  будетЪ,  полагая  х  —  і  ~— .о  или  х .~  I, 

,  '       -СР^іх   —  х2ѴІ    і 

Ь         ~гі^Г           —  2гех"5й^~х   

такЪ  что,  .  __  —  1.  

а-|-ёх  —  х)" 

IV.  Пусть  предложена  дробная  функція  —  х  ,  и  требуется 

определить  простую  дробь    соответственную  множителю-  і.  —  х  фж 
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знаменателя }  который  явно  обращается  вЪ  нуль  ,  когда  положится 
і  —  х  ~  о. 

ЗдЪсь  Ѵ  —  хт}  0_  ~  і  —  44^  -ь  Зхп  и  х  +      —  і  —  х,  или  ос~  і 
и  ?~ —  1  ;  почему  будетЪ  ,  полагая    і  -  х      о  или  х       ?  , 

  —  Хт(ІХ  _  хт  1 

К  т. 


такЪ  что  .  к 


(19З.)    Когда  предложенной  дробной  функціи  _^  знаменатель  () 

имЪетЪ  многіе  равные  первой  степени  множители,  какЪ  (а-\-ьх)п, 
то  оную  можно  разложить  на  слЪдующія  простыя  дроби  : 

к       _|  кг  I  К?   &п  -  і 

(а-+*х)п    >    (аН-ёх)'1— 1  ^-(а-ьех)*— 2_Г"  а-Ьех* 
На  каковый  конецЪ  положи      ~  (л  +  Сх)п3  и 

  К  I  КІ  |_   К2  Г  I  К71  1       I  *\ 

гдіэ  _  дополненіе    суммы   сихЪ  простыхЪ    дробей    до  предложенной 

Р 


функціи  будетЪ,  по  причина  что  — 

О,  &       (а-Ьёх)п5  ' 

к          р— ;(К-+-К,(а-Ьех)-+К2(аЧ-6х)2Ч-     ....     Ка^аЧ-бж)*— і) 

Но  поелику  К  есть  ц"Ьлая  функція  ,  то  явно,  что  числитель  второй 
части  сего  уравнения  на  своего  знаменателя  долженствуетЪ  дЪлиться 
на  цЪло;  изЪ  чего  слЪдуетЪ,  что  сей  числитель  сдЬлается  равьнЪ  ну- 
лю, когда  положится  «  Н- бх  ~  о  или  х~ — _.,  и  потому  такЪ  же  вЪ 

Р 

семЪ  самомЪ  положеніи  будетЪ  Р  —  К8~о;  оттуда  получится  К^:  — ? 

1  Р 
то  есть  К  равняется  количеству,  вЪ  какое  обратится  дробь  _  ,  когда 

положится    х~  ,  и  сверхЪ  того  явствуетЪ  ,  что  вообще  Р — КЗ 

дЬлится  на  а-р-бх.  , 

Пусть  ^тК5  ~~  Рг,  гдІЬ  Р     по  причинЬ  что  Р — КЗ  долится  на 

<х-4-ёх 

и      Сх,  есть  цЬлая  функція  ;  мы  будемЪ  имЪгпь 

к   Рд— 5ГК,  н-Ка(а-Ь€*)Ч-  -+-  кп_1(і  +  е«)»-3) 

  (а^ёх)^—  і 

ИзЪ  чего  чрезЪ   подобное  предЪидущему  разсужденіе    наймется  ,  что 

вЪ  томЪ  же  положеніи  ос  +      ~  о  или  х~ — —  будетЪ  РІ  —  К^ио; 

б 

Р  і 
откуда  получится  К1  — ;  -^,  то  есть  ^равняется  количеству,  вЪ  какое 
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обратится  дробь  -1  когда  положится  х   ,    и  сверхЪ  того  яі- 

ствуешЪ,  что  вообще  Рх —  К1§'  долится  на  ос  + 

Пусть  ?ЛІ_Кі-  —  Р  у  таЬ  Рп  по  той  же  причинЪ   цЬлая"  функ- 

а-Н-ёх  з  а- 

ція  ,  мы  будемЪ  имЬть 

ИзЪ    чего   чрезЪ  подобное  предЪидущему  разсужденіе   найдется ,  чгпсг 

вЪ  положеніи  с&  -і-^х  ~  о  или  х  ~ — _И  будетЪ    Р2 — К  §      о  ;  отку- 

€? 

Р 

да  получится  Ка  ~ ,  то  есть         равняется  количеству  3  вЪ  какое 

обратится   дробь  ,  когда  положится  х  ~  —  —  ,    и   сверхЪ    тога  яв- 

ствуетЪ,  что  вообще  Р^ — К2§  дЪлишся  на  ос  -+-  бк, 

р   К.  5  '  Р 

ІІусиіь  Л  2  -—  Р'  ,  и  найдется  подобнымЪ  образомЪ  К  ~ 

а  — | —  бх  *^  2 

р 

то  есть  К  равняется  количеству,  вЪ  какое  дробь  _2  обратится,  когда 

положится  х  ~  ,  и  такЪ  далЬе. 

Все  сіе  дЬйсиівіе  можно  представить  сокращенно  такЪ  « 
дЬлая  х  ~  —  «,  иоложимЪ 


К  — 

  5. 

1   5 

К    ^ 

2   5 

К„—  Р3- 


Р  I     Р  — К5  „       .  ~ 

,  Рх  ,  будетЪ 


р 

а  -Ь  €х    2  ' 

Р2  -  ^5    р 


и  такЪ  далбе.. 

Чтобы  вЪ  первомЪ  изЪ  предЪидущихЪ  примВровЪу  гдЪ  Р  ~  1+  2# 
-\-  Зх2  +•  4х"3  иО.~х(і  —  ^ОЧ.1  *3  >  опредЪлишь  по  сему  способу  чис- 
лиіпелей  дробей—  .  и  то  положи       ~  (-*      йс)п3  —  х(і  -4-  х3)3. 

(і—  х)2        і — X 

и  будетЪ  ,  полагая  ос  4  Сх  ~  і  —  х  ~  о  или  х  —  і  , 

к  —  ду —  Р            і  -Ьах-4-  }Х2  -+-  43:3           ^  # 

потомЪ  у  поелику  Р  —  К§  ~  і  —  Зх  -  Зх2  -4-4х3  —  ^х4,,  найдется 
Р4  =  ЬГ-^  —  »Г^З^+^г5^  ~  1  -  2Х  -ь  х2      5x3  г 

ю  будетЪ,  полагая  х  ~  і  > 

к  _  в   Рі    +         ?хЗ    5 

ь—  2."    х"(і-і-"лЗ>   2Г 


ЗдѢсь  Дифференціальное  Изчисленіе  шакЪ  же  служитЪ  кЪ  облег- 
ченію  сего  способа.  ВЪ  самомЪ  дЬлІЬ,  выше  видЬли,  что  количество 

Р  -  5(К  +  &)  -г-Кл(«  -Ь   +  'К-Л»  -г  Сх)71-1) 

должно  долиться  на  («4-  (Гх)71,  и  явно,  что  8  не  долится  нал  Сх,  ибо 
вЪ  противномЪ  случаІЬ  Р  будетЪ  діэлиться  на  «  -г  &с ,  и  следовательно 
Р  сЪ  будутЪ  имЪть  общаго  дЬлителя,  чт©  противно  положенію;  че- 
го ради   и  количество 

|— к—  к4(«-н^)-к2(а+.Сх)2--  ....  : км(в-+эр&)»^ 

будетЪ  дЪлиться  на  (л  -+-  Сх)71,  или  все  тоже,  буд<-тЪ  имЬшь  сію  сте- 
пень (а,  -{-  бх)71  своимЪ  множителемЪ  ,  почему  какЪ  сіе  самое  количе- 
ство ,  такЪ  и  попеременно  взятые  его  дифференциалы  до  дифферен- 
ціала  порядка  п — і  сдЬлаются  равны  нулю,  когда  положится  сс  т^*— ° 
или  х~ —  — .    И  гаакЪ  вЪ  семЪ  положеніи  будемЪ  имЬіпь 

о 

К  —  Р 

5  » 

К.  —  ±4.1 

1          Ых  5 

К  —   5  Д 

К  —         1  ,€ 
4          і.2.3.4€4гі*+   *  5 


^  і  ^  а— 

71-1  1.2  ...  .  (д— 08»— 1  *       5  ' 

тдЬ,  но  совершеніи  означеннаго  дЬйсптвія,  вездЪ  вмбсто  х  поставить 
надлежитЪ  его  величину  —  ~, 

ЗдЬсь  множитель  3  знаменателя  (^Г  предложенной 
дробной  функціи  ^  при  всякой  неопределенной  Ееличино  количества  х 
не  иначе  найденЪ  быть  можетЪ,  какЪ  чрезЪ  дЬленіе  ,  которое  даегпЪ 

5  —  -Я- 

Естьли  сіи  формулы  приложимЪ  кЪ  предЪ идущему  примЪру,  гдЬ 
р—  і-|-2х-)-  Зх%  0.~х(і — х)2(і  |  х3),  и-]г?х—  і  —  х  и  я~ 2,  то  получится 

з  —  —  ^*Пі±^П  _  х(1  +.  хзу 

уі  потому,  полагая  об-\~Сх~і  —  х~о  или  х~і,  будетЪ 


—  457  — 

К         д/  Р  *  Ч~  а*  Ч-  з*2  -4-  4x3  5    и  • 

5  х(і-|-хЗ)   

Я   5  —    1      І+2х4-зх?-Ь4.>:3  — і+зхН^^жЗ-бх^ж6  ю  —  5 

1  еі*  '5  ~~-Лх  '      «(і+яЗ)    х^і+.ѵЗ]2    4  —2' 

КЪ  поясменію  сего  правила  предложимЪ  еще  некоторые  примеры. 

I.  Пусть  предложена  дробная  функція    ■ 1  ~  х%  ,  и  требуется  опре- 

долить  простыя  ея  дроби    —  ■  _ 

х2  х' 

ЗдЪеь  Р— і — х2,  ()— ѵ2(іЧ-х2)  и  х-\-$х~х;   почему  получится 
8  —  і  Чг  х2 ,    и  полагая  л-Ь^-хго, 

5  і  +  х2    ' 

пояіомЪ  найдется  Р  _  Р-К2  _,  г— *2— і~х2 ___2Х  и  полагая  я  ^х— \'ПО, 

а-Ьёл  ж  — 

КГ=В-^  —  —  о. 

II.  Пусть  предложена  дробная  функиія   —  ,  и  требуется 

Л       (і— х)2(і +-»4)'  1  1 

определить  простыя  ея  дроби   ^_  .  ъ 

(і — х)2  і—х' 

ЗдЬсь  Р— х3,  <2~(і — х)2(і-}-х4  )  и  сс-\-Сх  —  і  —  х;  почему  получится 
8~^^у2-  —  іЧ-х4,  и  полагая  <х  г 6*  ~ і — х~о  илих~г, 
К=А— 2—  і  . 

3   і+я4  2  > 

потомЪ  найдется 

1 — а+еж—    і_х     —  — —  ^  —  й*—  і*-Нх  » 

и  полагая   ее  Ч~  б*  —  і  —  х  ~  о  или  х  —  і  , 

К  —В  —  !*і   —  і  —  х  -  х2-+-хЗ    т 

5  а(і  Ч— х4)    15* 

Естьлиже  вмЬсто  формулы  ?і  возмемЪ  сію  К    —  1  Л.*!      то  най- 

а  1  ёіх      2  ' 

дется  кратче 

К1  —  В  —  .  1  у,    *3  _   3*2~  хб   0  

і-Ьх4  Сі-4-х4)2   4  —  о« 

III.  Пусть  предложена  дробная  функция  1  

буется  определить  простыя  ея  дроби         ""С1*-*)^»  -і-х) 

^  х2  +  х  -+■  (Т=х?  -Ь  —   +  — . 

Здось  Р_      (^-хЗ(і  -х)2(і  +х)  ивЪ  случай  першЪ  шрехЪ 
дробей  лЧ-^х~х$  почему  получится 
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тре« 


—  458  — 

3-  ,  &    -О—  у)2(т-Н')-"~ і— -ѵ— х*-Ъ-х3,  и  полагая  х-\-Сх~я~*9 

(а+%х)3 

—  I— |=±І5 

поігіомЪ  найдется 

1  а-Нёх  * 
и  полагая  сс     Сх  ~  х  ~  о  э 

К    В          *»    і  4-Х  — Xя    !  ; 

1  ~~  6          ^х  —  х^хЗ 

и  напосл"ЬдокЪ  сыщется 

р           Р^  К^З           і-Не— х»—  і-НН-*2-- »*        з  _  хг  , 

2  а-Н-е*  л 
я  полагая  «  -\-  С  х  ~  х  І~  о, 

К  —  С  —  — 2  —       д--х2    ...  — -  2. 

2  5  і— -х  — х2-+-хЗ 

Теперь  вЪ  случаЬ    вгпорыхЪ  двухЪ    дробей  —  !  * 

почему  получишся- 

8  =  —  х*(і  +  *)  =  *3  +х4 , 

(а-Кх)2    4  7 

и  полагая  «  -4-  &с  —  і  —  х  —  о  или  х  ~  і  7 

5    хЗ-Ь-х4         2  > 

пошомЪ  найдется 

1        а-і-іх  1-х  ' 

и  полагая  сс  -\  Сх  ~  і  —  х  ~  о  или  х  ~  і> 

ѵ     —  ѵ           Рі    і  Ч-.г-+-«2-і-іхЗ  у.. 

і           Ь          У    -хЗЧ-х4    4^  ч 

ж  наконецЪ  вЪ  случай  послЬдней  дроби  будетЪ-  и  •+•  6х  ~  Н  *5  поче- 
му получится 

3  ±=  =  х3(і  —  хУ  —  э|3  —  ах4  +  ^  г 

и  полагая  «  4-  &ѵ  ~  і  +  *  —  °  ИЛИ  х  —  —  *  > 

 Р     і_  х 

к   г  —  V  —  хЗ  —  2х4н-  х$ 

И  такЪ  имЬемЪ 

і  і      '  і        а   *  _        _  _7  ;  1  

ІУ.    Пусть  предложена  дробная  функція  -  _  зж4>  н  требуетсж 

определить  дроби  сседпвотеіввуюіція  мношшаю  (і  —  х)2  ея  знаме- 
нателя.. 


—  459  — 

ЗдЬсь  Р— х™,От — 4_х3+3х4  и  сс-\-%х~і—  х;  почему  получится 

О  і  —  *хЗ  -4-  ?х4  „  „ 

полагая  а  -|-  &х  ~  і  —  х      о  или  х  —  і  , 

Р                 хт  г 
к  —     —  — 


потомЪ  найдется 

Р   тхт — Чх  -4-  г(™  —  іу^іх  -4-  з(т  —  і)хп+ііг 

"У    "  (і-(-2Х-(-  ^2)2 

я  полагая  «  -(-  ^х  ~  г  —  х  —  о  или  х  ~  і", 

  г       Р    6т  —  8           4  —  зт 

Кі          ёЛх^'Т    36  — 

И  такЪ  искомыя  дроби  будутЪ : 

4  —  Зт 


6(і— л)2    1  і8 

(ід4)  Пусть  теперь  знаменатель  предложенной  дробной  фуяк- 

Р 

ціи  о"  имюетЪ  множителя  второй  степени  р2  ~\-  арухсоз.®  ц2х~  ;  со- 
ответствующая сему  множителю  простая  дробь  должна  быть  сего 
вида  ргі^р^ы  $  >   потому   что  переменное   количество  х  имѣя 

вЪ  знаменателЪ  два  размЪренія ,  можетЪ  имЬть  одно  вЪ  числителе  , 
но  не  больше;  ибо  иначе,  дробь  сія  заключала  бы  функцію  цЬлую  ,  ко- 
торую всегда  оіпЪ  нея  отделить  можно. 

Положи  0.—  (р2  +  тЩ&  +  ?2*2)§   и    |  І=  +  I  , 

гдь  -|  дополненіе  сей  частной  дроби  до  предложенной  функціи  ^ ;  бу- 
АетЪ,  по  причине  что  |  =  (^  +  ^+^  , 

-Г-  2р^XС05.$  -р-  (22Х2* 

Но  поелику  К.  есть  цЬлая  Лункція  ,  то  количество  Р  —  8(К  -{-  Іл)  на 
р2-\-  2р]Хса.$  -\~  а~х2  долженствуетЪ  делиться  на  цело;  изЪ  чего  сле~ 
дуетЪ,  что  каждая  изЪ  величинЪ  количества  х,  получаемая  изЪ  урав- 
ненія  + 2^хсо5.0-)-^2х2~  о,  должна  обратить  количество  Р — §(К-}-Ь) 
вЪ  нуль.  И  какЬ  сіи  величины  количества  х  суть 

*  —  —  ~  со5$  4-  У—  итк$)  их  —  —  ~(со$.0  —  у —  ц'щ  0)  , 
то  положимЪ^  что  онб  поставленныя   вЪ  Р  и  8,   сіи  цоследнія  обра- 
щаютЪ  - 
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Р  вЪ  П-Ь©У— -1  и  П— -ѲУ—і,  а  8  вЪ  Ц-ЛУ— і  и  І_.ду_і  (4.167); 
отЪ  чего  ,  по  причина  чшо  тогда  Р  —  8(К  <+-  Ьх)  ~ :  о  у  получимЪ  два 
уравненія 

п— ѳуЗІ"=(і— лу^Т(К— -у-^7«.0)) , 

изЪ  коихЪ,  одно  сЪ  другимЪ  слагая  и  потомЪ  одно  огаЪ  другаго  от- 
нимая ,  находимЪ 

П  —  ІК  —  ^іио5.$  + и 

Ѳ  =гЛК —  —  -ІІііп.Ѳ  : 

потомЪ  отЪ  нерваго  изЪ  сихЪ ,  умноженнаго  на  Л  >  отнявЪ  второе, 
умноженное  на  Г,  и  кЪ  первому,  умноженному  на  2,  приложивЪ  второе, 
умноженное  на  Л,  получимЪ 

ПЛ  —  ѲІ  — |(22  +  А2)Ьш,І 

*  р 
ПЕ  +  ѲЛ  ==  (Б2  -Ь  Л2)К  —  -(I2  4-  А*)ио!.$> 

жои  напослЬдокЪ  даютЪ 

„          ПЕ  -4-  ѲЛ  ■  ,    со*.в  ПЛ  —  20       ,  »  ПЛ-ЕѲ 

К  —    и  Ь  —  — і — .  . 

Ь2  +  Л2        УтЛ.2-\-Ь.2  рпп.в  22Н-Л2 

Чтобы  вЪ  иервомЪ  изЪ  предЪидущихЪ  примЬровЪ,  гдЬ  Р~і-+-2Х 
-г-Зх2+4'Ѵ3  и  (^— х(і4-х)(і — х)2(і — х-)-х2),  определить  по  сему  Способу 

числителя  дроби  ~_х^_х.г  ,  %по  положи  (/>а+  +  ^*2)8  ~ 

(і — А"4-*2)§>  откуда  получится 

8=х(і-г-х)(і~х)2—  х— х2—  х3+х4  ; 
иошомЪ,  поелику  ярдхсох.ѲдЬх2 — і—  х-[-*2?  будетЪ 

/>~ — і>^~і  и  2<го*.@~і,  или  и  0~з« 

СверхЪ  того,  поелику  |,  соі.2.$~ — |,  со5.30~ — 1*с#$4$12г— •§ 

и  Ш.#-|УЗ,  пй.20:п|УЗ,  х/и.З^— о,*/«.4^г: — |уЗ,  имЬемЪ 

^-^.^У^ш-^^С^УЗУ11!)  > 

*2    _   

ж  —^(со^±У—  і  «я^        і(  і  ^у  ЗУ—  О  » 

рз   

*  ~~  ^зО*.30:±  у_ ішіі)  -  —  і  и 

■64   

#=  ^(^^4б±у~«„.4б)=_|(1±-|/з"у--1) » 


—  1\61  — ■ 

который  величины  поставляя  вЪ  Р~ і-}~2х-\~ЗхЯг  у  4*3  и  3— х — х* — *3 
-|-х4,  найдемЪ 

гаакЪ  что 

П=г-§,   ©  =  |УЗ,  I  -I  и  Л=-§УЗ; 
почему  получится.  " 

г|^1     Іѵз  !  +  §  -іѵз  1+1 

ЗдЬсь  Дифференциальное    Изчисленіе,    какЪ   и  предЪ    симЪ   (ч.  192), 

освобождаетЪ  отЪ  сысканія  множителя  §  знаменателя  предложенной 
Р 

дробной  функціи 

ВЪ  самомЪ  долЪ,  поелику  5=  рн-з^-м-Н-^**  г    И  положете 
/3 йр$хсог$  ф-  #2х2  пи  о  или  #  ш  —  У — іяя^))  обращаетЪ  какЪ 

числителя,  такЪ  и  знаменателя  сей  дроби  вЪ  нуль ;  то   явствуетЪ  , 

<10 

что  будетЪ  Э  —  2(Псо$  Ц^^Ы  »    когАа    вмЬсто    х  поставимЪ 

р   

• —  —  (со;.0±:У — иі».0)(ч.  і6о).    ПоложимЪ,  что  отЪ  сего  постановлен 

сКУ 

иія  сделается  ~~Ф±фу — і  (ч.  167),  будетЪ 

8  =:     ~  _ — ; 

и  какЪ  выше  вЪ  случае  тогоже  постановлетя  положили  5— Е—ЛУ — і, 
то  будемЪ  имЬть  два  уравненія 

2  4-  ЛУ  —  і  —  ,—  ,  !  и 

  *  —  ФѴ—  і 

х-лу-іг  — -—= — , 

которыя  у  по  приведении  ихЪ  вЪ  сей  видЪ 

Ч~  2^У—  м/я.0(2  — ЛУ—  *  —  ^  —  фу^і  , 

даютЪ 

  Ф  _____  ^ 

ПоставимЪ  теперь  сіи  величины  вЪ  выражения,  найденкыя  для  К  иг  &? 
х  мы  будемЪ  имЪшь 


—  — 

 П5Ц-ѲЛ       соз.9  ПА  -   2рдип.6(*Ѳ  -ФП)Ч-а^с<».$(*П4>ФѲ) 

к  —  зй-4-  л2  І^Та2"- —  ^гцгфз  * 

  <7     ПА-2Ѳ   ^2(ѴТІ-г-ФѲ) 


р*Ш  22  -н  л2  —       *2  -і-  Ф2 
Естьли   сіи  формулы  приложимЪ    кЪ  предЪидущему  примЬру 
гдЪ  Р—  і-|-2х4  Зх2  +  4х3,  0=:х(і—  х)2(і+-хЗ)— х— 2х2+х3-И*— 2х*+х^ 

ж  р"  \-ърцхсо$$  {■  -^2х2^Гх — х-{-х2  ,  такЪ  что  ри: — 1>  и  ()  —  ~  ,  то 

получится 

1  —4*  Ь  Зха  +-  4*3  -  «о  4  ■+  ***  ; 
ж  какЪ  мы  нашли  уже  х  ±  УЗу —  і),  х2—  —  ~  1— узу. —  і )  , 

х3гг — і  и  х4— — |(і±узу — і).тосыскавЪещеху—  ±:  У— іяи.50) , 

—  й(іірУЗУ — і),  посгаавимЪ  вЪ  выраженіе  ^  й  мы  будемЪ  имбть 

*  ±  ФУ~і  =  |  -н  |уЗУ~і  , 
ЛіакЪ  что  ^       §  иф  Ш^УЗ;  почему  напослодокЪ  получится 

-уз(Ууз  і  |.|уз) 


3  7    3 

К  — Е  =  1   — 


4  4 

т  —  тг  —    1      2>"       2  2  ;  —  **5  -1)  4 

ь  —  р  —      9-<п      —  — ТГ"  —  У 

Пусть  предложена  сія  дробная  функція  щ  т^  щ ,  и  требует- 
ся опредЪлить  простыя  дроби  ,  имоющія  знаменателями  множители 
рторой  степени. 

ЗдЬсь   Р=  х*  ,   0_  —  хЬ  (ап  ±  хт),  катх*~і±(т  -  *)х«Н-*-» } 

и  общая  формула  упомянутыхЪ  простыхЪ  дробей 

 кч-   

Х-7Г 

а  —  аахсоі,—  ф  х 
т 

ИзЪ  уравненія  д2 —  аахсох.  ~  -Ьх2~о  имоемЪ   х— ±У~і«и.^)л 

и  поставляя  сію  величину  вв  Р  и  ^  ,  находимЪ 

_  V  _    ,   .,      Х-7Г    .    Х7Г\г  ,      г'Хтг   ,   .  г'Хттч 

П  ±  ѲУ-і  =  #(ш.-±у-  и  ».  ~  )  _  4  ел—  ±  у-и/«.--) 

  »Хтг  .    г'Хтг  ;  

ано$.-~  X  *ТШІ.~—,У — 1    и  ■ 

тп  ТТі  ' 


\ 


4б5  — 


*  ±  ФУ — 1      кап  ак~™(сои~*-  ±  У~  1 

±  ат  **  '(Ь/яЛ — ±(т  4-  *)«».  У— і  » 

шакЪ  что  будетЪ 

гХтг  .  .  г'Х-тг 


Ф  -  ^<ад^2-  ±  (ж  +  ^±^^. 

НапримЪрЪ,  естьли  дробная  функція  будетЪ  >     шо  ми 

имЪемЪ  /'  ~  о,  &  'о,  ^  и:  4->  П — ;а°со5.о  і  и0~о;  погпомЪ,  поелику 
множители  количества  д+  +■  х+,  какЪ  известно,  суть  :  ^ 

л2 —  ъахш?-  ~{-  х2  —  д2 —  йх"|/2  4п  и 

я2 —  2йх«0*.— -  -+  х2  —  а2  -\-  йху  2  ч-  х2 ; 
то  вЪ  случаЪ  л       і  ,  будетЪ 

х  —  д( '0*.^±у—  іш.д)  и  х3  —  л3(ли.~^±у — іл».^), 
почему  уравненіе  4х  сдюлается 


^  ±  ФУ  —  і  ГГ  &л3соі~-  ±  4а5я»~  У — і  , 
іпакЪ  что  будетЪ 

V  ~  4-л3ч-0,г.  ~       —  за^Уг  и  ф  ~  ф^І>*я.^*ѵ  ~  2л3Уг  г 
и  потому  поставивЪ  величины  сіи  вЪ  выраженія,  найдеяныя  для  К  м 
Ь,  мы  будемЪ  имЪть,  по  причинЬ  что  р~ — а  и  д  ~  і> 

  ■ —  аѴі  ( — іа*>Ѵ  ±) — аѴг^  — ^аіУг)    і 

*  Т                  2.4а^+Т.4а^  Г~         до2  И 
  —  2.2аЗУг   —  т/г   —  і 

ВЪ  случаЬ  же  Л  ~  3  будетЪ 

почему  уравненіе  4х"*  сдЬлаетпся 

"4Г  ±  фу — і  ~^а3іс$.^±:  4»й%'й^У — і  > 


» 


464  — 


тпакЪ  что  будетЪ 


и  потому  поставивЪ  величины  сіи  вЪ  выраженія,  найденныя  для  К  и 
_,  мы  получимЪ 


—  аѴг  (—  а_3т/д>4-  с/а  (-+- аа3у_ )  п  і 
2.4а®— (—2.4а' 


■  г  _____  

"  2.4а®-}-  2. 4аб  2а2  М 


4аЬ  4-  2.40-6  4аЗ 


2 


И  такЪ  будетЪ 

 і_    і       /        аѴа  —  ж  _■/:-}- Ж  \ 

с44-л4  2аЗу7^ва — ах/г  4-х2        а2  -\- аху'7+х2' 

/  Р 
(196.)  НапослЪдокЪ  когда  предложенной  дробной  функціи  ^знаме- 
натель ()  имЪетЪ  многіе  равные  второй  степени  множители ,  какЪ 
(р2-\-2,рдхсох.$    ^2*2)71»  то  оную  можно  разложить  на  слодующія  простыя 

(г  КЧ-Ь*  К1Ч-ЬІх   ,  _К^_ІН-_л__1_с 

С *2 -+- ______  «г. й ___ /__,_  .~г"7  ..2  ___  %**~~п*  д_і_  л2ѵ2  .я— і  ~+- 


'(^2Ч-а^хсо_..й-)-іЗг2х2)^(^2+2^<2хсох.й-}-і]2л2)71_-1      '  '  "  ^3^2^хео5І4-_22ж»* 

р 

На  каковый  конецЪ  положи  0._:  (р2  +  ърцхсоз.Ъ  -\-^2х2)п$  и   

К-ЬЬж     _  __  _і  кі  Ч-Чх   ,    Кя_і-+-Ь}г—  і*  К 

(^+г^хсоу.й+^х2)^      О2      ірдхсов.б  +  д2х2)п— 1  "^"  *  *  •~г"  р*+зМХф$Л+^*й  2* 

К  .  Р 

гд"Б  -ц  дополненіе  сихЪ  простыхЪ  дробей  до  предложенной  функціи  —  у 

Р  Р 
будетЪ,  по  причине  что  77  —  ,—5— — ~ —   .  , — — , 

У-Ъ(К+Ьх+(К1+1.1хХР2+ьрдхсо!;.9+д2х*)-+-.  .  .  Ч-СКЯ— і+Ьц- ^ХР^+^хсо^+д^х^—^) 
"  (рь-Ъ-ірдхсоа.в-і-д-х2)11 

Но  поелику  К  есть  цолая  функція ,  то  явно,  что  числитель 
второй  части  сего  уравненія  на  своего  знаменателя  долженствуетЪ 
долиться  на  цЬло  ;  изЪ  чего  слЬдуетЪ,  что  каждая  изЪ  величинЪ  коли- 
чества х  ,  получаемая  изЪ  уравненія  р2~г  2,р/]хса.$  у2х2  ~  о  ,  должна 
обратить  количество  Р  —  Ь(К-}-_х)  вЪ  нуль.  И  какЪ  сіи  величины  ко- 

Р  '  

личества  х  суть  *_____:- — —  (соз.ф ._:  у — і  _./>/.$)  ,  то  означивЪ  чрезЪ 
П  ____:  ©у — і  и  _  __  ЛѴ — і  количества,  вЪ  которыя  обратятся  Р  и  5( 
поставляя  вмЬсто  х  его  величины ,  мы  будемЪ  имЬть,  для  опредоле- 
нія  К  и  _,  два  уравненія 

п-ѳу^—(_— лу—  0(К-|ь(^у^— 


ПоложимЪ  ^;—^——^^^  будетЪ 

почему,  есгаьли  означимЪ  чрезЪ  :±  ѲгУ — і  количество,  вЪ  которое 
обратится  отЪ  предЪидущаго  постановленія ,  то  получимЪ,  для 
опредЬленія  КІ  и  Ь  ,  два  уравнения  : 

П,— 02У— 1— (2— ЛУ^СК^^/т.^—  У^іш.$)). 
И  такЪ  далЬе. 

ВозмемЪ,  напримЬрЪ,  дробную  функцію  ^а^_х^ц» 

Поелику  множители  количества  ал  -+-  х4  суть  л2  -  йхУ2-ЬХ2  И 
л5-)-дхУ2-|-х2,  то  положив^  (^~(а2 — 2*У2  -|-х2)28  ,  будемЪ  имЪть 
/>  —  —  <*>  ?  —  і >  Ш§  ~  ііп$  —"7=-,  ^-(і  ±  У— 1)  и  х2—  ±  а2у~і  , 
который  величины  поставляя  вЪ  §  —  (л2  +  #хУ 2  х2)2  ,  найдемЪ 
2 ±:  ЛУ— і  —  ±  8д4У—  і  ,  такЪ  что  |  ~  о  и  Л  —  8й4  ;  и  какЪ  Р  —  і, 
то  будетЪ  П  —  ©У — і  —  і,  то  есть  П~  і  и  Ѳщ  о  ;  каковыя  вели- 
чины поставивЪ  вЪ  уравненія,  служашДя  для  опредЬленія  К  и  Ь ,  мы 
будемЪ  имЪть 

і~4а*У— і  (2К4-йУ2.Ь)—  ^у^Х  и  —  1=4д4у~(2К4-йУ2Х)-1-4.й5у2.Ъ, 
Откуда  получится 

  1        Т    —  1  .  _   а  —  хѴц 

 й^4  >   Ь   ~7=~  И  К+  Ьх  — — ? — . 

ЗІогпомЪ  найдемЪ 

а  —  хѴТ    ■  - 

1  ЙГ-^-НхУа+х')1 

Рі—  —  — ~  =  —г  (7аЗ-+-6айхУ%  -н5  дх'-йс*  у  2) , 

а2 —  ахУд  +  л2  Ъаі^/      1  г  г    у » 

что  обращается  вЪ  ^а(і±У— і),  когда  вмЬсто  х  поставишь  найден» 
иыя  выше  величины. 

И  такЪ  получимЪ      ~  0І  щ  ^  * 

~~  ЙО~У^)^^У*ті  (2КІ+ду2.ЬІ)+4д5у2Х1> 
» откуда  найдется 
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Другія  двЪ  дроби  сыщутся, переменяя  вЪ  предЪидуіцихЪ  у  количе- 
ства а  знакЪ,  и  потому  будем'Ь  имЬть 

і    а — хѴи.  3(20.' — хѵѴ) 

(а4-Н  «4)2        8а5(аа  —  ахѴа-Ь-  х2)2  1 6а1(а2  —  ахУІ-\-х2) 

н    


За5(а2  +  ахі/2-Ья2)2        і6а7(а2+ахУ2 -Кх2)* 
ЗдЬсь  Дифференциальное  Изчисленіе,  какЪ  я  предЪ  симЪ  (ч.  іо,3)> 
СлужитЪ  кЪ  облегченію  сего  способа. 

ВЪ  самомЪ  долЬ,  Еыше  видЬли  ,  чщо  количество 

Р-г('кч-ь;с+(кІ4-ь1хХР3+2№С0^+^ 

должно  долиться  на  (р2  -:  2р^xсо5.^-\-^2x2У^ ,  и  явно,  что  8  не  долит- 
ся на  р2  т  ярухсоиф  -|-^2х2;  чего  ради  и  количество 

- -К-Ьх-(Кх-ЬЬ ,  хХ^+аг^сох.^+І2^2)- . . .  -(Кп—1+Ъп^1хХр'>-і->1рс1хсо$.Ъ^2х'1У1—1 

будетЪ  долиться  на  (р^  -\-  о,рс}хсо$.§  -(-  />2х2)п ,  или  все  тоже,  будетЪ 
имЬть  сію  степень  своимЪ  множителемЪ;  почему  какЪ  сіе  самое  коли- 
чество, такЪ  и  поперемЬнно  взятые  его  дифференціалы  до  дифферен- 

ціала  порядка  п—\  сделаются  равны  нулю  ,  когда  положится 

р   

р2  Н-  ЯрЦХСОзЛ  -\-  #2*2  —  °  или  *  —   —(С05.&  ±:  у  

И  такЪ,  означивЪ  множитель  р2  -|-  йудхсоз.®  -+-  <^х2  чрезЪ  2 ,  вЪ 
семЪ  положеніи  мы  будемЬ  имЬпгь 

5  —  К  —  Ьх~  о  у 
і    р  ,  &г  

1     зР       г>1  гі22  <І22  ^2гі22      в'  , 

и  проч. 


Или    еще    означая    чрезЪ  П  ±  Ѳ  У  —  і  ,  ГГ^  ©гУ — 1>  П3±Ѳ2У — 1, 

  Р 

П3±Ѳ3У — і    и  проч.    количества,    вЪ  которыя   обратятся    -<г  , 

Іх-І-:>  Іх^~Ъ>  йхі^\   и  "Р'04,  вЪ  слУчаЬ  хг--^(ші±У-иЫ),и 

иримЬчая  ,    что    вЪ    семЪ    самомЪ  случао        ~  ярдсоі.ф  4~ 2^2*  — 

  А      <і22  _  . 

-^ърср/ — шп.у  и  ^2         %  получимЪ  сш  уравнетя  : 


—  4^7  — 

П1  ±  Ѳх  У— I  — ■Ь±а/>^У:^:Г«'я$(К1  —  -|ц        ±  У-ІГй»^)  =  ѳ  , 
П2  ±Ѳ2у^Г  ±  4-^У^ІЦ  г/и.0  —  2й2  (Кх  —  ±  У— Гі*т^)) 

+#^2хк^Ска—  ±  У— 1**$))  =  о, 

и  проч. 

ВЪ  предЪидущемЪ  примЬрв  ,  гдЪ  Р~і  и  0.~  (л4-)-  х4)2,  мно- 
жители количества  д4-нх4  суть  л2 — ах~\/ъ-\-х°'  и  й2+  л\"У2-|-Х2,  и 
потому  или  8  ~  (д2-|- лху  2  4г.х2)2  или  5  ГГ  (й2 — лхуа  +  х2)2: 

і)  Пусть  3  ~  (й24-йхУ2-Ьх2,)2  5  будетЪ 

Р   і  і      Р    —  а(аУа-{-а:с) 


И 


ь"     С^Ч-аж^-»-»2)2     4x^*5       (аЧ-ахУа  +  х2)3* 

а   

ночему  ,  поставляя  вмЬсто  х~^г(і±У — і)  г 
получится 

П±ѲУ-і=±-г-  и  П±Ѳ  У— 1  =  Э  =г=Т=3  ^НгГ-г 7= 

К  8а+  .  і       х  К        —  ^Ѵ^і^Ѵ—  О       8вѴа  '  8а V» 

и  потому  будетЪ 

п  -  о,  Ѳ  ~ п,~— *—  и  Ѳ;=— ,г9 

Л  шакЪ  имЪемЪ  четыре  уравненія: 

— У-і  аЬ       аіУ~  _  4 

— — -—     к  —  —  0  > 

У— і  аЬ       аіУ— і  . 

■^4~к'-^-ь-7Г— °' 

-4-=Н-^=4:--4КІУ2У^І—  И 
«аѴа       8а*Уа  1  V    Г  1  К  1 

3  ЗУ — і  •  _    „   

■  -=  -р.  Ч-  йК  ,  У 2У  —  1  — л  Ь ,  у  —  і +л2  Ь  —  о  , 

8а*Уа     (  8а*Уа  1  К    К  1  Ѵ  1  ' 

язЪ  коихЪ  первыя  два  даютЪ  К~—і  и  ЬЗШ  

а  другія  два  К  =^  и 

з)  Пусть  8— (с2 — хУг-Ух2)2;  будетЪ 

Р     і   і     Р  —  з(— аУ  а-+-2х)  • 

•5         Со2— ахУа-+-х2)2  (^-ах/а^х2)1  *•- 

почему,  поставляя  вмосто  х  ~  -=(і  н-у — і)  ,  получится 

У  а 
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П±ѲУ_і— Г  и  П4  ±  Ѳх  у_1=;_^5/__і±^_-  — 
и  потому  будетЪ 

П=о,  Ѳ  =  ^+,  П  -~  и  Ѳ 

И  шакЪ  имЬемЪ  четыре  уравненія  : 

/■ — і  аЬ       аіУ — і 

• — т-' — К  -Ь      —  —  —  О, 

8а4  у2         у2    > 

_-т/-Г7"  йЬ    ,   аЬ"/ — і  

—  кч~ 


8а4  Ѵа  '  у2 

—  3     ■  3"і7==Гі 


аКх1/чУ—  і-Ь^ЦУ—  і+й2ЬхП  о  и 


8а  Ѵ2       ва^Ѵ—  і 

)  — 

_=1=  _         +  йК ,  У  зу^і  -а2  Ьх  У- 1  +  г  Ьх  по, 
жоторыя  даютЪ 


8а4  »    и  4а5^/Г,      1       8а  1  8а7/Г 

ТакимЪ  образомЪ,  какЪ  и  предЪ  симЪ,,  будетЪ  дробная  функі^іж 


(а*гНі*)2        8а5(а2-алУ2+х2)2        іба7(а2-акі/2+*2)  8с5(а2+вх/2+л2)г 
3(2а-4-хѴ'2) 


+ 


і6с?(а2-+-с*УаН-х2) 


ГЛАВА  VII. 

ч 

ОбЬ  общей  формч яі  разложешя  фцнкщн  жпогіг  Ь '>  леремінныхВ 
колиіествЪ   б'б  ряды>  сЪ  лрпложешемЪ    оной  кЬ  олредіяешю 
шіібояшихЬ  п  напменьшихЪ  велшінЪ  сихЪ  фцжщи. 

(іуб.)  Пусть  г  какая  ниесть  функція  двухЪ  перемЪнныхЪ  ко- 
личествЪ  х  и  у  ;  поелику  выше  видЬли  >  что  вообще  оная  представ- 
ляетЪ  ординату  кривой  поверхности  (ч.  89),  а  всякая  кривая  поверх- 
ность есть  или  поверхность  сЪ  одной  и  той  же  стороны  вогнутость 
илЬющая,  или  совокупленіе  таковыхЪ  поверхностей (ч. д  і  ],шо  положимЪ> 
что  ВСБЕ  есть  одна  изЪ  таковыхЪ  поверхностей,  отнесенная  кЪ  тремЪ  черт.  0.5 
взаимно  перпе.ндикулярнымЪ  осямЪ  АХ,  АУ  и  А2  посредствомЪ  коор- 
динатЪ  0?І~ АР~х,  РМ — АО — у  и  КМ~^,  имЪ  параллельныхЪ  (ч.  92). 
ПридадимЪ  абсциссамЪ  АР~х  и  А(^~х  какія  ниесть  приращенія  Ѵр~ 
&х  и  0/}  ~  &у  )  такЪ  чтобы  оныя  абсциссы  сдолалися  Ар~х-~т~&х  и 
Ад — у-{-Ау7  и  положивЪ  Ар — х-\-/\х — X  и  Ау~у-\ ~Ду~У,  проведемЪ 
параллельно  АХ  и  АУ  новыя  абсциссы  цк  и  рк,  взаимно  пресокающія- 
ся  вЪ  к\  потомЪ  продолжив'Ь  прежнія  ОІЧ  и  до  пресЬченія  ихЪ  еЬ 
п  и  /,  протянемЪ  параллельно  А2  соотвЬтствующія  ординаты  гш — г/ 
или  'т~ъг  и  ко~Ху  и  поело  сего  мы  можемЪ  разсуждать  такимЪ 
образомЪ  :  поелику  ВСБЕ  есть  поверхность,  со  стороны  плоскости 
ХАУ  вогнутость  или  выпуклость  имЪющая ,  то  явствуетЪ  ,  что 
ординаты  ея  не  могутЪ  быть  равныя  между  собою  (ч.  94.) ;  почему  ,  ** 
по  проведеніи  плоскости  МНКІ  параллельной  ХАУ,  ордината  ~  ^ 
сделавшись  ординатою  гш  ~  или  ординатою  Ы  ~  Ъ*1 ,  и  потомЪ 
ординатою  ко~~Ъ,  получитЪ  приращеніе  Ит  ~  —  «  или  \п  ~*  2."  — 
иКс  _:2  - Сіе  послЬднее  приращеніе,  по  проведеніи  прямой  тг  паралг 
дельной  МН  или  прямой  т  параллельной  МІ  ,  можно  разделить  на 
^ва  Н  я  ~  г'  -  г  и  го  2 — или  Іп — х,и — %,  и  іо~2—  Мы  возмемЪ 
изЪ  нихЪ  которыя  ниесть,  напримЬрЬ,  первыя  два,  и  замЬтивЪ,  что 
МН~^Ь  ~Р/>~Дѵ~Х— х  и  тг — НК — Ы —  — Л ѵ — У — у,  будемЪ  имоть 
«тьошенія  ихЪ  кЪ  приращеніямЪ  абсциссЪ 

Нт  а'—  2      го          2  —  %' 

—  Х-  х  И  тг  —  У  —  у* 


Естпьли  положимЪ,  что  абсцисса  А()  — ГгТ:ггу  пребываетЪ  по- 
стоянно таже,  то  вЪ  кривой  линіи  М#/,  составляющей  сЪченіе  пло- 
скости (ЖМдаЬ  параллельной  ХА2  сЪ  кривою  поверхносшію  ВСВЕ ,  по 

,  »  ,      Нт  а'  —  я 

доказанному  выше  (ч.  но)  оіпношеніе  — —  Ш  - —  —  будетЪ  функція 
какЪ  абсциссы  С>1М~АР  или  ея  количества  х ,  іпакЪ  и  абсциссы  Оц  :~ 
Ар  или  ея  количества  X  ;  но  поелику  абсцисса  А()~РЫ  или  ея  коли- 
чество у  непрестанно  изменяется  ,  а  вместЬ  сЪ  гпЬмЪ  и  кривая  ли- 

Нт  г'— я 

нія  М?п  такЪ  же  изменяется,  то  явствуетЪ,  что  отношете  х_х 
будетЪ  сверхЪ  того  функція  и  абциссы  А()~РМ  или  ея  количества  у 
и  следовательно  такЪ  же  функція  абсциссы  Ас,~рк  или  ея  количества 
У,  потому  что  V — у~{-Лу ,  гдЪ  Ду  по  произволенію  данную  величину 
иметь  можетЪ.  ПодобнымЪ  образомЪ  когда  положимЪ,  что  абсцисса 
Ар~ОЪ~Х  пребываетЪ  постоянно  та  же,  то  вЪ  кривой  линіи  тОу  со- 
ставляющей сЬченіе  плоскости  рЪток  параллельной  УА2  сЪ  кривою  по- 

I  го  2  —  2,' 

верхностію  ВСОЕ,  по  той  же  самой  причине  отношеше  —  —  х  —  у  У" 
детЪ  функція  какЪ  абсциссы  рЪ  ~  І>№  или  ея  количества  у  ,  такЪ  и 
абсциссы  рк~А$  или  ея  количества  У;  но  поелику  абсциСса  Ар  ~  0.Л 
или  ея  количество  X  непрестанно  измЬняется  ,  а  вмЬсто  сЪ  тЪмЪ 
и  кривая  линія  то  такЪ  же  изменяется,  то  явствуетЪ,  что  отноше, 

ніе  —      =■          будетЪ  сверхЪ  того  функція  и  абсциссы  Ар — ОЬ  или 

ея  количества  X,  и  следовательно  такЪ  же  функція  абсциссы  АРщ 
(Ж  или  ея  количества  ху  потому  что  х~Х — Дх  ,  где  Дх  по  произво- 
ленію  данную  величину  иметь  можетЪ. 

И  такЪ,  положивЪ  г^—^  ~  Р  и  ~  (^,  мы  будемЪ  иметь  два 

уравненія 

изЪ  коихЪ  получится  одно  следующее 

2=*+Р(Х— ж)+(і(У— у)  , 
гдЬ  Р  и      суть  функціи  какЪ  количествЪ  х  и  у,  такЪ  и  количествЪ 
X  и  У. 

И  поелику  ничто  не  препятствуетЪ  намЪ  измЬнять  абсциссы 
АР — (Ж — х  и  А(^)— Р]М~у  ,  какЪ  и  ихЪ  ординату  ММ~г  ,  не  изменяя 
абсциссЪ  Ар~ук—Х  и  Ал~рк~Ч,  какЪ  и  ихЪ  ординаты  ко  ~  2 ,  или 
обратно,  то  мы  можемЪ  здесь  сделать  два  положенія;  но  краткости 
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ради  сдЪлаемЪ  токмо  одно  первое  положеніе,  іпо  есть  положимЪ,  что 
абсциссы  АРІ~:  ОЫіігх  и  А()~Р]М-=у,  какЪ  и  ихЪ  ордината  КМ  .Иг, 
изменяются,  а  абсциссы  Ар—  с\к  ~  X  и  АуТ^рк  У,  какЪ  и  ихЪ  орди- 
ната Ь  ~2,  пребываютЪ  постоянны;  вЪ  слЬдствіе  сего  положенія 
мы,  по  взятіи  по  порядку  слЬдующихЪ  дифференціаловЪ  вЪ  разсуж- 
деніи  кодичествЪ  х  и  у,  изЪ  преднайденнаго  уравненія  получимЪ 
 ар  %  с?0 

йъ      сіР  АО 

*  ^Ту   ^(х-^) + -О.  '> 

й2х      сі2Р  А20  а? 

  А?х_    ,  ,    сі20_  ар  а&, 

°  Іхсіу  ~Т~сІхсІу(.Х-Х)        йхЛу(У~У)  —  Я 

 й2а   ,    агР  ,   а-0  ао 

° — Г2 + ат^х-*)  -ь        -  »#  I 

 йЗа    ,    йЗРг  аЗО  % 

°  =  *й  +  йз(Х-х)  +  йГ(У-^)  -  3,-  , 

  (І3а      ■     аЗР  азр^,  (|2Р  й20^ 

0  —  а72а7  "Т  й^7(х-*)  И-  й^7(Ѵ — >0  —  з^г;  — *  ^  > 

,         йхІ72    '    Ах±у2  ^Х  •    Лхіу2  СѴ  — >Ѵ "~  аТ2      2  4x4?  Н 
 сіЗа    .    аЗР                  аЗО  ; 

°  =  а^+а^(х-*)4-^(Ѵ-:Ю~%з  5 

^     _й4?  _йзр  аза, 

ахза^^ахза^-*'  '  а*за)Лѵ   -^-"^г^-    йх3  * 

  а4а     ]     а4р  а4&,  азр  аз& 

°     а*2  а.?2   •  «г*2^2  (х— х)  '  а^а5^(ѵ~ ^^За^ау2"- \* 

  Й4г      .      а4Р  сМО^  йзр  й30_' 

°       1хіуЗ~Т~  ЛхйуПХ~ х)\~Ах^У~У^'~йу2'~^і»йуі  И  ^ 
___Л4г   .    гі4Р/<и,      ч    .    а40  .  аЗО 

о  —  сР + а^(х-*)  4~  &<?-у)  - 

.  а*г  .  й5ру  •     ч     а*е>         -  а4р 

^а^4-а^(х-^+^(У-^)-5^-4  , 

  а>а   |   а*р  ,   а*^  а4р     а4^  < 

°  аІ4ау       йх~4Іу  Х~х)  ~Т~  АхТЛу  Ѵ*—у)  —  4гсіх34у  -~  й"х4  » 

  &*  ■    л*?   а^^ѵ    х _ »  _а4а  - 

°  ахЫу2    '   а*3і>"а^— х)  ^йхЗЛу^*     У)      ^Ах-Лу2 ^йхіЛу  > 

  й^*  і    а?р  _]  л5о  ш     а  а4^ 

—  ах2а^з  >~  ах2а^з(л— л>>  "Т"  а^2а^з^ х ~У)    2охіуз  —  °аж2а>2  * 

в  —  ах  іу4~  лхсіу^А .  х>  '  а«а^4^х  4йха:уЗ  и 

ф  —  а>5-Ь  р  (х- х)  гь  -фѴі-у)  -  Ьф 

и  такЪ  далЬе  до 


о 
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Ахп 


4 


сіх^- 
4пр 


4*0 


°  "*"  йхЧу1*— 2~~*~Ах*Ауп— х)^х2гіуг— 2С^  >ѵ"2&е«іуП--2"~  (я-","2^х2і'ѵ',—: 3* 
°  "~  йу7*    '    Ауп  ^ — х)    '    Ауп  С,       У/      й5у^г  ' 

гдЬ  и  число,  показующее  порядокЪ  посдЬдне-взятыхЪ  дифференціаловЪ, 
Откуда  ноложивЪ  ,   краткости  ради,  А — х~сс  и  У — ,  мы 
будемЪ  имЪть 

Ау    '    гіх       '    йх  И 

гіх         2  Ах2         2  йх2  2  іх2 

сі/у         йх         йхсіу    1    йхс^у       1  АхАу 

І%  —  ,      I  и      ,  ; 

йу   2Ауа         2  АУ2        '2  Ау2 

гіх2           3  іхЗ  ~  3  гіхЗ      ~  3  йхЗ 

гі2Р         А2§_          ЛЗя  ЙЗР  и\  й30,§ 


2 


ЙХЙ?  ЙХ2  іІХ2^      1     йх2сі/у         1  йх2с1^у 


<*72  2йаф   Длйу3"        АхАу2*  ~ '  й*Луа 

і и- 1  —  « 1  - -^* 

гіхЗ         4^x4  ~  '    4'іх4  4іх4 

°4х24>     '     АхЗ  4x3 Ау  "Т"  сіхЗ^     ГГ  йхЗсі^  ' 

ЙЗР       ,        гіЗ^    а4г  Й4Р  А4&  р 

^АхАу2  ~ Г  25х2Д^  — "  йх2^2  АхЧу2-06  ТхЧ.у*  * 
ЙЗР     ,        аЗ^    _Й4^_  ^4Р  _Й40,^  и 
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гіх4           5  Іх5    Г-  5  сія**  ~  5  Ах$  9 

^АхЗсіу         йх4         Ах4Ау    1    АхЫу       1  Ах^Ау 

°чіж2*уа  "Г"    АхЗАу           гіхЗа?2  ""^"  йяЗсІу2  «іжЗа^2  * 

л  \~~  Я  ~     ■  ой  Н  — -ь  . 

^АхАуЗ  ~  УЛхлЛул   іх24>-3  ~  ДОфЗ       '    йя2ф,з  * 

^  _Ц  хЖ.  —  Л?-  +  Л1-«  4-  И 
4>4    1    ^АхАуЗ        АхАуІ       йхАуА      1  АхАу^ 

и  шакЪ  далЬе  до 

ап— ір  і  а^а  _у  т  й^р       ,  апо_о 

^тт. — іР  дтг—   ■        гіпР  .  « 

&?     *1&хЪ—Ыу*    '    2  сія71—  4яг'— 24>2   I   Ля»— 34уа  "т"^2^5, 


'0.   ,  .  апя 


Ап? 


АхАу11 — 2 
ДЦ-'Р 

йуп—і         пАуп  ~*    пАуп      І~  п  Ауп  ' 


Ах2Ауп~2 
Апг  . 


ф,гг— і         тгсіу71    1     гг  с1^п       1     п  <іуг 

АѴ    ,  сЮ 

И  тавЪ  вмЬсто  Р,  (^,  ^  "Г^  и  5у  * 


~  сЬс2<2уп- 

I  йяР 
сіяф'71— 

Д2Р 

Ах2  5 


гіяаІ7п— 3 


-06 


' АхАуп- 


М  и 


ддр 


Ах2  9 


' 'АхАу 


и  "^ЗГ  ?  и  піакЪ  далЬе  до 

4П-  ір        _  сіП—  ір 

н- 


поставляя  найденныя  ихЪ  величины  вЪ  первоначальное  уравненіе  2  — ; 
Я+Р(Х— х)Ч-()(У— у)— ^+Ра+^и  произходящія  изЪ  него,  мы  получимЪ 

,    АѴ  2    ,    гіО  о 


—о  И 


йя "    1    ^я"     1  Ах 
Ах  АР 
*Ту*  + 


_|_  ^.?2 

4>        1  Ау 


Г 


сія 


бо 


< 
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*5*4  4  3x4     ^4  3x4 

ТШ/  б^3х3з/  уТ**"» 

3*Р 


\       Зх*       \         _   1-4-  Зт^,"  4 1 


I 


3x4  , 


Г 


Ь  4-^*33/ 

гі4^__«2е2  гч- 


34Р  5 
— .  ос, 

а*4 


з?з 


^ 


1      <!  -4-6 

Н-^з^3 

34г 
3?4* 


1-2-34 


-Ь(б 

,     у    Л4Р "    .    _  ѵдч 


33* 


ос 


1 

«ел. 

г 

] 


1.2.3 


4 


з*з 


-4-  3  7Г7  а  о  і 


*4*  4 

3x4 


5  3x5    +  5  3**    ВТ  5 


з?з 


3x43? 


і  л^шт^  У 


.  5+зх4з/ 

і^ЗхЗЗ}"  ^ 


дзэ*  5  +2зхТз^а  ь  +2й*зй^ 


34  г^. 


+йЗхЗЗ; 

+23х23;у3 

35я  р4 
^  ЗхЗ?4 

ь     5  іуі 


"23хг3>3 
3*Р 


64- 


^  3x3^4' 

60  * 


Зх23?Э 
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Г 


6.x 


і+  *» 


<Ь2*  1 


-В 


г/4г 
— с 

Лс4 


<і4г     2  л3 


сіх2сГу 

«~  ф-З 

сіх5 


<1х4&у 
10 


кЧ2 


1.2.3.4.5 


сІхаіуЗ 
^42о4 
<Ь-4Ь 


^    '     *  "йхібу 
'  10с1х2с^3 


+ 
1+ 


Ахіуі 
<25г^=5 

4^5 


1.3.3.4.5 


Ч-Г5— р-  М- 


<2х4ф/ 
Й50 


10- 


йу5 

ч- 


такЪ  далЬе  до 


—  4П  — 


+  7 


(« 


  Ой 

зР 
«ПР 


«хп — 1&у    '     йх71  / 


4- 

і)  АпР 


:  /   '<*та  і  "Г"  -  О  }сс2ёп-г 


'ч 


Здось  дополнительный  членЪ,  составляющей  всегда  конечный  рядЬ 

«та  »р,     ,  /^^^й^ч  «  ,  ^Я/=п-ьЛ 


і.2...л\іял  "         '  V  «#те—  ісіу^  ахп)<*  о  і  •••  1  ѵуі  і  '•в$АуЩ—іу?ч    I  ^ТІ 
называется,  какЪ  и  вЪ  общей  формула  разложенія  функцій  одного  пе- 
ремЬннаго  количества,  остатпкомЪ  ряда. 

ВЪ  разсужденіи  сего  остатка  заметить  надлежитЪ,  что  оный 
по  увеличиваніи  числа  и  даетЪ  намЪ  еще  новые  члены  сего  ряда,  по- 
следующее за  членомЪ 


/Лп2,    71  | 


-се, 


п — I 


іхіуп    1  Лу 


Т) , 


1.2  . . .  лѴх71  1  ^лсп — 
кои  сЪ  новымЪ  остаткомЪ  составляютЪ  прежній,  и  потому  сей  преж- 
ній  остатокЪ  ,  когда  число  и  неопределенное  ,  всегда  означаетЪ  сум- 
му сихЪ  послЬдующихЪ  членовЪ  ряда. 

Сумма  сія  послЪдующихЪ  членовЪ  или  оный  остатокЪ  сего 
ряда  есть  такого  свойства,  что  по  мЬрЬ  уменьшенія  прираще- 
ній  ос  и  §  количествЪ  х  п  у  можетЪ  сделаться  меньше  предЪидущаго 
своего  члена ,  или  все  тоже ,  каждый  членЪ  сего  ряда  по  мЬрЬ 
уменъшенія  ос  и  ^  можетЪ  сдЬлаться  больше  суммы  всЬхЪ  послЬду- 
ющихЪ  его  членовЪ. 

Чтобы  вЪ  семЪ  свойстве  удостовериться   простЪйшимЪ  обра- 
зомЪ  ,    то  возмемЪ    после    самой    функціи    г  первый  членЪ  ряда 


4ъ 


~~ос>  ~\г~&  и  соответствующей  ему  первый  остатокЪ 


*х 


ау 


Ау  1  сіх  ' 


__^_^Я?2,  и  замешимЪ,  что  дифференціальыыя   отношенія  ^  ? 
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я  Ш*  суть  функпДи  приращеній    «  и  & ,  приёмлгощія  отЪ  положенія 

иу 

и  ~  о  и  дЬйствительныя  ж  определенны*  величины,  каковы  суть 

_  -ІЛ  и  какЪ  то  изЪ  самыхЪ  величинЪ  ,  найденныхЪ  для 

тЬхЪ  отношеній  ,    явспівуетЪ  ;    почему  находимЪ  ,  что  выраженія 

+  +  В6  АК|  +Ѣ*  +1е:*СуЯь  шакІЯ  ФУК*«  "Р"" 
ращеній  «  и  что  отЪ  уменьшенія  оныхЪ'сами  уменьшаются,  ибо 
дЬлаются  равны  нулю,  когда  положится  и  — о  и  &~о;  чего  ради, 
естьли  «  примутся  за  абсциссы,  взятыя  на  плоскости,  то  оныя 
функціи  изобразятЪ  ординаты  такихЪ  кривыхЪ  поверхностей,  кото- 
рыя  проходятЪ  чрезЪ  начала  своихЪ  абсцисеЪ  «  и  но  явно,  что 
вЪ  таковыхЪ  кривыхЪ  поверхностях!»,  по  довольномЪ  уменьшеніи  сихЪ 

.бсциссЪ,  ординаты  ^  +  ^  +  ^  и  %Д  +         +  §І  «огутЪ 

сдЬлаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины,  следова- 
тельно могутЪ  сдЬлаться 

Лх      г   ъ\йу     ■    Ах  )   ^  сіх      2\Лу  т-  ах  /      '    сіу     ^  йу  5 
к  следовательно  такЪ  же 

сіх        г-  о1йу         Л»  /     7>  4*        2\Ду  ~  сіл/      ~  Ау      ^Ах  * 
■  такЪ  что  по  сложеніи  будетЪ 

— а   -4-  [ —  -4  =-)#ь  н — -о  <^  —ее  _и  —б  , 

Лс       '    Ѵ/у    Г  их  /      -Т        ^         '   «у  5 

то  есть  первый  остатокЪ  меньше  перваго  члена. 

ПодобнымЪ  образомЪ  разсуждая,  найдемЪ,  что  могутЪ  сдЬлаться 

^  4-  ^«-+       +  3^->§  Ш  +  &5 

почему  сдЬлаются  такЪ  же 

еж2        г    2\  с/х:^    '     Лс2/  '    2\йу2    Г7    «/«.-(у/         1»  СІХ2         '  Лс<*у 

2\   с/жс/у     '     Лж2  /  '    2\  '       <**г(у/  ф2      ^і/жіу         1     сіу2  * 

зпакЪ  что  по  сложеніи  будетЪ 

«.аѴі*3    ~Ѵ  сіхріуі^  сіх2  /      ~\.-/у3    '     с/х^у/         '    ^у2  / 
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ко  есть  вчпорый  остатокЪ  меньше  втораго  члена.    И  такЪ  далее. 

Отсюда  явствуетЪ  ,  что  остатки  сіи ,  по  море  уменьшенія 
приращеній  и  и  С,  могутЪ  сдЬлаться  еще  и  меньше  всякой  по  про- 
изволение данной  величины;  ибо,  разсуждая  о  самыхЪ  членахЪ  подобнымЪ 
образомЪ,  какЪ  разсуждали   о  сихЪ  остаткахЪ ,  найдемЪ,  что  члены 

могутЪ  сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины) 
и  слЬдовательно  томЪ  паче  соотвЬтствующіе  имЪ  остатки  могутЪ 
сделаться  меньше  всякой  по  произволенію  данной  величины. 

(197.)  Пусть  теперь  ѵ  какая  йиесть  функцш  трехЪ  перемЪіг- 
ныхЪ  количествЪ  х ,  у  и  х. ;  придадимЪ  количествамЪ  х  ,  у  и  х.  какія 
ниесшь  приращенія  «,  С  и  <у,  такЪ  чтобы  оныя  сделались  х-\-ос  ~  X» 
^-+-о~Ѵ  и  2і-\-у~Ъ,  и  ноложимЪ,  что  отЪ  принятія  одномЪ  количе- 
ствомЪ  х  приращенія  ос  функція  ѵ  — Дх,  уу  х)  сделается  ѵ'~  /(х-+-сс>ух%}> 
потомЪ  отЪ  принятія  другимЪ  количествомЪ  у  приращенія  ^  сія 
функция  ѵ1  сдЬлается  гѵи — г/(х  4~  У  +  з),  и  наконецЪ  отЪ  приня- 
тія  третьимЪ  количествомЪ  х,  приращенія  у  сія  последняя  функція  ѵ" 
сделается  V  ~ Дх  +  ос,  у  Чг  У)-     ИзЪ    доказаннаго  предЪ  симЪ 

явствуетЪ,  что  отношенія  ѵ  ~~_  и  *"  ~~—  будутЪ  функціи  количествЪ 

X  —  х      У — у 

х  и  у ,  потому  что  вЪ  обоихЪ  сихЪ  случаяхЪ  количество  х,  пола- 
гается посгоояннымЪ.  Но  поелику  действительно  изменяется  и 
иритомЪ  такЪ ,  какЪ  представить  еебЪ  удобно  будетЪ ,  то  поло>- 
жимЪ  у  что  х  изменяется  какимЪ  ниесть  образомЪ  зависимо  отЪ 
количествЪ  х  іл  у^  таі  Ъ  что  будетЪ -%~1р(х,у)  ;  почему  будетЪ  такЪ 
же  х  И  {"(у*  ъ)  и  у  —  /"'(х,.  х)  ,  и  следовательно  отЪ  измЪненія  ко- 
личества х,  изменяются  такЪ  же  и  количества  х  и  и  какЪ  ви- 
дели ,  что-  отЪ  измененГя  сихЪ   количествЪ  х  и  у  отношеніл 


X—  X 


изменяются,  то  явствуетЪ,  что  и  отЪ  изменения  количества 
У  — у  1 

X,  оно  такЪ  же  изменяются,  и  следовательно  суть  функціи  всехЪ  трехЪ 
перемонныхЪ  количествЪ  х,у  и  х-  Теперь,  поелику  отношеніе  -^. — 
ироизходитЪ   изЪ  функпди      ~  /(х  +  а  у  У  у      >  почитая  х      а  ~  X 
ал  постоянное^  то  изЪ  доказаннаго  предЪ  симЪ  явствуетЪ  ,  что  оное 


—  ц$6   


отношеніе  будетЪ  функція  количествЪ  у  и  х,  ;  но  какЪ  количе» 

2  —  2  , 

ство  X  или  х  ~  X  —  а  действительно  изменяется  ,  и  отЪ  того  ко- 
личества у  и  2,    какЪ  его  функціи  ,  такЪ  же  изменяются  ,  то  слй- 

дуетЪ,  что  отношеніе  Ѵ~^_  есть  фуикція  всехЪ  трехЪ  переменныхЪ 

2  —  а 


1  ошношеніе 
количествЪ  ж9  у  и  я. 

ИтакЪ,  положивЪ           —  Р  ѵ"  ~ѵ'  —  О  и           —  К,  мы  бу- 
Х-х    7  У  —у    2 — а    3 

демЪ  имЪть  три  уравненія 

-а'.  —  ѵ  +  Р(Х  —  х),       —  ѵі  +  (^(У  —  у)  и  V — ^'^Ь  к(2  —  *)> 
изЪ  коихЪ  получится  одно  следующее : 

V  ==  -о  +  Р(х  —  *)  +  О^Ѵ  _      к(2  —  *) , 
где  Р,  .(^  и  К.  суть  функіііи  какЪ  количествЪ  х,  у  и       такЪ  и  коли- 
чествЪ X,  У  и  2. 

ИзЪ  уравненія   сего ,  принявЪ    количества  X  ,  У  и  2  ,    какЪ  и 
функцію  V  за  непременный  или  ностоянныя,  а  количества  х,  у  и 
какЪ  и  функцДю  ѵу  за  переменный,  мы,  по  взятіи  по  порядку  слбду- 
ющихЪ  дифференціаловЪ  вЪ  разсужденіи  количествЪ  х,;иг,  получимЪ 

  А*ѵ     |    а2Р  ,    ^   ЙР  ^ 

_   л2ѵ  ,  й2р/       ч   .  й2о        ѵ     *2к.       .  ао 

'°  іхА^^  ЛхЛ^Х~  ^^Іх^^Ч^У^^  <іхЛ^2^^0  Тх  > 

  42г>     .     42Р  .     <*2&,  ,    42К  V  — 

°  ЩЩ    '    "<*уіа  СХ     *)  ~Г"  ЛуЛя  (У —У)    і    фіи  (2~  о7  11 

а2г>    .    й2Р  ч    .    ІО2  ч       гі2К      ■     .  сіК 

°  =  4а2  +  о^2СХ-^  +  ^2  ( Ѵ--У)  +  ^С2-*)-  2оГа  3 


азт;  .  сізр  .  йзо        ч  .  азк^     .  0а2Р 

=       +  дй(Х-*)  +  +  ^ГЗ  С2"  За^2  » 

" — йіс2^  ~^~Іх2Іу^Х~' х;і   йх^Лу^1    У)~Т~  4х~с1у(2"~*')      2  Лхіу      Ах2  9 


—  ^81 


^—~АхАуг   '    АхАу2^    х;*сІхсІуЛ*     У'Дх4&Ѵ      *'      йу*   •  2АхАу* 
азѵ  .  азр,        ѵ   .  азо  ,       .    ,    ЙЗК        ч  Л20 

_   АЗѵ  гіЗР  іЗ^  *ЗЦ  ^др      гіа0^  <?аКс 

°~  гіхі^іг  ^гіхй>сіг(Х  ^"^.іхсГуігЛ2     Щ    АуАъ     АхАъ  'йхіу 

  А3ѵ_    •    _йЗР_  ѵ'  I  .  <33&  ,     ^ЗК  >  а-о_  сі2В. 

_    4*3г>     .     <*зр  ,     ЙЗ^  о'ЗВ.  й20  й2К 

°  —  №  +  лу~сіъКх~х)  ~+~  *Г<і**(у— 5Й^Са  -  *)—  &  -  2<р*"  и 
азг;  .  йзр        .  ,  азож        .  43&  язв. 

и  іпакЪ  далЬе. 

Откуда,  поелику  X — V — и  2 — ^ГГу ,  мы  иаходимЪ 

  Ау  ~  Ау     ~  Ау       1  4у* 

—  —  -Л  ос  —I—        н  7  . 

  Ля    •    Ля      *     Ля  гі*  > 

2  —  і      -4-  і        ч-  1  1  —  у 

Ах          2  сіх2     '     2  СІХ2       1  .  2  ЙХ2       1     2  сія2'  ' 

<*г   I   ^,—  ^    I    дар«   1  I  'а*у 

_4_  і  ^  •  I  ву  * 

  2  ^2     '     2  Ау2        '     2  Т"  о  ^2'  5 

йР  А2ѵ      ,     й2Р       .     гі20  -    ,  й2К 

  [      :  — I—   Ой  —А  —  Ь  ■  У 

&ъ    '     Ах         АхАх    1    Ахйх      '    йлгіг       1    АхАъ  9 

--^  — I—  —  —  ос  -і  ~ь  Н  У  и 

Аъ    1     Ау        АуАъ     1     АуАъ      1    АуАъ       1  сіхіа 

^  —  і  *Ъ  ^_  і  ^«  Іді  і  -4-  і  *-Ьу  • 
  2  Аъ1  ~  2  йг2    "Т"  о  4Іг2     ~  о  гіг2' 

—  і       -4-  I  — ,е  -4-  і  -4- 

гіх2           3  сіхЗ     '     3  сілЗ     ~  3  гіхЗ       I     ЪАхЗ*  3 

М  А^,__  _АЗѵ_         _АЗ?_а  АЗ^    ,  _АЗК 

^АхАу    "  іх2         сіх3с1у    1    сіх-2^      1    сіх247      1    сгх2йу'  3 

й2Р  '       і20  сІЗ-у  аЗР  АЗО  о    .  йЗК 

 (_  2  — ==  ^   и  н  — о  Н  7  . 

ф2  -       іхіу.   АхАу2       АхАу2      1   АхАу2      1    йхіуъ'  * 

-4-  -4-  -4-  I  — У 

Ауг           3  АуЗ    >    3  АуЗ    ~  3  сі^З     7*    3  АуЗ '  > 
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й  и~- 

ахіа 

й2) 


^2. 


Ах2 

Л2К 


1  с?х2йг 


гіх2сіг    ""І-  сг*2сіг  '  ' 


й20_  ,  і2К  _ 
Лг2  аІуІъ  * 
сі2К  1ЙЗг'  I 

Ц~2   2  Л^Ч  I 


-  ізѵ 

"  йх2йъ 
й2К  _ 

сіхсіу 

-  й2ѵ 

-  4-  -ц  Л&  е  _}_  "зк 
~  1  +  т^ъУ 


а  —  "^-4  — \— 

Ахйусі^    1     сіхсіусіъ       '     йх&уд.ъ  1 

/7  "У1  /7       ^  г\       А  Т  +  V       -V  2  ^ 


«ПК. 


I      3  Л^Л  і 


гіг2~3(2гЗ    1     3  ігЗ        I     3  сігЗ 
и  піакЪ  далЬе. 

И  такЪ  вмЪсто  Р,  (^),  К, 


■  д.уй.%2  д.у&г? 

х  йЗК 

3  ЛгЗ  7  > 


и 


СІРх. 

 и 


проч.    поставляя  наи- 


5х'  а? 3 

денныя  ихЪ  величины  вЪ  первоначальное  уравнеиіе 

V  - :  ^Н-Р(Х  —  *)  +  $(У  —  у)  +  К(2  —  «)—  */ +  Рл  +  <К  +  Ку 
и  произходящія  изЪ  него  ,  мы  будемЪ  имЬть 


V  ~  ѵ  +  —а 


2 


,      -  ОС 

ах       *    с.х        1  сіх 


іу 


йу 

у  +  -«7 


есь  -4- 
&2 


сТх" 


гіКр 


47 


>7 


Г 

1+ 


ЙР  2 

 « 

йх 

1      .      /<$Р      ,  ЙЯч 

■4-  (,-  •)- 


1+ 


ЙК  2 

5^% 


і- 


Т  і2т;  2     т  ^2Р  о 
-  ,        -4--  — а  - 
2  сіл2         2  /я:2 

 ОСЬ- 

е  ^2 


2  сіх2 


йхсіу 


т  сі2К-  2 
й2К 


Й3Р       2  Й20      р  Й'К  2 


-а7_|_  -     -ос  у  і- 


сі2Р 


+ 


а  ѵ  *з 

.   ЬУ-\~   ос 

ауа&      '  й.уді.7. 


-4-  -  -  осу 
г  2аа2  ' 


2  &ъ2 


сРРѵ 

Й2Рѵг 


§72 


4«3 


Г 


ііѵ  *1 


^ТхТу^ 

в.  21        л  А2Ѵ 

<і2го  ю 


<!2Р  • 

а2о,^з 

Й2&\ 

  1Л*  • 


4- 

.    /      <І2Р       ,     Й2К\  2 


Г 


•  ЫяР-~^~*&х&ъ! 


1+  т 


1  1.2 


Й2і;  2 

 ос 

Ах2 

,      А2ѵ  хр 

.  &2гѴр2 

+  575 


с12г> 


Й2г>  2 


I  сб^Л-  I  -<**_]- ±  — ^ПХ^Ь-І-І — ос 5у 

3  АхЗ       *3  ЛхЗ     ~3  АхЗ         ^ЗАхЗ  ' 

АѵЗ  АЗР  ^з^      ^^О-ле3^2  сс2& 

Ах?~Ау        *~Ах2йуХ  Ь'  Ах2Ау°С      *  Ах2А.уЖ 

А3ѵ_  ^  [    гі2Р,  ^зф  (  ,  <*г& 

гіхсі}'2  сЬсй>2  Йхі-у-2  АхАу2 

I  і  ^а§3      і^§4  ,   і  ^ЗК  « 

Зі>3     ^З^З       ^Зф/З      ^ЗАхЗ  7 

азѵ   2       ізр   о      азо   2р    .    йзи  2  2 

 об  -у-4-  /х3<у-+-  Ь7Ч  «  "У 

<ІЗК        /в  2 

 аь-у 


азѵ   2       ізр   з      азо   2р    -    йзи  2  г 

і|        .  і  _і   ос  у~\-  ос*  у -л-  ^-х  Ь7Ч  ос  у 

1*~1.2>  (ІІѴ       р  ЙЗР        го  ^ЗО  .  гіЗ 

і  I  ,      «іЗгі        2  ,      ЙЗР      2   2        ЙЗО     «  2        СІЗК  о 

+  Ах^аУ  +  У  ^Ш,2^ 

^     +  Ц^йу+  ^-,а^+ зй^-ь  І^^ѵ2 


'      т  АЗѵ  г>      тіЗР     о        ^ЗО/с  •>     т  (іЗК.  4 
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48?  — 


ах 

йп<з  і 

—  о  > 
ау  Г 


»        й2ѵ  г  « 

■ —  се 

^ТхТ^ 


4-3- 


ОС 


1~Н 


с12г>  о 
 У 


г 

1.2  .  % 


ёіхау2 
;~  сГусіг2  ' 


Г 


1.2-3 


аЗР  4 


■   /д  сіЗР      .    ЙЗКѵ  3 


(6; 


ІЗр 


4-з 


<ІХ2СІЪ 


сіхаусіті 


_    0ІЗК.   \  «2 


Й>3> 


-И 


ЛІІ  


теакЪ  далЬе. 


гіЗР 
сЁуЗ 


ЙЗК 

азк 


;  ІЗК 


21/ 


да 


Чтобы  удостовериться,  что  здесь,  какЪ  и  вЪ  разсмотрЪнномЪ 
доеелЬ  случай  ,  всякой  остатокЪ  ,  по  мЪрЬ  уменьшенія  приращеній 
«>  6"  и  у  у  можетЪ  сделаться  меньше  предЪидущаго  своего  члена;  то 
возмемЪ  Л  после    самой    функціи   ѵ  первый    членЪ    ряда  ^ее 

^<у  и  соответствующей  ему  остатокЪ    —а  —1_  (—  -+-  -Д^б"  '^^1 

йх      1    \&у       Ах'  іу 

4_  (2  _|_  ^)«у       (^_|_^)&у  _}.„  ^у2,  и  замЪтимЪ,  что  дифферен- 

ціальныя  отношенія  І  Ш  +  Ѣ  и  •»  суть  функ- 

"  іх9  Ау       йх9  йу3  Аъ^  йх3  йъАу       А*  1 

цт  приращеній  а,  Си  у,  приемлющія  отЪ  положенія  «~о,  С~о  и  у~о 
дойствительныя  и  опредоленныя  величины ,  каковы  суть  1  ^~У-  9  ^Ц^-, 
Л^ѵ     Л^ѵ_  и  ^  4%    как-]з  гао  изъ  самЬ1Хъ  величинЪ ,  найденныхЪ 

для  тЬхЪ  отношеній  ,  явствуетЪ;  почему  находимЪ  ,  что  выраженія 
гіх     1   2  йх/     <^  <*х/у  -> 

суть  такія  функціи  приращеній  «,  С  и  у,  что  отЪ  уменьшенія  оныхЪ 
сами  уменьшаются  ,  ибо  делаются  равны  нулю  ,  когда  положится 
се~о,  С~о  и  у  ~  о;  но  поелику  приращенія  сіи  ос,  С  и  у,  какЪ  не- 
зависимыя  одно  отЪ  другаго,  могутЪ  быть  изменяемы  такимЪ  обра- 
збйЪ,  какимЪ  угодно  будетЪ,  то  можемЪ  положить ,  чшо  приращеніе 
у  изменяется  какЪ  какая  ниесть  функція  приращеній  ос  и  С,  такЪ 
что  будетЪ  у~ф{а7  О,  которая  обращается  вЪ  нуль,  когда  ос  ~  о 
и  ?~о;  чего  ради  вместо  у  поставляя  вЪ  преднааисанныя  выраже- 
нія  <р(ссу  С}>  оныя  преобразимЪ  вЪ  сіи 

Агсс  +  ВД  А2«  -Н  Ъ2%  и  А^  +  В3С, 
где  АІ,  В1?  А3,  В2,  А3  и  В3  суть   функціи  токмо  прирзщеній  се 
и  потому   по  доказанному  вЪ  предЪидущемЪ  случае  чрезЪ  уменьше- 
ние сс  и  ^  сделаются 

почему  вЪ  преднаписанныхЪ  выраженіяхЪ ,  придавЪ  приращеніямЪ 
ее,  С  и  у— С)  соответственный  сему  ихЪ  состоянію  величины^ 
іудевдЪ  иметь  такЪ  же 


— с 
сіх 


1    <А:іу    [    гіх '      1  2М*    1    с/я/'  ■ 
'    с/я  /      1    <*у       1    2ѵ  г/а    1    я^/ '    *  с/у  " 

2\  і 


Л» 


Лѵ 
сіх 


сіу       '    2^с/г    1    с/у/ '    "*  йу 

и  потому  когда  по  умноженіи  перваго  выраженія  на  щ  втораго  на  § 
и  третьяго  на  у,  произшедшія  произведения  сложимЪ,  іпо  получимЪ 

^>  с/Я       '    ііу      г  іъ  * .? 

то  есть  первый  остатокЪ  меньше  перваго  члена.  И  такЪ  далЬе  и 
далЬе  поступишь  можемЪ. 

ПослЪ  сего  не  трудно  уже  уразумЬть,  что  когда  и  вообще  воз- 
мется  сколькихЪ  бы  то  нибыло  перемЬнныхЪ  количествЪ  функція 
іці— Дх,  у  ,  ъ,  V,,  и  у  і  и  проч.),  то  для  разложенія  функціи  IV  Ц± 
/(х-Нсе,  +  ^Н-у>  ѵ  -НА  "  +  р>  ^  +  ^  ипроч),  Есе  дЬло  состоитЪ 
токмо  вЪ  разложеніи  степеней  і  (х  +  У  ~1~  г  ~г  ^  и  +  **+"  и  дроч.)ску, 
_1_/х_і_у_і_г_і_ѵ-і_л^_/-|-  ипроч.)^/2гу,-і-(х-1-у  1  ъ-\-ѵ-ь-и-\-1+  и  проч.)3,/3.1У 

1.2  4  1-2.3 

и  такЪ  далЬе,  и  вЪ  постановленіи  вмЬсто  количествЪ  х,  у,  -с,  «>  ? 
и  проч.  выраженій  — .  А  — ,       -і-,  —  и  проч.;    и  по  учиненіи  сего, 

^  Г  с/я'  «У*  с/а'  Й*0?  гіи'  с/Г 


получится 


с/то 
 06 

с/Я 

~  с/у 
,  с/то 

с/то 


'            Й2ТО      2  ' 
 ѵ« 

ах2 

2   «Ь 

Й2ТО 


2- 


і  ^         с/а/  ^         і.2  *( 


С/ТО 

с/Г  Ь 

-|-  и  проч. 


+ 


+  т~ьУ 


(ІХ.ІЪ 

і-усіг 

сі2то  2 
 «ѵ 

сіг2 

СІ2ТО 


осу 


К,  — {-  и  проч. 


„  а -'то  л 
,  2-—  -«а 
I  аяат; 

_  гі2то  $ 

^™$2 


1+и 


проч. 


—  4?7  — 


ПриложйтмЪ  теперь  сіи  формулы  кЪ  опредЪленію  наиболъшихЪ 
или  наименшихЪ  величинЪ  функцій  многихЪ  перемЬнныхЪ  количествЪ, 

(іу8.)  Пусть  г  какая  ниесть  функція  двухЪ  перемЬнныхЪ  ко- 
личествЪ х  и  уу  и  пусть  найдены  для  нихЪ  величины,  при  которых?) 
сія  функція  я  получаетЪ  наибольшую  или  наименьшую  величину  ; 
поелику  вЪ  семЪ  состояніи  функціи  г  величины  обоихЪ  перемЬнныхЪ 
количествЪ  х  и  у  суть  опред Ъленныя,  то  положимЪ  ,  что  одно  изЪ 
нихЪ,  как'Ь  у  у  имЬегпЪ  свою  опредЪленную  величину,  при  которой 
величина  функціи  г  дЬлается  наибольшею  или  Наименьшею  ;  явно  , 
что  тогда  для  опредЬленія  величины  другаго  перемЬннаго  количе- 
ства х,  надлежитЪ   взять   ДифференіііалЪ  функціи  &  вЪ  рдзсужденія 

одного  сего  количества  х  ,  и  составить  ураЕненіе  -~~о  (ч.  і38^.  По- 
йл 

добнымЪ  образом'Ь  ,  когда  положимЪ  ,  что  перемЬнное  количество  х 
имЬегпЪ  свою  опредЪленную  величину  ,  при  которой  величина  функ- 
ции ^  дЬлается  наибольшею  иля  наименьшею  ,  то  для  опредЬленія 
величины  другаго  перемЬннаго  количества  у,  должно,  по  той  же  при- 
чини ,    взять  диффереиціалЪ    финкцДи  ^вЪ  разсужденіи  одного  сего 

количества  у  и  составить  уравненіе  ^г  —  о.     И  такЬ  ,  естьли  поло- 
жу 

жимЪ  ,    что  функціи  г   дчфференціалЬ       ц;  Ріх  4?  'ОДУ  \  то  ,  поелику 

~Р  и  "".^  —  О  ,  надлежитЪ  составить   два  уразне.нія  Р~о  и  О — о. 

Ах  >\у 

изЪ  которыхЪ  и  определятся  принятыя  нами  за  извЬстныя  величи- 
ны обоихЬ  количествЪ  хну. 

Сіе  самое  разсужденіе  можно  приложить  кЪ  функціямЪ  трехЪ 
и  болЬе  перемЬнныхЪ  количествЪ  ,  и  всегда  достигнешь  кЪ  подоб- 
нымЪ  заключеніямЪ.  Но  заключенія  сіи  непосредственно  слЪдуютЪ 
изЪ  предЪидущихЪ  формулЪ  ,  и  сверхЪ  того  изЪ  оныхЪ  произведены 
быть  могут'Ь  вЬрные  признаки  ,  по  кошорымЪ  безошибочно  утверж- 
дать можно  ,  что  предложенная  функція  имЬетЪ  наибольшую  или 
наименьшую  величину  или  совсЬмЬ  ни  той  ни  другой  не  имЬетЪ,  и 
притомЪ,  когда  имЪетЪ  ту  или  другую,  то  которую  изЪ  нихЪ  именно. 

И  такЪ  пусть  %,  какая  ниесть  функція  двухЪ  перемЬнныхЪ 
количествЪ  х  и  у  ,  и  пусть  когда  количествамЪ  х  и  у  придадутся 
какія  ниесть  приращенія  ее  и  С  и  уменьшенія  — ее  и  — ^ ,  функція 
*  сделается  и  ;  мы  по  доказанному  предЪ  симЪ  (ч.  196)  бу- 
демЪ  имЬть 


—  т  — 


тх»  I 


I  } 


+  —4 

'  І.2.Ч 


1 


І.2.3.4 


гіх4 


 сс 

АхЗ- 

1      ах^ау  і 


ал 


й2г  2 
. —  а  < 
1  йх2 


т 
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!  <**за 
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ГдЬ  3(«,       осташокЪ  сихЪ  рядовЪ,  когаораго  видЪ  намЪ  извЪстенЪ. 

ЛоложимЪ  ,  что  функція  приемлетЪ  наибольшую  или  наи- 
меньшую величину,  когда  сделается  х~ а  и  у~Ь  ;  явно  ,  чніо  есіпьли 
вмЪсто  х  и  у  посгаавимЪ  какЪ  большія  такЪ  и  меньшія  нежели  а  и  Ь 
величины,  то  величины  функнДи  отЪ  того  произшедшія,  всегда  долж- 
ны быть  меньше  или  больше  нежели  та,  которую  она  получаетЪ  отЪ 
постановленія  вмЬсто  х  и  у  величинЪ  а  и  Ь.  Чего  ради,  естьли  , 
поставляя  вмЪсто  х  и  у  величины  сіи  а  и  Ьі  означимЪ  наибольшую 
или  неименьшую   величину  функціи      чрезЪ  /    и  дифференціальныя 

—  и  проч.  чрезЪ  А  ,  В  ,  С ,  V, 


отношетя  — 


сі2г    й2г     й'г    сПг  <{іг 


йзс'  а>>  йд;2-'  іхіу'  а>2*  йжЗ'  а*2а> 


ЗЁ,  Р,  С  и  проч.,  то  величины  г!  и  '*  фуякціи  г,  соотвЪтСтвуіощія 
івеличинамЪ  х-\-сс~а-\-к,  уЧг€^Ь  +•§  И  х —  сс  ~1  а  —  «,  ^  —  1?™#-Нэ 
ЖоличествЪ  х  и  у,  сделаются 

4-  .   .   .  +'Т(«,  Ой 

*-г  ,2.з]+зн1§  р,,з.4^4Р^3  г 

—  .  .  ,  .,  ±Т(*,  §), 
ц  будетЪ  какЪ  такЪ  и  'г  меньше  /или  больше  %л 
Но  поелику,  по  мЪрЬ  уменьшенія  приращеній  с*  и  ? ,  каждый  члёнЪ 
хйхЪ  рядовЪ  можетЪ  сдЬлаться  больше  всЬхЪ  послЬдующихЪ  членовЪ, 
то  по  необходимости  членЪ  Аос^ Вь  долженЪ  быть  ~о^  ибо,  вЪ  про- 
іпивномЪ  случаЬ ,  оный  можетЪ  сдЬлапіься  больше  всЬхЪ  послЬдую- 
щихЪ   членовЪ,  и  тогда  будетЪ  г,'  а  когда  Ах      В?  есть 

количество  отрицательное,  или  будетЪ  г/^>  /,  а  '^<^У,  когда  поло* 
жйтельное;  что  противно  существительному  свойству  наибольшей 
или  наименьшей  величины  ,  и  следовательно  положейію.  Й  такЪ  бу- 
детЪ Ада  ч-ѵ'В%г— .о  :  :и  поелику  ничто  не  опредЪляетЪ  величины  прй- 
ращеній    а  'и  то  будетЪ    такЪ  же    Асе.' +  В§' ~  о,    и  потому 

А—  — |—  В  ~  о  и  А—  Н  В~  о  ;     откуда  чрезЪ    вычишаніе  получится 

А^—  Щ~-Оъ  следовательно,  поелйку     —  |.  не  можетЪ  быть  нуль, 

будетЪ  А  ~  о,  и  потому  такЪ  же  В  о. 

И  такимЪ  образомЪ  вЪ  случаЬ  наибольшей  йлй  наименьшей 
величины,  и  следовательно  вЪ  .случаЬ  х~-и  и  у  ~  Ь  ,  будетЪ  А  ~ 
—  —  о  и  В  ~  °э  и  иредЪидущіе  ряды  сделаются 
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*=г-ь-і 1  \  ъъосъ 1  -  — <^  ы  Л  гь— Н  4  бк*ае"  !>  -+-т(*,  о, 

■     и-ке  -I  ^ 

ИзЪ    сихЪ    рядовЪ    іпошчасЪ    видно,    ч-гао ,    по    сдЬланіи  члена 

—  (Сое2  г  2В«§4-Её2)  —  —  (— Ѵч-2лаѵ«?  +  ^Л  чрезЪ  уменыпе- 

1-2  1.2  МЛ'  ЙХЙУ  / 

ніе  л  и  §  больше  всохЪ  его  послЬдующихЪ  ,  будетЪ  какЪ  шакЪ  и 
^  меньше  /,  ног^а  оный  членЪ  есть  количество  отрицательное  ,  или 
будетЪ  какЪ  такЬ  и  больше  /,  когда  тотЪ  же  членЪ  есть  ко- 
личестьо  положительное ,  и  следовательно  срункція  ъ  будегаЪ  имішь 
вЪ  перзомЪ  случай  величину  наибольшую*  а  вЪ  другомЪ  наименьшую. 
Откуда  слЬдуешЪ,  что  для  опредЪленія  наибольшей  или  на- 
именьшей величины  функціи  анадлежитЪ  сыскатьвыраженія,кото- 
рымЪ равняются  дифференціальныя  отношенгя^  и       и  уравнять 

оныя  нулюі  изЪ уравненій  сихЪ  ^  —  °  найдутся  велиѵины 

колиѵествЪ  х  ~а  и  у~Ь%  которым^  соотвѣтствуетЪ  наибольшая 
или  наименьшая  величина  функціи  ъ9.  и  пошомЬ  определится 
та  или  другая  изЪ  сихЪ  двухЪ  велиѵинЪ  ,  поставляя  вЪ  функ- 
цію  а  вмЪсто  колиѵествЪ  х  и  у  найденныя  для  нихЪ  величины  а  иЬ^ 
Для  узнанія  же  .  которая  именно  величина  місто  имітъ 
будетЪ,  наибольш  я  или  наименьшая  ,  Ні.длежитЪ  сыскать  еще 
выраженье,  которому  равняется»  слпдующій  ъленЪ  -|-  2^-^г  а^ 

— 1—  •;  *о%,  взятый  безЬ  своего  предетоящаго*        и  изЪ  оного  выря- 

1    ау2     '     ■  "  і.2  _  г 

женгя  определить  его  величину  у  соответствующую  наііденнымЪ 
еелиѵинамЪ  а  и  Ь  для  колиѵествЬ  х  и  у  :  когда  она  будетЪ  отри- 
цательная ,  то  мЪсто  иліѣть  будетЪ  наибольшая  величина ,  # 
когда  положительная,  то  наименьшая/. 

КЪ  сокращеніго  сего  изЪисканіа  оный  членЪ  ,  безЪ  своего  пред,- 
стоящаго  ,    представленный    вЪ    случай    х~а    и  чрезЪ 
С»2      аВл І  -+•  Еь2,  преобразимЪ  вЪ  сл^дующій  видЪ; 

откуда,  примечая  ,  что  квадраты      4-  и       суть  всегда  коли- 

честв* положительный,  мы  находимЪ,,  чшо  членЪ  сей  непреліЬнно  бу- 
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детпЪ  количество  отрицательное  ,  когда  С  и  Е  суть  отрицательны* 
и  притомЪ  _  <^  Е,  и  следовательно  В2<^СЕ.  РавнымЪ  образомЪ  нахо- 
^имЪ,  что  тотЪ  же  членЪ  непремЬнно  будетЪ  количество  положнтель- 

мое,  когда  С  и  Е  суть  положительный  и  притомЪ  _ <^Е,  и  следовательно 

О 

Б2<^СЕ.  И  шакЪфункція  я  будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наименьшую 
величину,  когда  при  отрицательныхЪ  или  положительныхЪ  величинахЪ 

количесгавЪ  С/—  -™)  иВ(— купно  получаемыхЪ,  будетЪ     (—(-^—^ \ 

меньше  СЕ/'—  Откуда  тотчасЪ  видно  ,  что   естьли  коли- 

V        сіх2' сіу2/ 

чество  С  или  Е  или  то  и  другое  будетЪ  нуль,  а  Б  не  нуль  ,    то  не 
можетЪ  быть  ни  наибольшей   ни  наименьшей  величины  функціи  зф 
'■   Естьлиже   величины  а  и  Ь  количествЪ   х  и  у  полученныя  иаЪ 
уравкеній        —  о  и  —       о    уничтожаюшЪ  разематриваемый  нами 

членЪ  преднаписанныхЪ  рядовЪ  ,  не  изтребляя  слЬдуюіцаго  члена,  шо 
вЪ  такомЪ  случаЬ  оньте  ряды  сдЪлаются 

р  ■  ■  * '  ч  Г   ь«4  1 

I    р"    'I  і  +4М«3?  і 

откуда  явстзуеіпЪ,  что  по  сдЬланіи  члена  — —  (Б^34-ЗСт<%2б4-ЗНя§Е- 1  КС3) 

1.2.3  ' 

чрезЪ  уменьшеніе  ос  и  С  больше  всЬхЪ  его  послЪдующихЪ  ,  будетЪ 
<^_/ ,  а  ^>  /  ,  когда  сей  членЪ  есть  количество  отрицательное, 
или  будетЪ  &'^>/)  а  <^/>  когда  тотЪ  же  членЪ  есть  количе- 
ство положительное  ,  м  потому  не  будетЪ  ни  наибольшей  ни  кд- 
именьшей  величины  функціи  я. 

НапротивЪ  того,  когда  выдетЪ  величина  сего  члена  равна  ну- 
лю ,  а  величина  слЪдующаго  не  равна  нулю ,  то  вЪ  такомЪ  случаЬ 
функція  г  будетЪ  имЪть  наибольшую  или  наименьшую  величину» 
смотря  потому  ,  какую  величину  ,  отрицательную  или  положитель- 
ную ,  оный  членЪ  получитЪ  отЪ  ностановленія  вЪ  него  вмЪсто  ко- 

йі  * 


личествЪ  дг  и  у  величине  <г  и  К   найденныхЪ  изЪ  уравненій        —  о, 

;  Лх 

&у  —  ' 

Для  скорБйшаго  же  того  узнанія  членЪ  сей,  взятый  безЪ  своего, 

предстоягцаго  ,, 

ЬИ  +  ІМиК  4-  ШссЧ2  -)-  фл&-+  СУ;* 
представимЪ  вЪ  слодующемЪ  видЪ  : 

Ч*  +  -ь )  +  Чь  -ь  -о )  +  К3*    ьг    ~о>  е * 

и  мы  тотчасЪ  находимЪ,  что.  оный  членЪ  будетЪ;  количество .  отриг 

цательиое  ,  коіда  Ь  ,       н  31?  —   суть    отрицательный  ,  и: 

^      '  Оі 

напротивЬ  того  будетЪ  количество  положительное  ,  когда  сіи  пог 
слЪднія  количества,  суть  положительныя,  И.  такЪ  далЬе  поступить 
можемЪ.. 

С1 99  )     КЪ,  ноясненію.   сего;  правила    предложимЪ,  нЬкоторыв: 
примеры, 

I.  Пусть  требуется  определить  ,  когда  функція  г  —  х*  +  ХУ  + 
—  ^  будетЪ  имЬть  наибольшую  или  наименьшую  величину* 
По  взятіи  дифференціаловЪ   сей    функціи   сперва,  вЪ  разсужде?- 
щи.  х,  а  дотрмЪ  вЪ  разсужденіи  уу  имЪемЪ, 

—         2Х  -\~  у  —  а  И       ~  3/"Т"     —  "  > 

потомЪ  составляй  уравненія  й5  ~  о  и       ~  о  ,  получимЪ. 

ах  4-  у  —  л  ~  о  и  27  4"  х  — '  ^  —  °» 

и  оттуда. 

_  3,  з  5 

щакЬ  чшоз 

 ,  а2"—  аЪ  •+  &*• 

"  3 

Чтобы-  узнать.,  какая  есть  сія  величина,  наибольшая,  или,.  нд°- 
К^еньщад.,  то .  сыщемЪ , 

йгг  р.'    ^зй. 

т  —     ~     '  ^  —  1:  —  Ъ  И         =  2  =  К  > 
и.  мы.  находимЪ,  что,  С  и  Е  суть,  положительныя.  и  В2  <^  СЕ,,  почему 
заключаемо  5,  что,  величина  сін  есть  наименьшая-^  то  есть,  собствен., 
но  говоря,.  изЪ.  ощрицательныхЪ,  величинЪ  функции.  «.  есдаь.  наиболът- 
щаяі  (ч.  і4-р.),". 
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И'.    Пусть  требуется  определишь  случаи,  вЪ  коихЪ  функція  %  ~ 
х?іі~уі — Ъаху  будетЪ  имВшь  наибольшую  или  наименьшую  величину. 
ВзявЪ  частные  дѵіф  ререяціалы,  находимЪ 
—  Зх2  "-Іау  и  ^~  3у2  —  -5ах  ; 

СІХ  (І)' 

полагая  же    —  —  о  «и.  —       о  ,  имЬемЪ 
іл  <іу 

ха  — ду   и  у2  ~  #Х  і, 
и,  оттуда  ,  взявЪ  первие  уравненіе  квадратно  и:  умноживЪ  второе  н&і 
л2,  ііО  отнятіи  одного  ошЪ  другаго  получится 

.ѵ4  —  а3х  —  о  , 

которое  даетЪ,  или  х  ~.о  или  х~д,  и  потому  будетЪ  или  у  о 
или  у  а. 

ВЪ  первоміг  случаЪ  для  узяанія ,  имЪетЪ  ли  мІЬсто  наиболь- 
шая или  наименьшая  величина,  сыщемЪ      ~        6х,  ^  2   Зд  и 

йх2  сіхЛу 

6  у  ;  откуда  имЬемЪ  С  ~  о  ,  Т>  ~: — 3*/   и  Е~о,  и  поелику  В2 

сіу2 

не  меньше  СЕ  Уа  то  заключаемЪ  что  вЪ  семЪ,  случаЬ.  нЬтЪ,  ни.  той^ 
ни  другой.. 

ВЪ  другомЪ  случай  ,  вЪ-которомЪ  и  х~а  и\у~й,  находимЪ 
С~-\~6а. ,  В~ — 3:2  и  Е~  г  ,  такЪ  что  Б2  <с^  СЕ  ,  и  потому 
вЪ  семЪ  случаЬ  величина  функціи  я  ~ — а3  будетЪ  наименьшая,  то 
есть,  собственно  говоря,  наибольшая  изЪ  отрицательныхЪ  величинЪ, 
между  нЬкошорыми  предЬлами  содержащихся. 

III.  Пусть  требуется  определить  случаи,  вЪ  коихЪ  функція 
«;~х3-  -,-ду2 —  Ъху-\-сх  будетЪ  имЬть.  наибольшую  или  наимень- 
шую величину.. 

ВзявЪ  предложенной  функціи;  частные  дифференціалы.  перваг»* 
И;  вшораго  порядковЪ,  находимЪ. 

А*  —  Зх2  —  Ъу  -і-  с  и  *±  —  аяу  —  Ьх  „ 
йх    іу  ' 

-—       6х  ,  --— -  —  —  Ь  и  ѵ_  —  2д  : 
сіх2  ахау  ау2 

потомЪ  ,  составляя  уравненія  —        о  и  о,  получимЪ> 

Ах  іу 

Зх2  —  Ьу  4?  сцо  и  аду — &х  —  о, 

и,  оттуда 

  Ьх    ^2        Ь^х          _  ±'и'Х          Ь5±  УЬ4— 48а2с'в> 

2*'  6а  з  іга. 

Явно,  что  естьли  не  будетЪ  Ь^^>^.Ьігсу,  то  ни  наибольшая^  ни*' на— 

именьшая  величина  мЪста.имЬть  не. можетЪ;,  почему   положимЪ  5, 
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что  $а  е,  и  что  И — 1^а2с  ~  У2}2 ,  такЪ  чтобы  было  с~  _і — |— ^ 
будетЪ 

та  24а2  9 

С—  *Ѵ±Ю_    В  —  — І  и  Е  —  ал. 
га 

Откуда  явствуетЪ  ,  что  при  положительномЪ  количеств^  а , 
хЪ  случаЬ  знака  -}-,  имЪетЪ  мЬсто  наименьшая  величина,  ибо  тогда 
Б2  —  Ь2  и  СЕ  ™  Ь2  +  Ъ}  ,  то  есть  Б2  <^  СЕ  ;  вЪ  случаЬ  же  знака  — 
ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины  не  будетЪ  ,  какЪ  когда 
/  <^  Ъ  ,  такЪ  и  когда  1^>1>'}  ибо  тогда  вЪ  первомЪ  случаЬ  будетЪ 
СЕ  ~Ь2  —  Ы ,  то  есть  Б2(~  Ь2')  не  меньше  СЕ  ;  а  вЪ  другоыЪ  будетЪ 
С  отрицательное  ,  а  Е  положительное  количество.  Но  естьли  коли- 
чество  а  будетЪ    отрицательное,   то  вЪ  случаЬ  знака         то  есть 

когда  х  и  „  Ь2(&-Ь/)^  м{,сшо  ИмЬть  будетЪ  наибольшая 

12а  24а2 
величина,  потому  что  С  иЕ  будутЪ  отрицательныя  и  Б2<^СЕ;  вЪ 

случаЬ  же  знака  — ,  ни  наибольшей  ни  наименьшей  величины  не  бу- 
детЪ ,  какЪ  когда  /  Ь  ,  такЪ  и  когда  /  ^>  Ь  ,  потому  что  тогда  вЪ 
первомЪ  случаю  будетЪ  Б2  не  меньше  СЕ  ,  а  вЪ  другомЪ  будетЪ  С 
положительное,  а  Е  отрицательное  количество, 

Естьли  же  /  щ  о  или  с  —  — ^    то  при  положительномЪ  количе- 

48а2  * 

ствЪ  а  функція  г  будетЪ  имЬть  наименьшую  величину,  а  при  отри- 
цательномЪ  количествЬ  а  наибольшую;  ибо  хотя  тогда  Б"— СЕ,  од- 
нако общее  выражение  С  — \-  ■  \  ■  (Е  • —  ^г)^2  1  котоРаго  про- 
изведены сіи  признаки  (ч.  ]  дЗ)  ,  остается  вЪ  первомЪ  случаЬ  поло- 
жительнымЪ ,  а  вЪ  другомЪ  отрицательнымЪ- 

IV.  Пусть  требуется  опредЬлить  случаи ,  вЪ  коихЪ  функція  %  ~т~ 
зс4Ч-у4  —  ах2  у  —  аху2  -\-  с2х2  -\-  с2у2  будетЪ  имЬть  наибольшую  или 
наименьшую  величину. 

СоставивЪ   уравненія  изЪ  частныхЪ  дифференціаловЪ  перваго 
иорядка 

—   4*  —  йаху  —  ау   -\~  2ГХ  ~  о  и 

—  ~  4у3  —  ахй  —  паху  +  чс2у  ~  о  , 
«ЕічтемЪ  одно  изЪ  другаго,  и  мы  получгшЪ 

4.x3  —  4>'3  ~Ь  л*2  —  *у'  4"  24'2х  —  а<гѴ  ~  О  , 


которому,  какЪ  то  "явно,    удовлетворяешь  х~и:у%  отЪ  чего  первое 

уравненіе  >  то  есть  ~  —  о  ,  сдЬлзется 

■  йх 

4.x3  —  Зах2  4"  2с2дг  —  о  у 

котораго  корни  суть  х~о  и  х —        —  - — , 

Естьли  возмемЪ  х~о,  то  будетЪ  такЪ  же  н  у~о;  почему  еыскавЪ 
~  1 2х2  —  аау  -{-  2 
имЬмЪ  вЪ  семЪ  случаЬ 


~2  і2х2  —  аду  -4-  2^2,  -й-2  —  П  —  2дх  —  аду  и  — -г~  1 2_у2 — 2дх4-  о.с2% 


С— ее2,  Э—о  к  Е  =  2<2, 
то  есть  ,  по  причинЬ  что  количества  С  и  Е  суть  оба  положитель- 
ная   и  В2  <^  СЕ ,   функція  %  вЪ  случаЬ  х  ~  о  и  у      о  имЬетЪ  вели- 
чину наименьшую. 

Естьли  теперь   возмемЪ  х  щ  У  —  3я  ±"|/9Д — 


^>  Зъс7 ,  по  причинЬ  что  4-*2  —  З'^х  —  2с%  получится 
С  —  Е        ?ах  —  іс2  ~  *1а*-3*с*±7аУ9а>-у*  и 

■р        —  гга2  Ір  4а-/9а2  —  32с2. 

откуда  ,   по  причинЬ  что  да2  ^>  Зэ<;2,    яветвуетЪ  ,   что   С  и  Е  суть- 

положительны-я    количества  ,    н  положивЪ    да2  —  32б2         ^2,  удобно1 

откроется,  что  вЪ  слѵчаЬ  верхняго  знака,  будешЪ    еще  В2  <^  СЕ  ,  и 
потому   функція   ^  зЪ   семЪ    случаЬ  ,    то   есть   вЪ  случаЬ    х  ~~  у — ; 
+•  2"/9Д  —        ^  на  верное   будетЪ    иыЬть  наименьшую  величину  ; 

вЪ  другомЪ  же  случаЬ  х  —  у  ~  за~  і_  9а  —  з=с    сказагпь  0  сем;ь  не  мож- 

8 

но,  развЬ  при  особенныхЪ  какихЪ  либо  предположеніяхЪ,  на  которыхЪ 
мы  не  останавливаемся. 

V.  Пусть  требуется  данное  количество  а  раздЬлить  на  три  ча- 
сти такЪ  ,  чтобы  произведете  ка^ихЪ  ниесть  извЬстныхЪ  степеней 
изЪ  сихЪ  частей  имЬло  величину  наибольшую. 

ПоложимЪ  первую  часть  м.  х- .  вторую  ~Щ  у  и  потому  будетЪ 
третья  ~а  —  х —  у,  и  означимЪ  чрезЪ  т ,  я  и  р  указатели  сше" 
пеней  изЪ  еихЪ  частей  и  чрезЪ  ^  произведете  оныхЪ  степеней* 
будетЪ  щ,  —  хтуп  а  —  х  —  у)Р  ;  почыѵіу 

р  —  тхт  —  х  —  у.Р—  $хтМа  —  х  —  у)***  - 

—  х™  ~  1у\а  —  *  —  У$  1  \т*  —  ж  —  ту  —  рх}  ж 
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_ .  ^іЯу»— —  х  —  у  ~)Р~1(па  —  их  —  пу  —  ру); 

•откуда  ,  составивЪ  уравненія  ^  —  —  о  и  —  щ  о,  мы  будемЪ  яиЬшь 

Ах  Ау 

та —  тх —  ту  —  рх  ~  о  и  па  —  пх  —  пу  —  ру  но, 
и  оттуда 

та  па       ._  _    фа 

■•х  V   -г— 


х  — -  — ;  . — ,  у  — ;  — .  __  и  а 


т-\-п-\-р  т^\-ц-{-р  -т+п-Ь?* 

"Чтобы  удостовЬриться,  что  сіи  величины  действительно  цря- 

«адлежатЪ  кЪ  наибольшей  величинЬ  функціи       то  сыщемЪ 

2  —  (да  —  і)хт-2уп(а  —  х  —  у)*-Чта  —  ту  —  (да  р)х) 
Ах2- 

—  (р  —  і  )хт—І>"(л  —  х  —  у)Р-а(та—,ту  — ;(да  +,/>» 

—  (да.-+  я)хт_Ѵ(«  — х  — у)?-1, 

^  —  7ит-^п_1(д  —  *  —  ?)ЬЦжа  —  ту  —  (т-+-  р)х) 

—  (р  —  і  )хт— 1  уп  (а  —  х  —  у)  Р~2  (та  — ту—  {т  +  :р)  х) 


тх 


т-*у\а -х- у$Г\  и 


^  —  (п—  і)хтуп-%а  —  х  —  у)Р-\па  —  их  —  (я  +  Р)у) 
"      (^__  ^,^"1^—  х  —  у)Р-\па  —  пх  ~  іп-^р)у) 
-(«  ^^*^^*  -^1. 
Пусть,  краткости  ради  ,  да  +  и  Н~  р  —  ?  5  о"удетЪ  х  »  У  —  ^  я 

л  х  у  —  —  ,  и  поставивЪ  сіи  величины  вЪ  преднайденные  частные 

дифференціалы  втораго  порядка,  получижЪ 

.с  =  -:(«+я)ф™-ф"(|/-', 

^  -тпр/та^"1 — ^пяч71 — 1/Ра\Р~І  и 

д  а  <2  *\  $  /        ѵ  ^  / 

И  такЪ  ,  поелику  количества  С  и  Е  суть  отрицательны* ,  и  прк 
тпомЪ  02<^  СЕ  ,  какЪ  то  всякой  удобно  удостовЬриться  можетЪ,  то 

явствуетЪ,  что  вЪ  случаЬ   х  —  т—         и  у  ~  .  п—  величина 

т-\-п-±-р  т-\~п-\-р 

функціи  г.  будетЪ  наибольшая. 

(200.)  Пусть  теперь  ѵ  какая  ниесть  функція  трехЪ  ігере- 
м"ЬнныхЪ  колмчествЪ  х,  у  и  я,  и  пусть  когда  количествамЪ  х,  у  и  х. 
иридадутся  какія  ниесть  приращенія  «  ,  и  у  и  уменьшенія  — и-$ 
—  &  и  —  у ,  функція  "о  сдолаві  ся  ѵ'  и  Іѵ\  мы  во  доказанному  нреді» 
симЪ  (ч.  197)  будемЪ  имЬть 
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1 


Г  г«1 

ах 


■4 

I 

Г 


<іх2 
1  ахйу 

ауй.% 


И"1 


Ч-5(«,  С,  у)  м 


Г 

}       ах  |' 

1+  Й*| 


сі*2' 

—  а 

Дх2 

йхсіу 

Л  Го2 

„  сі2гѵ  О 
2  л  І-  ЬУ 


±3(«,  {?,  у) 


удЪ  3(#,  ^  у)  остатокЪ  сихЪ  рядовЪ,  когпораго  видЪ  намЪ  извЪспгенЪ. 

ЛоложимЪ,  что  функція  ѵ  прмемлетЪ  наибольшую  или  наи- 
меньшую "величину  ,  когда  сдЬлаешся  к  —  а  у  у  ~У  и  ъ  ~  с  \  явно  , 
что  естьли  вмЬсто  х,  у  и  &  поставимЪ  какЪ  большія,  такЪ  и  менъ- 
хііія  нежели  а  ,  />  и  с  величины  ,  то  величины  функціи  ѵ  ,  отЪ  піого 
ігроизшедшія,  всегда  должны  быть  меньше  или  больше,  нежели  та  і 
которую  она  получаегпЪ  огаЪ  постановленія  вмЬсто  х,  у,  и  вели- 
чинЪ  й,  Ь  и  с.  Чего  ради  естьли  поставляя  вмЬсто  ху  у  и  х,  вели- 
чины сіи  д,  Ъ  и  с,  означимЪ  наибольшую  или  наименьшую  величину 

функціи  ^  чрезЪ  /,  и  дифференціальныя  отношенія  —     —    -У  ^І^ 

йх9  а"  у  9   а"  г,  9  сіх2  9 

•г-г  ,  йг  ,  и  ПР°Ч-   чРезЪ  А  »  в>  С>  °»  Е»  р»  С>  н   и  ПР°Ч-  *  те 

ахау 7  аѵ3  '  ахах 

величины  ѵ1  и'<ѵ  функціи  ѵу  соотвЪтствующія  величинамЪ  х  --г  а  ~ 
л  4-  а,  у ■+  §~  М  6,  * Н  у  —  * -+  у  и  х  —  а  ~  й  —  и}  у—-%~Ь  —  С 9 
4  — у~(  —  у  количествЪ  щ>у  я  х  >  сделаются 


*3 
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І+Ку3  і 


С    Бее*  1 


да  будетЪ  какЪ  чУ,  пгатсЪ  тл  'ѵ  меньше  /или  больше  /»• 
Но  поелику,  по  мЬрЬ  уменьшен!  я  приращ;еній  ^  ,  и  у,  каж* 
дый  членЪ  сихЪ-  рядовЪ  можегаЪ  сдЪлапгься  больше  веЬхЪ  посліэдукк 
щихЪ  членовЪ  ,  то  по  необходимости  членЪ  А_«*  •  В§  Су  долженЪ» 
быть  то;  ибо,  вЪ  противномЪ'  случаЬ,  оный  можетЪ  сделаться? 
больше  всЬхЪ  послЬдующихЪ  членовЪ  у  и  тогда  будетЪ  ч>*  <^'у"  а 'і)^/"^ 
когда  Асе  -)-  ВС_— г  Су  есть  количестве*  отрицательное ,°  или  будетЪ» 
ѵ'^>/>  а  іго  у  когда  положительное,  что'  противно1  существи-" 
тельному  свойству  наибольшей  или  наименьшей  величины,,  и  с  лі>~ 
довательно  положеніюѵ  И  такЪ  будетЪ  Асе  -р-  В§  —{г-  Су  22 о  ;  и  поелику 
ничто  не  опредЬляетЪ  величины  прираіценій  ое  у  &  №  у  >  то5  будетЗэ» 
такЬже  Щщ*  ВС  ,  Су/щ  о-и  Асе?*  ^^"'т  Суу/  "*"•;:  о и  потому 
А^-ь-^  н-  С  —  о,  Аа1  ф  В8'      С-о  и  Аа"      Ве'-. -ь  С  —  о  •• 

у        У  — ••  *     у  '         у'  У         уѵ  * 

откуда    чр^зЬ    выілтмніе    получдтся  два  уравненіяі 

А\ау'  —  а'у)      В(.&у'  —  ^у)  Ш  о.»  А  («у"  —  «'/у)     В(#у"— &"у) ..—  о? 

Аау'—  а'У       „.  ау"' — «"у    ,  . 

«у-  ^  "Н*  -  »  *  А€у/  - -  о  „ 
ЯЗЪ  кѳихЪ  найдется 

аГ7-  а'7  —  «У -У У)  ^  о  $ 

\ГУ'  —  €'7'        €7"—  €'Ѵ 
следовательно-,  поелику  впгорый  множитель  первой  чгаегпи  сего-  урая- 

вненія  немвжешЬ  быть  нуль,  будетЪ  А  то,  и  потому  такЪ  же  В; — о>; 

я  С  — о. 

И  такимЪ  образомЪ  вЪ  случай  -наибольшей  Шіі  наименьшей 
величины. и  следовательно'  вЪ  случаЬ  х  2^1  л,  у22\Ь  й  ^  ~  с ,  будетЪ/ 


  дСѵ   „  й.*0'  ш  _   яг 

яр  предЪидущіе  ряды  од&лаются' 
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і+ку2  ^ 

I-   •   -   •   .   ±Т>,&,  у). 

1     1.2    I  +2(д«'у    Г  ' 

і+ку2  ^ 


ИзЪ  сихЪ  рядовЪ  тпотчасЪ  видно,  что  по  сдіэланіи  члена 

:  „    ■      *  и  и.  и  ѵ  " 


ГГ.,|    яА^-сіу       <2,А^^у  _|_  -_3у2^   чрезЪ  уменьшеніе  «  ,       и  у  больше 

всЬхЪ  его  послЬдующихЪ  ,  будетЪ  какЪ  ѵ1 шакЪ  и       меньше  ког- 
да оный  членЪ  есть  количество  отрицательное,  или  будетЪ  какЪ 
такЪ  и       больше  / ,  когда  тотЪже  членЪ  есть  количество  положи- 
тельное, и  следовательно  функція  ѵ  будетЪ  имІЬть  вЪ  первомЪ  слу- 
чай величину  наибольшую  ,  а  вЪ  другомЪ  наименьшую. 

Откуда  слЬдуетЪ,  что  для  опредЪленія  наибольшей  или 
наименьшей  величины  функціи  ѵ  надлежитЪ  сыскать  выраженія^ 
цоторымЪ  равняются  дифференціалъныя  отношенія  и  |р 

п  уравнять  оныя  нулю:  изЪ  уравненій  сихЪ  ~  ~  о  ^  — о  и ——о 

С&Х 

найдутся  величины  колшествЪ  х  ~а ,  у  ~Ь  и^щ^,  которымЪ 
соотвЪтствуетЪ  наибольшая  или  наименьшая  величина  функціи 
ѵ,  и  потомЪ  определится  та  или  другая  изЪ  сихЪ  двухЪ  вели~ 
ѵинЪ9  поставляя  вЪ  функцію  -ѵ  вмісто  колиѵествЪ  х,  у  и  &  пай' 
денныя  для  нихЪ  величины  я,  Ь  и  с. 

Для  узнанія  же,  которая  величина  мЪсто  имЪетЪ,  наиболь* 
тая  или  наименьшая ,  надлежитЪ  сыскать  еще  выражсніе ,  ко- 
торому  равняется  слЪдующій  ѵленЪ ,  взятый  безЪ  своего  пред- 
стоящаго  , 

и  изЪ  онаго  определить  его  величину ,  соответствующую  пай* 

63  * 
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деннымЪ  велиспнамЪ  а,  Ь  и  с  для  калиѵествЪ.  х,  у  и  ;  ко?  да  она 
будетЪ  отрицательно. я  ,  то  мЪсто  имѣть  бі/детЪ  наибольшая 
велиѵина,  а  ко?да  по  лежите  льна  я ,  то  наименьшая. 

КЪ  сокращению  сего  изЪисканія   оный  членЪ,  безЪ  своего  пред- 
етоящаго,  прелсшаЕленный.  вЪ  случай  х  ~  а,  уцЬ  и     ~с  чрезЪ 

Ѵ)  хх  +  Рь2      2С«у  і-2Н^у  Н-  К<у2  , 

иреобразимЪ  вЪ  слЪдующій  видЪ  : 

»(«  -ь  I  +  ^)2  +  (р  -  §е*  +  Чн  -      +  (к  -  °ВѴ ; 

и  какЪ  >  полагая  Р   —  I.,  Н  —  —  М  и  К  —  N  і  послЬдніе 

три  члена  сдЬлаюшея  Ь§2  +  лЩу  +  №у2  ±  Ь(§  4-  _ь  (Ы  _  ^ 
то  всему  количеству  можно  придать  еще  слЪдующій  видЪ  г 

в(«  +  ?  +     +  Че  +  ^)2  +  (м  -  *у , 

изЪ    котораго   явствуетЪ ,  что  количество   сіе  непосредственно  бу- 

М-2 

детЪ  отрицательное,  когда  Б,  Ь  и  N  —  — г  суть  отрицательныя  ,  и 

непосредственно  будетЪ  положительное,  когда  оныя  количества  суть 

положительныя  :    вЪ  первомЪ  случай   надобно  ,    чтобы    при  отрицав 

ХпельныхЪ  Б  и  Ь  было  N  отрицательное  и  М2<^1МЕ,  и  слЬдовательно, 

поелику  Е  ~  Р        —       —  К         —  ,  М  —  и  ЕГ\і  — ѵ  ±±  і* 

3  В  У  В  В  В2  * 

надобно,  чтобы  при  отрицательномЪ  Б,  были  Р  и  К  отрицательныя, 
Е2<<БР,  С2<БК  и  сверьхЪ  того  (БН  -  ЕС)2 <  (БР  —  Е2)(БК  л.  С2)  - 
такЪ  же  и  вЪ  другомЪ  случаЬ  надобно  ,  чтобы  при  положительномЪ 
I)  были  Р  и  К  положительныя,  Е"<^БР,  С2  <^  БК  и  сверхЪ  того 
(БЫ  —  ЕС)2     ^Р  —  Е2)(БК  —  Ѳ2). 

Не  продолжая  далЬе  сихЪ  изслйдованГй. ,  удобно  уже  всякой 
усмотреть  можешЪ,  что  когда  возмешся  и  вообще  сколькихЪ  бы  то: 
ни  было  перемйнныхЪ  количествЪ  функція  /и?~/(х,^,?;,г',«,Г  и  проч.)* 
зпо  полагая,  что  при  величинахЪ  количествЪ  х  ~  й,  у  ~~^у  ѵ~Эг 
и~е,  /~/  и  проч.  функція  сія  приемлетЪ  наибольшую  или  наимень- 
шую величину  и  означая  вЪ  семЪ  случаЪ  оную  чрезЪ  к  и  дифференціаль- 

  •    йю    Ахи   Аі»  ■         й2и)    <і2гш    й2гш    <12іѵ    й2іѵ  й2гш 

ныя  отношенгя —  —  —  и  проч.  —  — -   —  —    _  ипроч. 

Ах9  йу*  <іъ  х         Ах23   сіу2*  Ах  іу>  й-хіъ*  йусіъ*  <1ъ2  г 

чрезЪ  А,  В,  С,  Б.  и  проч.  Р,  С,  Щ  К,  Ь,  М  и  проч.,  мы  найдемЪ,  что 
величины  іѵ'  и.  'аѵ  функціи  щ  соотвЪтствующія  величинамЪ  х  ±  а  — г 

жоли.чествЪ  х,      ъу  ѵг      г  и.  проч.,  сдЬлаютсл 


—  $оЛ  — 


«->или%— к±Ц  г  Су  Ч  ^аК*Ѵ  к^..±Т(л,Г»у,іипр®ч^:: 

[^4-  и  проч^  !  і   Му2  ! 
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Откуда  чрезЪ  подобяыя  ігредЪидуигимЪ  разсуждетя  заключимЪ,  нш« 
будетЪ 
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изЪ  коихЪ  уравненіл  найдутся  величины  а>       си  проч.  количествЪ 
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величине  функціи  іѵ. 

ПотомЪ  для  узнанія,  "которач  изЪ  сихЪ  двухЪ  величинЪ  мЬсто 
имЬетЪ  ,  надлежитЪ  разсмошрЬть,  когда  слЪдующій  членЪ,  взятый 
безЪ  своего  предстоящего  , 
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будетЪ  количество  отрицательное  или  положительное. 

На  сей  конецЪ  примочаемЪ,.  что  изЪ  ѳеоріи  уравненій  известно^, 
что  всякое  выражен  е  сего  вида,  полагая  которое  ниесть  изЪ  прираще- 
ній,  напримЬрЪ  а,  за  переменное  количество,  не  можетЪ  переходить  , 
изЪ  положишельнаго  вЪ  отрицательное,,  не  сделавшись  сперва  равнымЪ 
нулю,  и  что  когда  оное  бывЪ  уравнено  нулю,  имсетЪ  мнимые  корни, 
шогда  удерживаетЪ  тотЪ  же  знакЪ,  какая  бы  величина  количеству  сс 
придана  ни  была,  ибо  вЪ  противномЪ  случае  упомянутое  ураЕненіе 
имЬло  бы  действительный  корень  ;  откуда  слЬдуетЪ ,  что  еешьл» 
количество 
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го изЪ  неопредЬленныхЪ  количествЪ  «,  у  и  проч.,  даетЪ  одни  п  ок- 
но мнимые  корни,  то  оное  сохранитЪ  тотЪ  же  знакЪ,  каковы  бы  сіи 
кеопредоленныя  количества  ни  были.  И  такЪ,  принявЪ  количества' 
к  за  неопределенное  ,  сьпцемЪ 
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величина,  которая  будетЪ  мнимая,  естьли  количество.,  содержащееся 
подЪ  кореннымЪ  знакомЪ,  будетЪ  отрицательное. 

ДотомЪ  естьли  положимЪ  РН — С2  — Р,  ЬР  —  СК~ (^,  МК  —  К2  ~Е 
и  проч. ,  и  шЬмЪ  придадимЪ  сему  количеству  следугощій  видЪ 
—  (Р§2Н-  2(^&у  +  Ку2  -\-  и  проч.),  то  дабы  оное  сохранило  тотЪ  же 
знакЪ,  надлежитЪ  еще,  чтобы  уравненное  нулю  и  разрешенное  вЪ  раз- 
сужденіи  одного  изЪ  остальныхЪ  неопредЬленныхЪ  количествЪ  у  и 
проч.  ,  имело  одни  токмо  мнимые  корни.  Почему  ,  принявЪ  количе- 
ство С  за  неопределенное,.  сыщемЪ 
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величина,  которая  будетЪ  мнимая,  естьли  количество,  содержащееся 
подЪ  кореннымЪ  знакомЪ,  будетЪ  отрицательное. 

Теперь  естьли  положимЪ  РЯ —  0.2~Т  и  проч.,  и  іпемЪ  прида» 
димЪ  сему  количеству  подобный  предЪидущему  видЪ  ,  то  дабы  оно§ 
сохранило  тотЪ  же  знакЪ  ,  надлежитЪ  ,  какЪ  и  прежде,  чтобы  урав- 
ненное нулю  и  разрешенное  вЪ  разсужденіи  одного  изЪ  остальныхЪ 
количествЪ  у  и  проч.,  имело  одни  токмо  мнимые  корни.  Чего  ради, 
принявЪ  количество  у  за  неопределенное,  сыщемЪ  для  него  подобное 
выраженіе.  И  такЪ  далее,  до  предпоследняя  изЪ  количеств]?  «,  |,  у 
н  проч.,  поступить  долженствуетЬ, 
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